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Presentacion

La Secretaria de Educaciéon presenta la “Guia del Docente” de
Matemadtica para Educacion Media, que tiene su fundamento en el
Plan de Estudio y Programas Curriculares, Area de Matematicas, misma
qgue fue elaborada por un equipo técnico en el marco del Proyecto
Mejoramiento de la Ensefianza Técnica en el Area de Matematicas
(PROMETAM FASE 1I1).

Con esta Guia se pretende apoyar al docente en la intervencion
activa de mediacién entre el contenido y las formas de aprendizaje.
Ademas, brindar apoyo metodoldgico para favorecer los aprendizajes
significativos que impacten en la motivacion de los jévenes y como
consecuencia, se incremente la retencién y aprobacion, y se mejore el
rendimiento académico de los estudiantes en los centros educativos.

En la busqueda del cambio hacia una nueva Honduras, el recurso
humano es el Unico capaz de generar riquezas a través de la aplicacion de
sus conocimientos, competencias y acciones; por lo que se espera que
los docentes realicen una labor educativa con calidad y pertinencia y la
Secretaria de Educacidn a su vez, se compromete para que la poblacion
tenga acceso a una educacién, que mejore en cada generacion.

Secretaria de Estado
en el Despacho de Educacion

2




Instructivo de uso
“Guia del Docente”

Esta Guia esta disefiada para orientar a los docentes cémo ensefiar los contenidos para
cada grado, prescritos en el Plan de Estudios y Programas Curriculares, Area de Matemati-
cas, usando como parte del proceso el Libro del Estudiante.

Hay un plan de estudio para todas las clases y se espera que el docente lo ajuste segln el
rendimiento y el entorno de sus estudiantes.

En el Libro del Estudiante hay una diversidad de ejercicios para garantizar el trabajo indi-
vidual. Muchos de éstos podran ser utilizados como tareas para resolver en casa y deben
ser revisados individualmente o en forma colectiva, siempre dirigida por el docente para
afianzar el conocimiento.

Para mayor informacién véase la “Estructura y Aplicacion de la Guia del Docente”.
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ESTRUCTURA Y APLICACION DE LA GUIA DEL DOCENTE
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Objetivo de la Guia del Docente

Este libro es una guia que explica el plan anual de estudio y el desarrollo de las clases basado en el
contenido del Plan de Estudios y Programas Curriculares, Area de Matematicas. Si el Docente apro-
vecha esta Guia, le ayudara a desarrollar su clase de manera efectiva y eficientemente para que el
rendimiento de los estudiantes mejore.

Estructura de la Guia del Docente

Estructura Global: Esta formada por dos partes: la “Estructura y aplicacion de la Guia del Docente”
que explica el contenido de la Guia y la forma como se utiliza y el “Desarrollo de Clases de cada Uni-
dad” que describe los pasos a seguir para alcanzar los objetivos de cada clase.

Estructura de la Unidad: En cada unidad se desarrolla paso a paso los contenidos conceptuales to-
mados del Plan de Estudios y Programas Curriculares (PEPC). La estructura de cada unidad se explica
detalladamente en el instructivo.

Instructivo para el uso de la Guia del Docente y del Libro del Estudiante

Esta Guia del Docente (GD) fue diseifada para ensefiar los contenidos indicados en el PEPC, utilizan-
do eficazmente el Libro del Estudiante (LE), para explicar los principios de cada tema y la manera de
desarrollar la clase.

Aunque se indica la manera de usar el LE, no necesariamente se describe una forma Unica de desarro-
llar la clase, sin embargo, se ha intentado que los docentes puedan dar la clase sin dedicar mucho tiem-
po a los preparativos. El docente podra hacer las modificaciones adecuadas cuando lo crea necesario.

En la GD se presenta la Programacion Semestral y Desarrollo de Clases de cada Unidad.
Programa Semestral
Es la lista de los contenidos del grado indicados en el PEPC, con el niUmero de clases asignadas a cada

tema. Con la misma, los docentes deben conocer qué tienen que ensefiar, y hacer su plan semestral
de modo que se cumplan todos los temas.

Desarrollo de Clases de cada Unidad
Esta divida en cinco secciones:

1) Competencias de la unidad: Presenta las competencias que se pretenden desarrollar en el estu-
diante en el desarrollo de la unidad.

2) Relacion y desarrollo: Muestra el flujo de los contenidos del grado por semestre, relacionandolos
con contenidos de grados anteriores y con las matematicas siguientes.

3) Plan de estudio de la unidad: Presenta la distribucion de las clases en cada leccion.

4) Puntos de lecciéon: Presenta aspectos importantes a considerar en el desarrollo de cada leccién.

5) Desarrollo de clase: Presenta el objetivo, la evaluacién y el proceso de ensefianza.
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1) Competencias de la unidad

Se presentan las competencias para cada uni-
dad, tal y como estan descritas en el PEPC
Area de Matematicas.

2) Relacién y desarrollo

Se muestran los contenidos de la unidad y su
relacidon con otras unidades (ya sean de este
grado, o anteriores). Los docentes deben
diagnosticar si los estudiantes tienen domi-
nio sobre los contenidos relacionados de los
grados anteriores, de lo contrario dependien-
do del nivel de insuficiencia en el manejo, se
puede hacer lo siguiente:

(a) Si la mayoria de los estudiantes carecen
de comprensién, de tal modo que no se
puede ensefnar el contenido del grado, se
les da un repaso de dos o tres horas clase.
Para el menor manejo del contenido, es
mejor darles tareas al mismo tiempo que
la ensefianza del contenido del grado.

(b) Si la mayoria entiende bien se le puede
dar orientacidn individual a los que lo ne-
cesiten.

3) Plan de estudio

Se indica la distribucidn de las horas y el con-
tenido. Como el tiempo total de la clase de
matematicas es limitado, se recomienda se-
guir los lineamientos indicados en la Guia.

4) Puntos de leccién

Como cada unidad esté dividida en lecciones,
en esta parte se explican los puntos en que
se deben prestar mayor atencién durante el
desarrollo de la clase. Los docentes deben en-
tender la idea central por lo cual se desarrolla
el plan de clase.

5) Desarrollo de clase

Estd descrito el plan de cada clase para 45 mi-
nutos e incluye los objetivos, la evaluacién y
el proceso de ensefianza. No es recomenda-
ble prolongar la hora de clase, salvo en el caso
donde los estudiantes hacen una tarea espe-
cial o el horario asi lo exige.

a. Objetivo
Se representa el objetivo de la clase (hay
casos donde un sdlo aplica a dos o mas
clases seguidas). Es necesario tener éste
claro para cada clase.

b. Evaluacion
Se indican los ejercicios que el estudian-
te debe realizar en forma independiente
o grupal considerando la estrategia que
decida el docente con el propdsito de ve-
rificar el logro del objetivo.

En caso de que existan dificultades en la
mayoria de los estudiantes el docente
debe reforzar esa parte.

c. Proceso de enseianza
Se proponen actividades que el docente
debe realizar durante la clase siguiendo el
orden propuesto en el Libro del Estudiante.

La propuesta se basa en comenzar la clase
planteando un ejemplo y tratar de que los
estudiantes lo resuelvan sin consultar el
LE, por lo que se debe garantizar el tiempo
suficiente para que piensen y propongan
sus ideas, luego los docentes tienen que
darles explicaciones de forma concisa y
con pocas palabras tratando de no hablar
mucho, y considerando las ideas de los es-
tudiantes concluir en la regla, definicién,
principio, etc. de la clase, para luego reali-
zar la ejercitacién.

En este proceso de ensefianza en algunas
clase se utiliza la simbologia M, RP y *.

M: Significa preguntas o indicaciones de
los docentes a los estudiantes.

No es recomendable hace preguntas
que los estudiantes pueden contes-
tar con respuestas breves como “si” y
“no”. Son muy importantes las pregun-
tas que hacen pensar a los estudiantes,
sobre todo en cada clase se necesita
una pregunta principal que los concen-

tre en el tema de la clase.
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RP: Significa reacciones previsibles de los
estudiantes.

Hay que preveer las reacciones de los
estudiantes, incluyendo las respuestas
equivocadas. Para corregir las respues-
tas equivocadas, no es bueno decir
solamente <<esta mala>>y ensefiar la
respuesta correcta o hacer que contes-
ten otros nifios.

Hay que dar tiempo para que piensen
porque estda equivocada, al mismo
tiempo los docentes tienen que pen-
sar por qué se han equivocado y re-
flexionar sobre su manera de ensefiar
y preguntar. Ademas las respuestas de
sus estudiantes pueden ser indicadores
para evaluar el nivel de entendimiento.

*: Hace referencia a los puntos y sugeren-
cias de la clase y actividades del docen-
te. Se refiere a puntos importantes que
el docente debe tomar en cuenta para
que el desarrollo de la clase sea exitoso.

En algunos casos en el LE aparecen
ciertas clase utilizando asterisco (*)
esto significa que son clases o ejem-
plos, ejercicios opcionales que el do-
cente puede desarrollar dependiendo
el nivel de entendimiento de los estu-
diantes.

Para ser mas practico el uso de esta GD en el aula
de clases se da una descripcion general, por lo
tanto, no se les indica a los docentes todas las ac-
ciones a realizar, asi que segun la necesidad hay
gue agregar mas o modificarlas. En forma gene-
ral se aplican las siguientes acciones.

* La GD no dice nada sobre la evaluacién conti-
nua porque ésta corresponde al objetivo, sin
embargo, propone como se puede evaluar
éste, a través de la ejercitacion. La evaluacién
debe hacerse durante la clase y al final de la
misma segun la necesidad.
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e No estd indicado el repaso de la clase. Este se
hace segun la necesidad.

e Cuando se les dan los ejercicios, los docentes
deben recorrer el aula identificando los erro-
res de los estudiantes y ayudandoles a corre-
girlos.

e Cuando la cantidad de ejercicios es grande, se
hace la comprobacién y correccién de errores
cada 5 ejercicios, o una adecuada cantidad,
para que los estudiantes no repitan el mismo
tipo de equivocacién.

e Preparar tareas como ser ejercicios comple-
mentarios para los estudiantes que terminan
rapido.

e La orientacién individual no estd indicada,
sin embargo, es imprescindible. Los docentes
pueden realizarla en las ocasiones siguientes:
— Cuando recorren el aula después de dar

los ejercicios.

— En el receso después de la clase.

— Enlarevisién del cuaderno (hay que tener
el cuidado que los estudiantes no pierdan
el tiempo haciendo fila para que el docen-
te corrija)

En la Guia del Docente se indica en la pagina del
Libro del Estudiante las partes punteadas que se
sugieren que el docente debe tener en la pizarra,
sin embargo cada uno puede hacer su propia es-
tructura de uso de la pizarra.

La estructura del LE y su uso

El docente puede comenzar cada unidad con un
repaso de lo aprendido anteriormente. Esta par-
te no estd indicada en las horas de clase y los
docentes asignan el tiempo para trabajar segun
su criterio.

La unidad esta dividida en lecciones, clases, ejer-
cicios de la leccién (algunas unidades no tienen
ejercicios de leccién). Cada clase tiene ejemplos
y ejercicios.



Los ejemplos corresponden a los temas impor-
tantes de la clase. En la orientacién de estos
ejemplos es importante hacer que los estudian-
tes piensen por si mismos; por lo tanto, para pre-
sentarlos, los docentes lo escriben en la pizarra
para que los estudiantes no vean la respuesta en
el LE antes de tratar de resolverlo.

Para resaltar los puntos importantes de la clase
estos se remarcan.

Cada icono representa:

En el LE se proponen ejercicios de leccion esto
con el objetivo de suministrar suficientes ejer-
cicios para que el estudiante pueda resolver en
el aula o como tarea en casa. El docente deberd
utilizarlos de acuerdo a conveniencia ya que no
se tiene tiempo estipulado para esta seccion.

La pagina del LE tiene dos columnas. Una co-
lumna de contenidos y otra columna de recor-
datorios, sugerencias o notas. En el desarrollo
de cada clase se encuentran varios iconos, que a
continuacién se explica cada uno.

Ve

Icono Explicacion

@ El desarrollo de un ejemplo.

%® | Lapropuesta de ejercicios o problemas.
&

%

V§|!|

Aclaraciones o ampliaciones de conceptos trabajados en el libro a la vez algunos aspec-
tos que se deben tener especial cuidado cuando se estd estudiando un tema.

Pt

)

Recordatorios de temas, fdrmulas, conceptos, etc., vistos en afios o clases anteriores.

i e

Conceptos, fdrmulas, principios, reglas, etc., que es necesario que se memoricen para
lograr mejor comprension de los contenidos.

zi Sugerencias que se proporcionan al momento de resolver un ejercicio o problema.
B

La GD lleva la solucion de los ejercicios propues-
tos en el LE. Los docentes tienen que tomar en
cuenta que en el caso de ejercicios y problemas
con respuestas abiertas puede haber otras res-
puestas.

A continuacidn se explica el significado y simbo-
logia de la pagina del desarrollo de clases.
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Significado de cada expresion y simbologia en la pagina del desarrollo de clases.

Numero de
unidad,
lecciony

clase.

Actividades.

Tiempo
indicado por

actividad.
|

e

R I
Preguntas

comentarios
e indicaciones
del docente.

[ I
Reacciones

previsibles
de los
estudiantes.

]
Orientaciones
Metodoldgicas.

[ E—
Puntos y

sugerencias
dela
ensefianza.

PR B
Soluciones

de los
ejercicios

\J

——>

Y

Unidad lll. Leccion 2.

Clase 3

(Continda en la siguiente pagina)

—

[A] Unién de eventos

‘@"' Ejemplo 2.2

(10 min)

* Tratar de resolver sin
consultar el LE

M: ¢Cuadl es el espacio
muestral que se obtie-
ne de lanzar los dados?
RP: Encuentran el espa-
cio tomando en cuenta
que S tiene 62 elemen-
tos.

M: ¢Cual de los resulta-
dos da una suma de 5?
RP: (1, 4) (2, 3) (3, 2)
(4,1)

M: ¢Cudles de los re-
sultados da una suma
de 8?

RP: (2, 6) (3, 5) (4, 4)
(5,3)(6,2)

*Aplicando el principio
de conteo de la suma
se encuentra el total de
casos que dan 5 6 8.

Concluir: Se deduce la
expresion de la unién
de eventos

AU B =n(A) +n(B)

gﬁ) Ejercicio 2.4

(10 min) Solucion:

a)AUB={1,2,3,4,5,6,7,8,9}

b) AuC={2, 4, 6, 8, cara
escudo}

104

Objetivo de
cada clase.

Indicador de
evaluacion
por objetivo.

Objetivo:  [A] Calculan la probabilidad de un evento. <
[B] Resuelven problemas cotidianos aplicando pro-
babilidad.
L. I <
Evaluacion: Ejercicio 2.4 <€
Clase 3. Eventos
‘@ Ejemplo 2.2. Se lanzan dos dados, ¢Cudntos resultados posibles se
pueden obtener donde la suma de los nimeros obtenidos sea 5 6 8?
Solucién.
Es importante considerar que en este experimento se esta pidiendo la
ocurrencia de dos posibles eventos:
A: Obtener dos ntimeros cuya suma sea 5.
B: Obtener dos ntimeros cuya suma sea 8 B
(A) =4 La unién de dos even-
B)=5 tos se puede dar que
n(A0B)=n(A)+n(B)  (Principio de conteo de la suma) no tengan nada en co-
S ais - o min o compartan ele-
La expresion anterior se puede escribir como:
(AU B) = n(A) + n(B) y se llama Unién de Eventos.
Definicién 2.6. Unién de Eventos. H i
Sea Ay B dos eventos cualesquiera de un espacio de eventos, la i AuUB AUB i
union de los eventos Ay B es el evento que consta de los elementos
que pertenecen a A o By se representa por A U B. Los elementos que se -
repiten se cuentan solo <

una vez.

& Ejercicio 2.4. Dados dos eventos, exprese la unién de los eventos pe-
didos, si:

A={2,4,6,8}, B={1,3,5,7,9}, C={cara, escudo},

D = {azul, rojo, negro, verde}, E={2,3,5,7,11,13,17},
el espacio muestral estd dado por S=AUBUCUDUE

a)AUB
b)AUC

c)cub
d)AUE

€)AUBUE

En el Ejercicio 2.4, los eventos B y E tienen elementos

en comiin {3, 5, 7). Este evento resulta de la interseccion de By E. [8] 2
Definicién 2.7. Interseccion de Eventos.
Sea Ay B dos eventos cualesquiera de un espacio de eventos. 0
La interseccion de los eventos Ay B es el evento que contiene los H e H

elementos que simultaneamente pertenecen a Ay a B y se repre-
senta por AN B.

Silos eventos no tienen
elementos en comdn la
interseccion es vacia.

72| uniasine ecoin 2+ e . veros

¢) CUD = {cara, escudo, azul, rojo,
negro, verde}

[B] Interseccion de Eventos.

(7 min) *De forma similar que

d) AUE ={2,3,4,5,6,7,8,11,13,17} en [A] desarrollar la clase para

e) AUBUE={1,2,3,4,5,6,7,8,9, definir la interseccion de even-
11, 13,17} tos.

Unidad Ill * Leccion 2  Clase 3. Eventos

propuestos.

VI

Guia del Docente ® Matematica Il ® 112 grado

Pagina
del LE.



4. Programacion Semestral:

Unidad (horas)

Contenido

Pag. de GD
(Pag. de LE)

. Geometria
elemental
(13 horas)

Congruencia de triangulos

2-36
(2-18)

Semejanza de triangulos

37-41
(19 - 23)

[l. Geometria analitica
(22 horas)

Parabola

42 -54
(26 -32)

Circunferencias

55-60
(33-136)

Elipse

61-72
(37 - 44)

La Hipérbola

73 -85
(45 — 54)

[ll. Probabilidad
(17 horas)

Conteo

86-99
(56 -67)

Probabilidad

100 - 121
(68 — 89)

Guia del Docente ® Matematica Il ® 112 grado
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Desarrollo
de Clases



Matematicas Il

Unidad | Geometria elemental

1. Competencias de la Unidad

1. Demostrar la congruencia y semejanza de tridngulos aplicando las propiedades y postulados.
2. Utilizar los criterios de congruencia y semejanza de triangulos en la resolucién de problemas.
3. Demuestran propiedades de los cuadrilateros.

2. Relacion y Desarrollo

/—< Matematicas 82 >ﬁ

Congruencia de tridangulos .
& - & Matematicas 92
Cuadrilateros

e Paralelogramos I:> Semejanza de triangulos

e Rectangulos, rombos y cuadrados Poligonos regulares y el circulo
e Trapecios

r_< Matematicas Il )—

Unidad |
e Leccion 1: Congruencia de tridngulos

e Leccion 2: Semejanza de triangulos

2 Unidad | ® Geometria elemental



3. Plan de Estudio de la Unidad (13 horas)

Leccion Clase/hora Contenidos Términos y signos
1. Congruencia 1 Criterios de congruencia de | LLL, LAL, ALA
de triangulos triangulos Congruencia (=)

2 Caracteristicas delos cuadrilateros | Paralelogramo
3 Teorema de los dos puntos Paralelismo ()
4,5y6 Propiedad de la mediatriz Circuncentro
7,8 Bisectriz Incentro
9,10 Baricentro Medianas

Ejercicios de la leccion

2.Semejanzade | 1 Definicién de semejanza, criterios
triangulos de semejanza de triangulos
2 Semejanza y razon de area

3 Semejanza y razén de volumen y

area de superficie

Ejercicios de la leccion

Puntos de leccion

Leccion 1: Congruencia de triangulos

En octavo grado se estudié la congruencia de tridngulos y los criterios que determinan cuando dos
triangulos son congruentes haciendo demostraciones sencillas de manera intuitiva, en esta leccion se
trata de demostrar las teoremas y corolarios sobre congruencia de tridngulos y cuadrilateros aprendidos
en anos anteriores, considerando que los estudiantes tienen dominio al momento de establecer
correspondencias entre lados y dngulos de figuras congruentes.

La demostracién de teoremas utilizando la congruencia de tridngulos puede resultar dificil para los
estudiantes, ya que exige un nivel de razonamiento mas elevado, por lo que en el libro se proponen
ejemplos y ejercicios donde las demostraciones son guiadas para luego dar paso a resolver ejercicios no
guiados, ademas se tratan los puntos notables de los tridngulos incluyendo construcciones con reglay
compas para verificacion de propiedades.

Leccion 2: Semejanza de triangulos

La definicion de semejanza es un poco dificil de comprender por parte de los estudiantes. La de la
Clase 1 es una forma de ensefarla y aprenderla. La igualdad entre la razén de semejanza y entre los
lados correspondientes no estd demostrada en el libro, por su complejidad. Tampoco los criterios de
semejanza de triangulos.

Unidad | * Geometria elemental 3



Unidad I. Leccion 1.

Clase 1

(Continda en la siguiente pagina)

Desarrollo de Clases

[A] Establecer los crite-
rios de congruencia de
triangulos (10 min)
%20

* Ejercicio 1.1
Observa la figura ¢ Cudles
son las parejas de trian-
gulos congruentes y que
criterio lo determina?

Solucidn:

Pareja 1: ay c (LAL)

Pareja 2: by g (ALA)

Pareja3:dy e (LLL)

M: ¢Qué puede concluir

del tridngulo b y h?

Concluir.

RP: No son congruentes

porque el lado que mide

4 no esta comprendido

entre los dngulos de 30°

y 70° en el tridngulo h.

e Hacer la misma pre-
gunta para el caso del
tridnguloayf.

e Es importante hacer
que los estudiantes
establezcan la corres-
pondencia entre vér-
tices, dngulos y lados
entre tridngulos con-
gruentes.

e Concluir con los crite-
rios de congruencia
para cada caso.

2’3@? Ejercicio 1.2

(12 min)

En clase pueden resolver
el Ejercicio a), b)yc); el
resto para tarea en casa.
Solucién en pag. 21.

Objetivo:  [A] Demostrar aplicando los criterios de congruencia
de triangulos.

Evaluacion: [A] Resolver Ejercicio 1.2.
[B] Resolver Ejercicio 1.4.

Leccién 1. Congruencia de Triangulos

Clase 1. Criterios de congruencia de triangulos

Congruencia de tridangulo [A] %
Q\ Ejercmol 1. Encuentre las parejas de tridngulos congruentes En una congruencia de

triangulos se da una

correspondencia  entre
vértices, lados y dngulos.

En la congruencia

70%/ P 1
A C A c’

........................................................................................ } AABC = AA'B'C’ Se da:
Parejal: Pareja2: _ Pareja 3: *Correspondencia en-
Criterio: ____ Criterio: ____ Criterio: tre vértices

AN, BB, CeC

i *Lados correspondien-

tes de triangulos con-

gruentes son congruen-
tes

Dos tridngulos son congruentes si satisfacen uno de los siguientes

criterios:

a) Los tres lados son respectivamente congruentes (LLL).

b) Dos lados y el dngulo comprendido entre ellos son respectiva-
mente congruentes (LAL).

> ) ) AB=AB
c) Un lado y los dos dngulos adyacentes a él son respectivamente I
congruentes (ALA). BC=BTC
....................................................................................... AC=RCT
R Einavi :
& Ejercicio 1.2. t *Los angulos corres-
) Para cada par de triangulos dibujados a continuacion diga cudl es el yondientes son con-
criterio de congruencia. gruentes

a.l a.2 LA= LN
; /B= /B
H LC=/LC

...............................

b) En la figura AE interseca a BD en C tal que AC = EC y BC = DC. Demues-
trequeel ZA= LE. D E

2 Unidad | » Leccién 1 » Clase 1. Criterios de congruencia de tridngulos

Discutir en la pizarra las soluciones presentadas por los estudiantes.

Es posible que algunos estudiantes tengan dificultades con las demostra-
ciones por lo que se sugiere que el maestro apoye haciendo el esquema de
la misma para indicar el camino a seguir y de esa manera desarrollar en los
estudiantes el razonamiento deductivo.

4 Unidad | e Leccién 1 e Clase 1. Criterios de congruencia de triangulos



Objetivo:
a cuadrilateros

Evaluacion: [B] Resolver ejercicio 1.4

[B] Aplicar los criterios de congruencia de tridngulos

c) La figura ABCD es un cuadriladtero donde A
AB = CD; BC = DA.
Demuestre que AABC = ACDA

d) En el tridngulo isésceles AABC, hay dos
puntos Dy E en los lados congruentes AB y
AC respectivamente y BD = CE. D
Demuestre que:

dl. BE=CD.
d2. Si F es el punto donde se cortan BE y

CD entonces BF = CF B

&
En un triangulo isos-
celes los  angulos

E opuestos a los lados

congruentes son con-
gruentes y viceversa.

e) En la figura las rectas AB y DC son
paralelas, DA biseca el ZBDE y BC
biseca el ZDBF. Demuestre:
el. ADAB = ABCD

e2.AD || BC E D

Aplicacion de congruencia a los cuadrilateros

............................................................................

.......... : (8] ’@

O L
& Ejercicio 1.3. Demuestre que los la-
dos opuestos de un paralelogramo son
congruentes. Llene las casillas en blanco.

La relacién de los an-
gulos que se forman
cuando se tienen dos
rectas paralelas y una
transversal.

B C
Proposicion Justificacion
1. Enel AABCy ACDA, ‘ ‘
el LBAC= /DCAy
/BCA = £DAC
2. TA=AC \ |
3. AABC = ACDA Por 1, 2 y criterio de congruencia
4. AB = l:l Por 3y ser lados correspondien-
BC= |:| tes de tridngulos congruentes.

Teorema 1.1
Los lados opuestos de un paralelogramo son congruentes.

:,\i) Ejercicio 1.4. En el cuadrildtero ABCD, AD = BCy AB = DC.
Demuestre lo siguiente: A
a) Los AABC y ACDA son congruentes

b)AD || BC y AB || BC
B

............................................................................

............

C
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Nota: Puede dejar mas ejercicios complementarios para la casa de la
seccion de ejercicios de la unidad que le permitan al estudiante desa-
rrollar habilidades en la demostracion de teoremas.

Esta clase se puede desarrollar en una hora o en dos dependera del
desempeiio y los conocimientos previos que tengan los estudiantes.

Clase 1

(Continuacion)

[B] Aplicacion de con-
gruencia a cuadrilateros.
(10 min.)

g)‘? Ejercicio 1.3
Demostrar que los lados
opuestos de un paralelo-
gramo son congruentes.
¢ Dibujar el paralelogra-
mo en la pizarra ¢Qué
nos piden demostrar?
RP: que los lados opues-
tos de un paralelogra-
mo son congruentes.
M: Justifique cada uno
de los pasos de la de-
mostracion en el Ejer-
cicio 1.3 soluciones
RP: 1) alternos inter-
nos y AB || CD, AD ||
BC respectivamente.
2) congruencias del
mismo segmento
3) ALA
4) CD vy DA.

e Pasar estudiantes a la
pizarra para comple-
tar la demostracion.

e Concluir que en un
paralelogramo sus la-
dos opuestos son con-
gruentes.

%

f)‘% Ejercicio 1.4
(13 min)

Solucidén en pag. 23

Concluir que los criterios
de congruencia de trian-
gulos se pueden utilizar
para demostrar teore-
mas de los cuadrilateros.

Unidad | e Leccién 1 e Clase 1. Criterios de congruencia de triangulos 5



Unidad I. Leccion 1.

Clase 2

(Continda en la siguiente pagina)

[A] Condiciones suficien-
tes para que un cuadrila-
tero sea paralelogramo.

‘@" Ejemplo 1.1.

(15 min)

M: Escribir el enunciado y
dibujar el paralelogramo
en la pizarra. ¢Cual es la
hipotesis y cual es la tesis?
RP: AB = CD; CB = AD La
tesis es ABCD es un para-
lelogramo.

M: ¢ Qué criterio deter-
mina la congruencia de
los AABC y ACDA.

RP: LLL.

M: ¢Cémo son los ZCAB
y ZACD; ZBCAy £DAC?
RP: Son congruentes y
alternos internos.

M: éQué se puede con-
cluir de los AB y CD; BC
y DA?

RP: Son paralelos.
Concluir que ABCD es un
paralelogramo por la de-
finicién.

Teorema 1.2

Concluir que cualquier cua-
drildtero que redna una de
las condiciones del recua-
dro es un paralelogramo.

2’,\3’ Ejercicio 1.5

(12 min)

Solucién en pag. 23.

En clase puede resolver a)
y dejar como tarea en casa
b) y c) y el resto desarro-
llarlo en casa como tarea.
En el caso de que el tiempo
finalice asigne como tarea.

Objetivo:  [A] Aplicar los criterios de congruencia de tridngulos
y demostrar las condiciones de suficiencia para que
un cuadrilatero sea un paralelogramo.

Evaluacion: [A] Resolver Ejercicio 1.5

Clase 2. Caracteristicas de los cuadrilateros

Condiciones para ser paralelogramo thttiatiad A|5‘ [A]
T s K
H 3@5 Ejemplo 1.1. Demuestre que un cuadrildte-
¢ ro cuyos lados opuestos son congruentes es un
: paralelogramo. B C [21
Proposicion Justificacion 71&
H . Un paralelogramo es
H 1. En el AABCy ACDA Hipdtesis un cuadrildtero que tie-
AB = CD; BC = DA ne dos pares de lados
H 2. CA=AC Congruencia del mismo segmento opuestos paralelos.
H 3. AABC = ACDA Por 1, 2 y criterio de congruencia
H LLL H
H 4, LCAB= LACD Por 3 y ser angulos correspon-
/BCA = £DAC dientes de tridngulos congruentes
5. AB || CD y BC || DA Por 4 y condicién de paralelismo :
H (angulos alternos internos)
: ABCD es un paralelogramo Por 5y definicion de paralelogramo.

Teorema 1.2
+| Condiciones para ser un paralelogramo H o
‘ Un cuadrilatero es un paralelogramo si cumple una de las siguientes | @'
i| condiciones: Otra condicion para ser
: a) Dos pares de lados opuestos son paralelos. (Definicién) H un paralelogramo: Los
‘ b) Dos pares de lados opuestos son congruentes. ‘ angulos  consecutivos
: c) Dos pares de angulos opuestos son congruentes. son suplementarios.
. d) Las diagonales se cortan en el punto medio.
: e) Un par de lados opuestos son congruentes y paralelos. ;
. o
" E

é’;\f‘l’ Ejercicio 1.5.
a) Demuestre las condiciones ¢, d y e para que un cuadrildtero sea un

paralelogramo. Elf
o ) ) A D Tenga en cuenta las
b) En el dibujo los puntos E y F estén en la diagonal condiciones para ser
BD del paralelogramo ABCD y distan lo mismo E un paralelogramo  al
de los vértices By D respectivamente. Demues- demostrar by c.
tre que el cuadrildtero AECF es un paralelogra- B C
mo.

c) Se toman 4 puntos E, F, Gy H en los lados AB, A

BC, CD y DA del paralelogramo ABCD de modo "
que AE = CG y BF = DH. Demuestre que EFGH es E
un paralelogramo. B FC

4 Unidad | » Leccién 1  Clase 2. Caracteristicas de los cuadrilateros

Nota: En el | y Il ciclo se estudié las propiedades y las condiciones para que un
cuadrilatero sea un paralelogramo, en el I ciclo se continua estudiando pero
se le da mayor énfasis a las construcciones y algunas demostraciones sencillas,
por lo que es importante que en este grado el estudiante demuestre estos
teoremas que le servirdn como base para demostrar otros que involucran cua-
drilateros.

6 Unidad | ® Leccidn 1 e Clase 2. Caracteristicas de los cuadrildteros



Objetivo:

[B] Aplicar los criterios de congruencia de tridngulos

y demostrar las condiciones de suficiencia para que
un paralelogramo sea un rectangulo, cuadrado o un

rombo.

Evaluacion: [B] Resolver ejercicio 1.6
Resolver ejercicio 1.7

Rectangulos, rombos y cuadrados

.......................................................................................

HI . s D:
H & Ejercicio 1.6. Demuestre que un cuadrildtero H
¢ cuyas diagonales son congruentes y se cortan en el H
¢ punto medio es un rectangulo. Llene las casillas en P
blanco. 8 ci
Proposicion Justificacion
1. PA=PB=PC=PD Hipdtesis

2. APAB, APBC, APCD, APDA \ |
son tridangulos

3. LAPD = /CPB, \ |
/APB = /CPD
4. APAD = APCB
APAB = APCD
5.msPAD=__J=[_J=[Jy | | \
mepaB=[J=[ =[]
6. m/DAB=m/ABC=m/BCD | Por 5y (suma de los angulos
m/.CDA =90° internos de cuadrilatero) + 4

7. ABCD es un recténgulo. \ |

........................................................................................

Teorema 1.3

Las diagonales de un:

Rectangulo son congruentes y se cortan en el punto medio.

Rombo son perpendiculares y se cortan en el punto medio.
Cuadrado son congruentes y perpendiculares y se cortan en el punto
medio.

g‘% Ejercicio 1.7.

a) Demostrar que, si en un cuadrildtero las diagonales son perpendicu-
lares, congruentes y se cortan en el punto medio entonces este es un
cuadrado.

b) Demuestre que el cuadrilatero cuyas diagonales son perpendiculares y
se cortan en el punto medio es un rombo.

(8]

&

Un rectédngulo es un

cuadrildtero que tiene
cuatro angulos rectos.

&

Es importante saber
que:

Todo cuadrado es un
rectangulo.

Todo cuadrado es un
rombo.

La inversa no se cum-
ple.

Unidad | » Leccion 1 » Clase 2. Caracteristicas de los cuadrilateros 5

X i .. . . .
N\ Ejercicio 1.7. (8 min). Solucién en pag. 26.
Si el tiempo no ajusta resolver como tarea.

Clase 2

(Continuacion)

[B] Rectangulos rom-
bos y cuadrados

§§2 Ejercicio 1.6

(10 min)

M: Escriba el enuncia-
do en la pizarra y dibu-
je el paralelogramo.
Antes de que los estu-
diantes abran el libro
puede hacer preguntas
como las siguientes:
éCudl es la hipdtesis?
éQué datos nos dan en
el teorema? ¢Qué nos
piden demostrar?

Permitir que los estu-
diantes sugieran una
estrategia para demos-
trar este ejercicio en el
caso de que no hayan
ideas entonces que
completen las casillas
en blanco de la demos-
tracion dada.

Solucion en pag. 25.

¢ Concluir que la figu-
ra es un rectangulo
cuando las diagona-
les cumplen ciertas
caracteristicas.

Unidad | e Leccidn 1 ¢ Clase 2. Caracteristicas de los cuadrilateros 7



Unidad I. Leccidn 1. Objetivo:  [A] Verificar el teorema de los dos puntos a partir de
Clase 3 una construccion.
(Continda en la siguiente pagina) [B] Demostrary aplicar el teorema de los dos puntos.
Evaluacién: [A] Realizar la construccion del ejercicio 1.8
[B] Resolver los ejercicios 1.9, 1.10, 1.11
Materiales: Reglay escuadras.

[A] (10 min)

g}\i) Ejercicio 1.8

e Para realizar ésta
construccion se debe
verificar que los estu-
diantes tengan sus ins-
trumentos de medi-
cion y si es necesario,

Clase 3. Teorema de los dos puntos

&2 Ejercicio 1.8. [A]

Construya: Verifique:

* Dibuje un AABC « DE || AC

* Marque los puntos medios de AB y BC, e Compare DE con
nombrandolos como Dy E respectivamente respecto a AC.

e Trace DE

@
En el Ejercicio 1.8, utili-
ce regla para las medi-
cionesy escuadras para
verificar el paralelismo.

El resultado anterior se cumple por el siguiente teorema.

recordarles como se i| Teoremal.4 B i@ %
e . | Teorema de los dos puntos H @
verifica el para|e|lsm0. i| Enel AABC, Dy E son los puntos medios de AB y
Y —— K — D E H Teorema de los dos
:| BCrespectivamente, entonces DE || ACy H L
H 1 AC puntos también se lla-
i be=1Lac : pi | e
e Puede presentar al ; 2 A € i ma ‘Teorema del see

triangulo” y “Teorema
del conector de puntos
medios”.

menos dos resultados
en la pizarra, para que
los estudiantes lle-
guen a generalizar los

':@:' Ejemplo 1.2. Demostracion de Teorema de los dos puntos. Utilice
la siguiente construccion auxiliar: Sea F el punto que pertenece a la
prolongacion de DE tal que DE = EF, tal como se muestra en la figura.

1)DE || AC 2)DE = 1ac

.

resultados y deducir el Proposicién Justificacion ¢ 5' Proposicién | Justificacién ‘5 B
1. B0=DA Hipétesis {1 DF=2DE |E es punto }
teorema. i 2. BExEC Hipétesis : medio del DF. :
. ., 3. DE=EF Hipétesis 112, DF=AC ADFC es un
Se omite solucion. 4. Eesel puntome- | Por2y3 i paralelogra- :
¢ diodeBCyDF : mo
¢ 5. BDCF es un para- | Por 4 y condicidn :3. 2DE=AC Porly2 H ¢
[B] (20 mln) lelogramo de paralelogramo i} ' @
BN ~ EF H _1 H _ X
H 6. BD - FC Por 5 54 DE=3 AC [ Por3 H Para realizar las demos-
L ; %W% F;oréye ADB B B traciones, debe anali-
- - . . oroyserAa, D, H
@ Ejemplo 1.2 colineales H zar !c?s teorerpas de la
5 H . leccién anterior sobre
e Realizar en clase la de- o IA'IJFC es un para- | Por 5218 Y C"I“I“" congruencia de tridn-
., elogramo cion e paralelo- | bl drila-
mostracién del teore- gramo : o Y opre cuadtE
10. DE || AC Por 9 y definicié ’
ma, al menos la parte : I or 2 v gennieion
H de paralelogramo
1), ésto les servira de N N
guia para las demos- &R Ejercicio 1.9. En el APQR, A y B son los B
. puntos medios de PQ y RQ respectivamente.
traciones propuestas SiRP = 16, m£P = 58° y m/Q = 38°, obtenga
en los ejercicios. ABY mZBAQ. P A Q

o 6 | nidad i+ Leccion 1 Clase 3. Teorema de los dos puntos

&Z) Ejercicio 1.9

e Asignar el ejercicio 1.9
en clase, éste permite
aplicar el teorema di-
rectamente, utilizando
medidas especificas.

Nota: Para la demostracion del teorema, se debe partir de una construccién
auxiliar, los estudiantes deben utilizar el siguiente concepto:

e Condiciones suficientes para los paralelogramos.
Solucién en pag 26.

8 Unidad | e Leccién 3 e Clase 3. Teorema de los dos puntos



Unidad I. Leccion 1.
Clase 3

(Continuacién)

Clase 4,5y6

(Continda en la siguiente pagina)

las casillas en blanco.

?ﬁi Ejercicio 1.10. Demuestre que el
cuadrildtero EFGH que se obtiene uniendo§
los puntos medios de cada lado de cualquier }
cuadrilatero ABCD es un paralelogramo. Llene

g‘% Ejercicio 1.12.

Construya:

o Trace un segmento, AB

o Trace la mediatriz de AB

* Coloque un punto P sobre la mediatriz,
no colineal con Ay B

Lo anterior es una propiedad.

.......................................................................................

. B
P sl Justificacié . Co : Para los ejercicios 1.10
roposicion ustificacion y 1.11: Aplique el teo-
1. E, F, Gy H son puntos medios de | Hipotesis rema del segmento
AB, BC, CD, DA respectivamente medio de un triangulo
2. Enel AABD, EH || BD ‘ ‘ a los tridngulos que se
forman con las diago-
3. Enel ABCD, |:| Teorema de los dos puntos nales &
4. EH || FG lgualando 2y 3
5. En AACD, HG || AC \ |
6. |:| Teorema de los dos puntos
7. m” EF lgualando 5y 6 goeeeneeessnsssesans s antseeneey \
8. EFGH es un paralelogramo. ‘ ‘ A b
g)\% Ejercicio 1.11. H
En el dibujo AB = DCy los puntos E y F son los puntos medios de los lados :
AD vy BC respectivamente. El punto G es el punto medio de la diagonal AC, } P
¢Qué tipo de triangulo es AEFG? H C K
Clase 4, 5y 6. Propiedad de la mediatriz
Propiedad de la mediatriz [A]

Construccion
Verifique:
e Compare PA con PB

&

La mediatriz de un seg-
\ mento es la recta per-

Teorema 1.5 Propiedad de la mediatriz
La recta { es la mediatriz de AB.

1) SiPestaen {, entonces PA = PB

2) SiPA=PB, entonces P estd en (.

pendicular al segmento
en su punto medio.

...............................
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3. CA = CB... C es el punto medio
del AB.

4, APAC = APBC... Por 1, 2, 3 ycri-
terio de congruencia LLL.

5. m/ZACP =m/BCP =90°... Por 4
y ser angulos correspondientes

de tridngulos congruentes y ser
angulos adyacentes.

6. PC L AB... Por 5.

7. P estda en € y es la mediatriz.
Por 3vy6.

[B] Continuacién
(15 min)

é\% Ejercicio 1.10

e Para el Ejercicio 1.10
hacer énfasis en la su-
gerencia dada.
Si los estudiantes pue-
den seguir el esquema
del ejercicio 1.10, po-
dran desarrollar de ma-
nera similar la demostra-
cion del Ejercicio 1.11.

Solucién en pag. 27.

2’;\? Ejercicio 1.11

¢ Sino queda tiempo de
desarrollar los ultimos
ejercicios puede asig-
narlos de tarea.

Solucién en pag. 27.

[Hasta aqui Clase 3]

[Desde aqui Clase 4]
[A]

2’;\? Ejercicio 1.12

(25 min)

Los estudiantes deben
concluir que PA = PB.

Demostracion parte 2)
Se debe considerar la
sugerencia y solo el caso
que el punto P sea dis-
tinto al punto C.

Solucién:

1. PA = PB... Hipotesis.

2. PC=PC... Congruencia
del mismo segmento.

Unidad | e Leccién 1 ¢ Clase 4, 5y 6. Propiedad de la mediatriz 9



Clase 4,5y 6

(Continuacion)

2’5@? Ejercicio 1.13

(20 min)

Para los ejercicios a) y
b) Hacer énfasis en que
apliquen la propiedad
de la mediatriz.

Solucién en pag. 27.

[Hasta aqui Clase 4]

[Desde aqui Clase 5]
[B] (45 min)

%8

& Ejercicio 1.14

Los estudiantes deben
concluir que las me-
diatrices coinciden en
un punto. Seria inte-
resante comparar que
no importa el tipo de
triangulo que constru-
yan, esto siempre se
cumple.

%
&Z Ejercicio 1.15. De-
mostracion

Solucién en pag. 28.

.
.
H

i 1)SiPestden®, PA=PB

22) Demuestre que si

Proposicion Justificacion PA = PB, entonces

[ — Pestal.
1. AC=BC C es punto medio del AC.
2. LACP = /BCP | Perpendicularidad (angu- :
los rectos). H
3. PC=PC Congruencia del mismo ‘
segmento H

4. APAC = APBC Por 1, 2, 3 y criterio de .

congruencia LAL

5. PA= PB Por 4 y ser lados corres- :
pondientes de triangulos :
congruentes. H
B
O
& Ejercicio 1.13.
a) Si D es el punto medio de BCy AD L BC, demuestre A b
que el AABC es isosceles. G
b) En la figura, M esta en el GK, GE = KE, E H C

GM = KM y H esta en la recta EM.
Demostrar que GH = KH.

Circuncentro de un tridangulo

Z;\? Ejercicio 1.14.

a) Construya el AABC

b) Trace las mediatrices de los lados del AABC.

c) ¢Qué observa respecto a las mediatrices? ¢ Coinciden en un punto?

Teorema 1.6. Concurrencia de las B 2,
mediatrices. €3

Las mediatrices de los lados de un &

tridngulo son concurrentes. Su punto de

concurrencia equidista de los vértices A C

del triangulo.

:;\52 Ejercicio 1.15. Demuestre el teorema
anterior considerando a P como punto de
interseccion de las rectas €.y €,, aplicando la
propiedad de la mediatriz debe concluir que P
también estd en la recta €;y que PA = PB = PC.

8 Unidad | » Leccién 1 « Clase 4, 5y 6. Propiedad de la mediatriz

&

Para la parte 2), debe
llegar a demostrar que
C es punto medio y que
mZACP =m/BCP =90°

4
En el ejercicio a), no
utilice congruencia de
tridngulos en la demos-
tracién, emplee la pro-
piedad de la mediatriz.

[B]

Construccion
Dos o mds rectas son
concurrentes si hay un

solo punto que esta en
todas ellas.

10 Unidad | e Leccién 1 ¢ Clase 4, 5y 6. Propiedad de la mediatriz




Clase 4,5y 6

(Continuacion)

o, O
é}\g Ejercicio 1.16
Para el ejercicio 1.16

B

g‘? Ejercicio 1.16. 7@
Utilice la construccién del Ejercicio 1.14 y nombre con P el punto de in- Circunferencia
terseccion de las mediatrices y trace una circunferencia con centro en Py
con radio PA.
1) ¢Qué observa con respecto a la circunferencia y los vértices del tridn-

gulo?
2) ¢Como se llama este tipo de circunferencia?

circunscrita.

Al punto P se le llama circuncentro.

h
H

i | Definicién 1.1

H El punto de concurrencia de las mediatrices de los lados de un
tridngulo se llama circuncentro del tridngulo.

: Es la circunferencia que
: pasa por los tres vérti-
¢ cesdel tridngulo

g)\? Ejercicio 1.17.

a) Construya un triangulo acutdngulo, obtusangulo y rectangulo; y la cir-
cunferencia circunscrita a cada uno. Compare la ubicacion del circun-
centro en cada caso.

b) éCémo ha de ser el tridngulo para que el circuncentro se sitlie en uno
de sus lados? Cuando eso sucede, écon qué punto coincide el circun-
centro? ¢Por qué?

Ortocentro [c1

&

Una altura de un tridn-
gulo es el segmento
perpendicular  desde
un vértice a la recta
que contiene el lado

X9 - ..
N Ejercicio 1.18. Para cada uno de los siguientes tridangulos se han
trazado sus tres alturas.

__ T gl opuesto.
\ FarSuRY|
[N / SOy
1 oas . .z \’\
a) éQué tienen en comun los tres tridngulos?
b) ¢éEn qué tipo de tridngulos las alturas se intersecan en un vértice?
c) ¢En qué tipo de triangulos las alturas se intersecan en el interior del
triangulo?
d) ¢En cudl se intersecan en el exterior?
Ese punto se llama ortocentro.
Teorema 1.7. Concurrencia de las alturas.
Las tres alturas de un triangulo son concurrentes en un punto
llamado ortocentro del triangulo.
Unidad | » Leccion 1 » Clase 4, 5y 6. Propiedad de la mediatriz 9

deben hacer uso de la
construccién realizada
y deben concluir que
la circunferencia pasa
por los tres vértices y
se llama circunferencia
circunscrita.

(Se omite solucidn)

2’;\? Ejercicio 1.17

En el ejercicio 1.17 de-
ben concluir sobre la
relacién de los tipos de
tridngulos y la ubicacion
del circuncentro.

a) e Tridngulo acutdn-
gulo: El circuncen-
tro esta en el inte-
rior del tridngulo.

e Tridngulo obtusan-
gulo: El circuncen-
tro estd en el exte-
rior del tridngulo.

e Tridngulo rectangu-
lo: El circuncentro
es el punto medio
de la hipotenusa
del tridngulo.

(Se omite la construccién).

b) Triangulo rectangulo y
coincide con el punto

%8

é‘s Ejercicio 1.18. Solucién

a) Las tres alturas se intersectan en un punto.
b) Tridngulo rectangulo.

c) Tridngulo acutangulo.

d) Tridngulo obtusangulo.

medio de |a hipotenusa.

[Hasta aqui Clase 5]
[Desde aqui Clase 6]

[C] (45 min)

Unidad | ® Leccidn 1 e Clase 4, 5y 6. Propiedad de la mediatriz 11



Unidad I. Leccion 1.

Clase 4,5y6

(Continuacion)

Clase7y 8

(Continua en la siguiente pagina)

K
& Ejercicio 1.19
Solucion. Véase la pag. 29

[Hasta aqui Clase 6]

[Desde aqui Clase 7]

[A] Construir la bisectriz
de un angulo (10 min)

:&2 Ejercicio 1.20.

M: éQué es la bisectriz
de un dngulo?

Concluir: Es el rayo que
divide el angulo en dos
angulos congruentes.
Hacer la construccion
de la bisectriz del ZABC
y ubicar P en la bisectriz.

* Al trazar las perpen-
diculares a los lados del
angulo desde P, haga
gue el alumno note que
se formaron dos tridn-
gulos rectangulos.

M: ¢Cémo son los tridn-
gulos que se formaron?
Concluir: Congruentes.
M: ¢Qué criterio define
la congruencia de los
triangulos?

Concluir:  Criterio de
congruencia de los
triangulos rectangulos.

*Concluye: los puntos
en la bisectriz de un an-
gulo estdn a la misma
distancia desde sus dos
lados.

Objetivo: [A] Demostrar el teorema de la bisectriz de un
angulo.

Evaluacion: [A] Resolver el ejercicio 1.21

é’;\ﬁ’ Ejercicio 1.19. E B F
Demuestre el teorema anterior.
Considere la siguiente construccion auxiliar:

En el AABC, por cada vértice se trazé una paralela al lado opuesto, for- A c
mando el ADEF. Demuestre que las mediatrices de los lados del ADEF son

las tres alturas del AABC. 3

Utilice las condiciones para ser paralelogramo. Los simbolos >, >> en

los segmentos estan in-
dicando paralelismo.

Clase 7 y 8. Bisectriz

&) Ejercicio 1.20. [A] Construccidn
Construya: Verifique: 4
a) Dibuje el ZABC y trace su bisectriz. Compare la longitud de KP 7El
b) Marque un punto P en la bisectriz. con respecto a la de [P. Puede trazar la bisec-
c) Desde P, trace segmentos que sean triz utilizando regla y
perpendiculares a los lados BA y BC. compds, o haciendo
d) Nombre los puntos de interseccion uso del transportador.

como Ky L respectivamente.
%

El resultado anterior se cumple en el siguiente teorema: 7ﬂ
e eeeeeeeeeceteseseeseeetetetetetit s teenan st e taeeta s e s tetetatataseaerata . La bisectriz de un angu-

H lo lo divide en dos an-
gulos congruentes.

1| Teorema 1.8. Propiedad de la bisectriz
: de un éngulo.

El punto P estd en el interior del ZABC.
P equidista de los rayos BAy BC si y sélo
si el rayo BP es la bisectriz del ZABC.

Equidista:

P equidista de BA y BC
entonces PK L BAy
PLLBC,

Ademas, PK = PL.

Si Ky L equidistan de P, entonces el rayo BP es la bisectriz del ZABC.

. Proposicion Justificacion . f&

PLPK=PL | Hindtesi L rema aue miolucrs un

H 2. PK LBA; PLLBC HipGtesis A

H — ) . H siy sélo si” deben de-

: 3. BP=BP Congruencia del mismo segemento. : mostrarse ambos senti-

, 4. ABKP = ABLP Por 1, 2, 3y criterio de congruencia hipo- , dos

: tenusa-cateto de triangulos rectangulos. :

. 5. ZKBP = £LLBP Por 4y por ser dngulos correspondientes . El/

: de triangulos congruentes. : W

: 6. Rayo BP es la bisec- | Por 5y definicién de bisectriz. : — T

i triz del LABC i ﬂ< L B—A’

ettt oo eetonaeneteeaan eeeoae et eaan e teann e e taanan et eane et eaanneaeaann 4 PLLBCy los criterios

o de congruencia para

& Ejercicio 1.21. Demuestre el otro sentido del teorema. triangulos rectangulos.

Si rayo BP es la bisectriz del ZABC entonces Ky L equidistan de P.

10 ‘ Unidad | » Leccién 1 » Clase 7y 8. Bisectriz

3@: Demuestre el teorema 1.8 (7 min)

M: Escribir el enunciado y dibujar la construccién en la pizarra. ¢ Cual
es la hipdtesis y cual es la tesis?

RP: Ky L equidistan de P

La tesis es BP es la bisectriz de ZABC.

12 Unidad | e Leccién 1 ¢ Clase 7 y 8. Bisectriz



Objetivo:

circunscrita al mismo.

[B] Construir un tridngulo y una circunferencia

Evaluacion: [B] Realizar la construccion del Ejercicio 1.22

Material

es: Regla y escuadras

X9

& Ejercicio 1.22.

En el AABC,

a) Trace las bisectrices de sus dngulos.

b) ¢Coinciden las bisectrices en un punto?, si es asi

éel punto esta en el interior o exterior del triangulo?
Nombre el punto de interseccién como I.

c) Trace desde éste, segmentos perpendiculares a BC, CA y AB.(Nombre
esos puntos P, Q y R respectivamente).

d) Compare la medida de estos segmentos (IP, IQ y IR).

Esto nos lleva al siguiente teorema:

Teorema 1.9. Concurrencia de las

bisectrices de un triangulo.

H

H
Las bisectrices de los angulos de un :
tridngulo son concurrentes en un :

punto que equidista de los tres
lados.

2;\5‘2 Ejercicio 1.23. Complete la demostracion del teorema 1.9.
En el AABC, sea | el punto de interseccidn de las bisectrices de ZBACy ZBCA.

Proposicion Justificacion H
1. Al es la bisectriz del ZBAC Hipétesis
2.[ Jeslabisectrizdel ZBCA | Hipétesis

3.1 equidista de AB y AC

4.l equidistade ACy[ |
5. 1 equidista de AB y BC

6. |:| es la bisectriz de|:|

Por 1y propiedad de bisectriz. :
poray[ ]
Por 3, 4 y propiedad transitiva.
Por 5y propiedad de la bisectriz. ~ }

%
&2 Ejercicio 1.24. Utilizando la construccién empleadaen el Ejercicio 1.22,
trace la circunferencia de centro | con radio Pl. ¢ Por qué la circunferencia

es tangente a los tres lados?

Definicién de Incentro

El punto de concurrencia de las bisectrices
de los dngulos de un tridangulo se llama

Incentro.

(6]
&

I - A
La construccion del
Ejercicio 1.22 se utiliza

posteriormente.

&

Circunferencia inscrita:
Si una circunferencia
es tangente a los tres
lados de un triangulo
entonces se dice que
la circunferencia esta
inscrita en el tridngulo
y el tridngulo esta cir-
cunscrito en la circun-
ferencia.

Unidad I » Leccién 1 » Clase 7y 8. Bisectriz 11

%e
6\2 Ejercicio 1.23. (3 min)

*Pedir opiniones a los estu-
diantes acerca de que camino

pueden

seguir para demostrar

este teorema, si no surgen ideas

pueden completar |
cién que estd en LE.

a demostra-

Solucidn en pag. 29.

Unidad |  Leccién 1 e Clase 7 y 8. Bisectriz

Clase7y 8

(Continuacion)

M: éQué estrategia se
puede seguir para de-
mostrar este teorema?
RP: Demostrar que los
triangulos ABKP y ABLP
son congruentes.

Hacer la demostracion
del teorema.

é’;\? Ejercicio 1.21

(5 min) *Es importante
que el estudiante note
gue el teorema 1.8 debe
ser demostrado en am-
bas direcciones ya que
consta de un siy sélo si.
Solucién en pag. 29.

[B] Construir la bisec-
triz de los angulos de
AABC (10 min)

2"§§ Ejercicio 1.22

a) Se omite la construc-
cion.

b) Coinciden / interior

c) Se omite la construc-
cién.

d) Son congruentes.

Concluye: Las bisectri-
ces de los angulos de
un tridngulo son concu-
rrentes en un punto que
equidista de los tres la-
dos.

13



Clase7y 8

(Continuacion)

%e
é}\g Ejercicio 1.24

(10 min) En la construc-
cion del ejercicio 1.22
trace una circunferencia
con centro en el punto |
y de radio PI.

Solucion en pag. 30.
*Hacer notar al estudian-
te que la circunferencia
trazada estd inscrita en
el tridngulo.

Concluye: que a ese pun-
to se le llama incentro.

[Hasta aqui Clase 7]
[Desde aqui Clase 8]

2’;\5’2 Ejercicio 1.25
(10 min)
(Se omite la solucién)

[C]

2’3@2 Ejercicio 1.26

(20 min)

Analizar la construccién
M: ¢Como son los dangu-
los ZPBCy £QCB?

RP: Angulos externos

M: éQué tipo de construc-
cion se hizo en AABC?
RP: Bisecar angulos ex-
ternos

* Concluye que los rayos
BE y CE son bisectrices
de los dngulos exterio-
res del AABC y concu-
rren en el punto E.
*Verificar si la bisectriz
del angulo interior ZBAC
concurre en el punto E.

Definir excentro (10 min)
Trace una circunferencia
con centro en el excen-

Objetivo:

Evaluacion:

[C] Trazar las bisectrices de los angulos exteriores de

un triangulo.

e Demostrar que dos bisectrices exteriores y una
bisectriz interior se intersecan en un punto y este
equidista de los lados del triangulo.

e Definir excentro.

[C] Resolver los ejercicio 1.27

& riorcic . - L
W Ejercicio 1.25. Realice la siguiente construccién:
Construya un tridngulo equildtero y luego construya su circunferencia

inscrita.

&Z’ Ejercicio 1.26. Explique las construcciones realizadas en cada paso.

[c] E_»,
B - A
Puede calcar las figuras
y hacer las verificacio-
nes con regla, trans-

R
S P’
B B /§ B Z £
A C A C Aﬁc{a

Conteste:

a) éCémo se llaman los dngulos PBC y QCB?
b) éQué son los rayos BE y CE?
c) Verifique si la bisectriz del angulo interior ZBAC es también concurren-

te en el punto E.

portador y compas.

&
-
La bisectriz de un dngu-
lo exterior de un trian-
gulo, se le llama bisec-
triz exterior.

El punto E se llama Excentro.

Teorema 1.10

El punto donde se intersecan dos bisec-
trices exteriores y una bisectriz interior
en un tridngulo, se llama excentro y éste

equidista de los lados
del triangulo.

3\5‘1’ Ejercicio 1.27. Complete la demostracion. Considere en el AABC las
bisectrices BE y CE de los angulos exteriores ZPBC y £ZQCB respectiva-
mente y tome tres puntos P, Q y R tal que, PE L AP, RE L BC, QE L AQ.
Demuestre que el rayo AE es la bisectriz del ZBAC. (Vea la figura de Teo-

rema 1.10).

Proposicion

B
Estd es también una
aplicacion de la propie-
dad de la bisectriz.

Justificacién =

S

1. Rayo BE es la bisectriz de ZPBC |:|
2. |:| es la bisectriz de |:|

3.PE L AP, RE 1 BC, QE L AQ

4. PE=RE Por 1, 3y propiedad de bisectriz. 3 .
¢Cuantas de estas cir-
s ] Por 2, 3y propiedad de bisectriz. cunferencias se pueden
construir en el AABC?
6.PE=QE \ |
7.[ ] eslabisectriz de | | | |
12 ‘ Unidad | » Leccion 1 « Clase 7 y 8. Bisectriz

La circunferencia ins-
crita en un tridngulo es

Hipdtesis tangente a uno de los
lados y a las prolonga-
I:l ciones de los otros dos.

tro y radio EB. M: ¢Pasa la circunfe-
rencia por las extensiones de dos de
los lados del triangulo?

o 0’
6\3 Ejercicio 1.27. (15 min)
Solucién en pag. 30

14 Unidad | e Leccion 1 ¢ Clase 7 y 8. Bisectriz

*Pedir opiniones a los estudiantes
acerca de que camino pueden seguir
para demostrar este teorema, si no
surgen ideas pueden completar la
demostracidn que esta en LE.

RP: Si



Objetivo:  [A] Demostrar que las medianas de un tridngulo se
intersecan en un punto.
e Definir baricentro como el punto donde se
encuentran las tres medianas de un triangulo.

Evaluacién: [A]Resolver ejercicio 1.28

Clase 9y 10. Baricentro

Trazar las medianas de un tridngulo [A] ’
P ‘ o
20 Ejemplo 1.3. .."' A : Los segmentos AD, CF
a) Dibuje en el cuaderno un tridngulo y némbrelo H y BE son medianas del
AABC. I AABC.
b) Encuentre los puntos medios de los lados uti- " AD, CF y BE se cortan
lizando la construccion de la mediatriz de en el punto G.
un segmento. K 4
c) Una los vértices con el punto medio del',."

H
lado opuesto correspondiente. s B — D c: -
Yeeccscccccccccccccccccccccccccccssscccn’
........................................................................................ l J
7 H ”
Una mediana de un triangulo : En esta demostracion
H
es el segmento cuyos extremos son un vértice del tridngulo y el H trazamos ~ segmentos
punto medio del lado opuesto. H auxiliares como estra-

. . . tegia para su solucién.
Todo tridngulo tiene 3 medianas.

un punto.

.................................................................................. R
[Ne )
i | Teorema 1.11 Las tres medianas de un tridngulo se intersecan en‘]

H 1@-‘ Ejemplo 1.4. Demuestre el Teorema 1.11.
¢ Solucién:

En el AABC, sean D y E los puntos medios de AB y AC respectivamente
(Vea la figura de la derecha).

Proposicion Justificacion

1. En el AABC, BE y CD son me- | Construccién e hipétesis

dianas y se cortan en G. [%?7
2. Rayo AG cortaa BCen Lyse | Construccién El punto donde se in-

extiende a R tal que AG = GR. tersecan las medianas
3. D es el punto medio de AB. Por 1 de un 'tria'ngulo se lla-
4. G es el punto medio de AR. Por 2 ma baricentro.
5. Enel AABR, DG || BR Teorema de los dos puntos
6. GC || BR Por 5
7. E es punto medio de AC. Hipétesis
8. Enel AARC, GE || RC Teorema de los dos puntos
9. BG || RC Por 8
10. BGCR es paralelogramo. Por 6, 9 y definicién de paralelo-

gramo

11.BL=1C Por 10y la propiedad de la diago-

nal del paralelogramo.
12. L es el punto medio de BCy | por 11
AL es una mediana del AABC.

.......................................................................................

Unidad | » Leccion 1 « Clase 9y 10. Baricentro 13

medio de BC utilizando el criterio de que las diagonales
de un paralelogramo se intersecan en su punto medio.

Nombrar el punto donde concurren las medianas como
Baricentro.

Unidad I. Leccion 1.
Clase 9y 10

(Continua en la siguiente pagina)

[A] Construir las me-
dianas de un triangulo.

@ Ejemplo 1.3

(7 min)

Hacer la construccion.
Concluye: las medianas
de un tridngulo son los
segmentos cuyos ex-
tremos son un vértice
del tridngulo y el punto
medio del lado opues-
to.

M: ¢Cudntas medianas
tiene un tridangulo?

RP: 3

M: ¢éConcurren en un
punto?

RP: si

@ Ejemplo 1.4

(15 min)

* Hacer la demostra-
cion en forma similar
a las anteriores. Puede
intentar que los estu-
diantes den ideas de
como podemos hacer
esta demostracién vy
luego consultar el LE.

* La estrategia de esta
demostracién  consis-
te en trazar segmen-
tos auxiliares de tal
manera que forme-
mos un paralelogra-
mo y asi poder de-
mostrar que es punto

Unidad | e Leccién 1 e Clase 9y 10. Baricentro 15



Clase 9y 10

(Continuacion)

QO Ejemplo 1.5

(10 min)

*Es importante que el
estudiante note que
es suficiente con trazar
dos medianas para en-
contrar el baricentro.
M: éQué sucede cuan-
do la punta del lapiz se
coloca en el baricentro?
RP: El tridngulo esta en
equilibrio

Concluye: El baricentro
es el centro de masa
o de gravedad de un
triangulo.

g}‘? Ejercicio 1.28

(13 min). Puede asignar
de tarea en el caso de
gue el tiempo no sea
suficiente.

Solucién en pag. 30.

[Hasta aqui Clase 9]
[Desde aqui Clase 10]

g}‘% Ejercicio 1.29

(35 min).

* Al hacer esta cons-
truccién el estudiante
podra verificar el he-
cho de que la mediana
se divide en tres partes
exactamente iguales vy
a la vez debe notar que
el baricentro esta a dos
tercios de los vértices.
M: ¢Qué sucede con las
medianas del tridangulo?

Objetivo:  [B] Demuestran que el baricentro esta situado a
dos tercios de la distancia de cada vértice del lado
opuesto del tridngulo

Evaluacion: [B] Resolver ejercicio 1.30

{Q} Ejemplo 1.5.

a) Dibuje un tridngulo escaleno grande en una cartulina y recértelo.
b) Trace dos medianas y encuentre el Baricentro.

c) Ubique la punta del lapiz en el baricentro.

d) Comente con sus compafieros que sucedié.

.......................................................................................

tridngulo.

Note que el triangulo
N o eeeeeeeceeeceeeeeseeseseeeseeeeseeeeseeeeeeeeenmeeaneeeemeeeneeeamaeenmaeanmaeannaa? se equilibro.

/ \
E{ El baricentro es el centro de masa o centro de gravedad de un '}
H H

O
3\4 Ejercicio 1.28.
a) Construya un tridangulo escaleno, un equildteroy unisdsceles y trace las
medianas utilizando regla y compéds.

b) Dado el AABC con mediana AD perpendicular al lado BC. Demuestre que:
b1. AD biseca a ZBAC
b2. AABC es isésceles.

c) Demuestre que la mediana correspondiente al lado no congruente
de un tridngulo isdsceles es perpendicular al lado y biseca al dngulo
opuesto a la base.

d) Demuestre que las medianas correspondientes a los lados congruentes
de un triangulo isésceles son congruentes.

e) Dados dos tridngulos congruentes, la mediana de uno de los tridngulos
es congruente con la mediana del lado correspondiente del otro.

Z)\? Ejercicio 1.29. [B] N
En el AABC, demuestre que si AD, BE y CF son medianas y G es el baricen- @'
tro entonces AG:GD=2:1,BG:GE=2:1,CG:GF=2:1. Puede utilizar como re-
ferencia la figura del
r Ejemplo 1.4.
En el AABC, AD, BE y CF son medianasy G es
el baricentro. Se cumple que: A

AG=3 AD 6 AG = 26D
BG=3 BE 6 BG = 2GE

CG=2 CF6CG=26GF 8

14 Unidad | » Leccién 1 « Clase 9y 10. Baricentro

RP: Se dividen en tres partes.

M: éCudnto mide cada una de las
partes en que se dividié?

RP:1/3

Solucion en pag. 31.

16 Unidad | e Leccion 1 e Clase 9 y 10. Baricentro

*Concluye: El baricentro esta si-
tuado a 2/3 del vértice del lado
opuesto del tridngulo.



Clase9y 10

(Continuacion)

& Ejercicio 1.30.
Encuentre las medidas.

a)
B BE=16

£ D=3, JE=

Fl=4,u= [ ]

’J G DE=EH.EI=[ |
4‘&

H

Unidad | » Leccion 1 « Clase 9y 10. Baricentro 15

Nota: es importante
que los estudiantes ha-
gan la construccién ya
que les permitird visua-
lizar en mejor manera
el teorema y luego po-
der pasar a la demos-
tracion formal.

é’;\? Ejercicio 1.30

(10 min) *Pedir opinio-
nes a los estudiantes se
puede demostrar este
teorema.

Dar tiempo suficiente.
Pasar a la pizarra un es-
tudiante para que pro-
ponga su solucidn.

Concluye: Que el bari-
centro esta situado a
razon de 2/3 de los vér-
tices del triangulo.

Solucién:

a) ED=8,
AF=21

b) JE=3
=2
El=4

Unidad | e Leccién 1 e Clase 9y 10. Baricentro 17



Unidad I. Leccion 1.

Ejercicios de la leccion
(Continda en la siguiente pagina)

Objetivo: Fortalecer los conocimientos adquiridos de

leccion.

Ejercicio 1
Solucién.
x=8
y=4

Ejercicio 2
Solucién.
Véase la pag. 32.

Ejercicio 3
Solucién.
Véase la pag. 32.

Ejercicio 4
Solucién.
Véase la pag. 33.

Ejercicio 5
Solucién.
Véase la pag. 33.

Ejercicios de la leccion

1) En la figura AABC es isésceles donde BA = BC, BE es la mediatriz de AC.
Si los segmentos tienen las longitudes indicadas, halle x, y.

2) En el AABC, las bisectrices de dos dngulos externos de ZBy ZC se
intersecan en P. Demuestre que la suma de la medida del angulo BPCy
la mitad de la medida del angulo A es igual a 90° (dngulo recto).

3) Demuestre que en todo triangulo isdsceles la bisectriz del angulo
externo opuesta a los angulos congruentes es paralela al lado desigual.

4) Demuestre que si por un punto cualquiera de la bisectriz de un angulo
se traza una paralela a uno de los lados del dngulo, el triangulo asi
formado es isdsceles. Demuestre que el triangulo MAQ es isdsceles.

5) Dos exploradores Luis y Maria estan parados a la orilla de un rio en el
punto A directamente enfrente de un arbol T que se encuentra al otro
lado del rio. Ellos marcan cierta distancia a un punto B donde Maria
permanece, sin embargo, Luis camina exactamente la misma distancia
de A a B aun punto C, luego gira y camina en direccidon opuesta al rio
hacia un punto D donde él puede ver a Maria alineada con el arbol.

A, By Cson colineales.

a) Identifique la correspondencia de pares de lados y angulos C

congruentes

b) Demuestre que AABT = ACBD

c) ¢Cémo podrian ellos usar la informacion que se tiene para
encontrar el ancho del rio?

16 Unidad | » Leccién 1 « Ejercicios de la leccion
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Objetivo: Fortalecer los conocimientos adquiridos de la Ejercicios de la leccion
leccién. (Continuacién)

Ejercicio 6
Solucion.
Véase la pag. 33.

A D
6) En la figura de la derecha AD || BC y E es el punto medio de CD. £
Demuestre que los triangulos AADE y AFCE son congruentes. . . .
Ejercicio 7
B ¢ F
C

Solucién.

Véase la pag. 33.
7) En la figura P, Q y R son puntos medios de los lados del tridngulo R P
equildtero AABC. Demuestre que el tridngulo APQR es equilatero. Ejercicio 8
A g B Solucién.

A b Véase la pag. 34.
8) En la figura los cuadrildteros ABCD y BEFC son paralelogramos. B\
E

Demuestre que el cuadrildtero AEFD también es paralelogramo.

| Ejercicio 9
Solucién.

A ’ .pe .7
. . Proposicion Justificacion
9) Se da cualquier AABC y los puntos medios de los lados, P, Q y R. Q
Demuestre que el perimetro del APQR es la mitad del perimetro del P
AABC. A c 1. P es punto | Hipdtesis

medio de AB.
r_/; Q es punto

Primero demuestra medio de AC.
que las bisectrices de R es punto

angulos opuestos del . ==
paralelogramo son pa- medio de BC.

ralelas entre si. 2. PQ= %BC

*10) éQué tipo de cuadrildtero se forma
con las bisectrices de los 4 dngulos de un
paralelogramo? Demuéstrelo.

11) Demuestre que las diagonales de un
trapecio Isdsceles son congruentes

Teorema de
PR = %AC los dos pun-
1 tos
QR = 7AB
3. Perimetro Por 3
AABC = AB +
BC+CA

Perimetro

1
ARPQ= 7 (AB
+BC+CA)

Unidad | » Leccion 1 « Ejercicios de la leccion 17
*Ejercicio 10
Solucion.

Véase la pag. 34.

Ejercicio 11
Solucion.
Véase la pag. 35.
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Ejercicios de la leccion Objetivo:  Fortalecer los conocimientos adquiridos de la
(Continuacién) leccidn.

Ejercicio 12
Soluciodn.
Véase la pa'g 36. 12) Para cada una de las siguientes opciones decide si la informacién dada A
es suficiente para concluir que AABC = AADE, si es asi demuéstrelo.
a)AB=AD; 4B= /D
b) AB = AD; BC = DE E c
Ejercicio 13 <) AB = ADy AE = AC
Solucié d)EB = CDyBC = DE
olucion. B D
EF = EH + HF s o
= l BC + lAD 13) En la figura AD || BC, AEA= EBy \/\’(/K Considere la siguiente
2 2 DF = FC. Encuen_treEongnud de E /’G/ \H\\ F propiedad, la mediana
1 1 los segmentos EF y GH. //’ \\i de un trapecio es pa-
= = (]_1) + = (5) B 11 =C ralela a sus bases y su
2 2 longitud es igual a la
16 mitad de la suma de
= — ellas.
-2
=8
EF=8
En AABCy AACD,
GH = EF —EG — HF
1 1
=8—5(5) - 5(5
L(5)- 1(5)
—g_5 _3
- 2 2
10
=8-7%
=8-5
=3
GH=3
18 Unidad | » Leccién 1 « Ejercicios de la leccion
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Soluciones de Ejercicios Leccionl

Solucidn Ejercicio 1.2.
al) LLL  a2)ALA

Pag. 4
a3) LAL

b) En la figura AE interseca a BD en C tal que AC = EC y BC = DC. Demostrar ZA = LE

Proposiciones Justificacién

1.AC = EC
2.BC=DC
3. ZDCE = /BCA
4, ADCE = ABCA

Hipodtesis
Hipotesis
Angulos opuestos por el vértice

D E

5.ZA=LE

Por 1, 2, 3 y criterio de congruencia LAL
Por 4 y ser angulos correspondientes

de tridngulos congruentes

c) En la figura ABCD es un cuadrildtero donde AB = CD; BC = DA, Demostrar AABC = ACDA

Proposicion Justificacion

1. AB = CD Hipdtesis
2.BC=DA Hipotesis
3.AC=CA Congruencia del mismo segmento

4. AABC = ACDA Por 1, 2, 3 y criterio de congruencia

LLL

A D

d) AABC isésceles (AB = AC), Dy E en los lados AB y AC respectivamente y BD = CE demostrar:

d1) BE = CD
Entre ABECy ACDB
Proposicion Justificacién
1.BD = CE Hipdtesis
2.AB = AC Hipdtesis
3./4B=/C Por 2 (AABC es isdsceles)
4.BC=BC Congruencia del mismo segmento
5. ABEC = ACDB Por 1, 3, 4 y criterio de congruencia
LAL
6.BE=CD Por 5y ser lados correspondientes

de tridngulos congruentes.

d2) F corta a BE y CD entonces BF = CF

Proposicion Justificacion

1. ABEC = ACDB
2. LEBC= £LDCB

Demostrado en proposicion 5 d1)

de tridngulos congruentes

3.BF=CF Por 2 (AFBC es isdsceles)

Por 1y ser dangulos correspondientes

(Continua en la siguiente pagina)
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e) En la figura las rectas AB y DC son paralelas, DA biseca el ZBDE y BC biseca el ZDBF
demuestre:
el) ADAB = ABCD

Proposicion Justificacién
1. DA es bisectriz de ZBDE | Hipédtesis A
2. BC es bisectriz de ZDBF | Hipotesis
3.AB || DC Hipdtesis
4. /EDA = L ADB Por 1 E= )
5. 2DBC = LCBF Por 2
6. LEDB = /DBF Por 3 (angulos alternos internos)
7.2m/ADB =2m/DBC Por4,5y6
8. m/ADB =m/DBC Dividiendo en paso 7 entre 2
9. LADB = /DBC Por 8
10. /DBA = /CDB Por 3 (angulos alternos internos)
11.BD = BD Congruencia del mismo segmento
12. ADAB = ABCD Por 9, 10, 11 y criterio de congruencia ALA
e2) AD || BC
Proposicion Justificacion
AD || BC Por paso 9 de el) y condicidén de

paralelismo (angulos alternos internos)
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Solucion Ejercicio 1.4. P&g.5

En el cuadrilatero ABCD, AD = BC y AB=DC , Demostrar:
a) AABC = ACDA

Proposicion Justificacion A | 5
1.AD=BC; AB=CD | Hipotesis M
2.AD = BC Por 1
3.AB=CD Por 1
4.AC=CA Congruencia del mismo segmento
5. AABC = ACDA Por 2, 3, 4y criterio de B I ¢

congruencia LLL
b) AD || BCyAB || DC

Proposicion Justificacién
1. ZBAC = £DCA Por a) y ser dngulos correspondientes de tridngulos congruentes
2.AB || DC Por 1y condicién de paralelismo
3. ZBCA = £LDAC Por a) y ser dngulos correspondientes de tridngulos congruentes
4.AD || BC Por 3 y condicidn de paralelismo

Solucion Ejercicio 1.5. Pag.6
Demuestre las condiciones:
al) Demostrar la condicion c)
Proposiciones Justificacién
1.m/A+m/B+m/BCD+m/CDA Suma de los angulos internos de un cuadrilatero
=360°
2.mLA=m/BCDym/B=m/CDA Hipotesis F
3.2m/B + 2m/BCD=360° Porily?2 A D
4. m/B+m/BCD=180° Dividiendo
en paso 3 entre 2
5. m/BCD + m/DCE = 180° Angulos adyacentes .
6. m/B=m/DCE Por4ys B c ¢
7.AB || DC Por 6 y condicién de paralelismo
8.2m/BCD + 2m/.CDA = 360° Porly?2
9. m/BCD + m/CDA =180° Dividiendo en paso 8 entre 2
10. m/ CDA + m/ADF = 180° Angulos adyacentes
11. m£BCD = m£ADF Por9y 10
12.BC || AD Por 11 y condicidn de paralelismo
13. ABCD es un paralelogramo Por 7, 12 y definicién de paralelogramo

(Continua en la siguiente pagina)
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Solucion Ejercicio 1.5.

(Continuacion)

a2) Demostrar la condicion d)
Sea O el punto medio de las diagonales ACy BD

Proposiciones Justificacion A D
1. A0 =CO Hipotesis
2.BO=DO Hipotesis >
3. ZAOD = 2COB Angulos opuestos por el vértice
4. /AOB = /COD Angulos opuestos por el vértice
5. AAOD = ACOB Por 1, 2, 3 y criterio de congruencia LAL
6. AAOB = ACOD Por 1, 2, 4 y criterio de congruencia LAL B C
7. ZADO = ~CBO Por 5y ser angulos correspondientes de triangulos congruentes
8. ZABO = /CDO Por 6 y ser angulos correspondientes de triangulos congruentes
9.AD || BC Por 7 y condicién de paralelismo
10. AB || DC Por 8 y condicién de paralelismo
11. ABCD es un Por 9, 10 y definicién de paralelogramo

paralelogramo

a3) Demostrando la condicién e)

Proposiciones

Justificacion

1.m/ZA+m/B=180°
2.m/B+m/C=180°
3. mLA=m/LC

4. m/C+m/D=180°
5.m/B=m/D

6. ABCD es un

paralelogramo

Hipodtesis

A D
Hipotesis
lgualando 1y 2
Hipotesis
lgualando 2y 4
B C

Por 3, 5y condicién c)

b) Ey F en la diagonal BD del paralelogramo ABCD y distan lo mismo de los vértices B y D. Demuestre
que el cuadrilatero AECF es un paralelogramo

Proposiciones

Justificacion

1.EB=FD
2.AB || DC; AD || BC

En el AABE y ACDF

3. LABE = LCDF
4.AB=CD
5. AABE = ACDF

En el ABECy ADFA

24

6.BC = DA

7. LEBC= LFDA

8. ABEC = ADFA

9. AE = CF

10. CE = AF

11. AECF es un
paralelogramo

Hipotesis
Hipotesis A D

Por 2 (angulos alternos internos)
Hipotesis
Por 1, 3, 4y criterio de congruencia LAL

Hipotesis B C
Por 2 (dngulos alternos internos)
Por 1, 6, 7 y criterio de congruencia LAL
Por 5 vy ser lados correspondientes de tridngulos congruentes
Por 8 y ser lados correspondientes de tridngulos congruentes
Por 9, 10 y condiciépn de paralelogramo
(Continua en la siguiente pagina)
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Solucion Ejercicio 1.5.  (Continuacién)

c) Los puntos E, F, Gy H son puntos de los lados AB, BC, CD y DA del paralelogramo ABCD de modo que
AE = CG y BF = DH. Demuestre que EFGH es un paralelogramo

Proposiciones Justificacion
1. AE = CG HipGtesis A H D
2.BF=DH Hipotesis
En el AEBF y AGDH
3.4B= /D ABCD es un paralelogramo E G
4, AB=CD ABCD es un paralelogramo
5.AB=AE+EB Suma de longitudes
6.DC=CG+GD Suma de longitudes B F
7.EB=GD Por1,4,5,6
8. AEBF = AGDH Por 2, 3, 7 y criterio de congruencia LAL
9.EF=GH Por 8 y ser lados correspondientes de triangulos congruentes
En el AEAH y AGCF
10. ZA=/C ABCD es un paralelogramo
11. DA=BC ABCD es un paralelogramo
12. DA=DH + HA Suma de longitudes
13.BC=BF + FC Suma de longitudes
14. HA = FC Por2,11,12,13
15. AEAH = AGCF Por 1, 10,14 y criterio de congruencia LAL
16. EH = GF Por 15 y ser lados correspondientes de tridngulos congruentes
17. EFGH es un Por 9, 16 y condicién de paralelogramo

Solucion Ejercicio 1.6. Pag.7
Demuestre que un cuadrildtero cuya diagonal son congruentes y se cortan en el punto medio, es un
rectangulo.

Proposiciones Justificacion

1.PA=PB=PC=PD Hipotesis
2. APAB, APBC, APCD, APDA
son triéngulos

3. ZAPD = /CPB, ZAPB = /CPD Angulos opuestos por el vértice |
4. APAD = APCB, APAB = APCD Por 1, 3 y criterio de congruencia LAL|
5. m/PAD =m/PDA|=jm£PCB|=jm£PBCly ||Por2,4|

m/PAB = m/ PBA|=[m/ PCD|=|m/PDC|

6. m/DAB =m/ABC =m/BCD Por 5y (suma de los angulos internos
=m/.CDA =90° de cuadrilatero) + 4
7. ABCD es un rectangulo | Por 6 y definicidpn de rectangulo
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Solucidn Ejercicio 1.7.

a) Demostrar que, si en un cuadrildtero las diagonales son perpendiculares, congruentes y se cortan

Pag. 7

en el punto medio, entonces este es un cuadrado

b) Demuestre que el cuadrilatero cuyas diagonales son perpendiculares y se cortan en el punto medio
es un rombo (Sea O el punto medio de las diagonales ACy BD)

Proposiciones Justificacién A
Sea O el punto medio de las
diagonales ACy BD,
1.AC_LBD Hipébtesis 0
2. m£LAOB=m/BOC=m/COD Por 1 B [ ]

=m/DOA =90°
3.A0=BO=CO=DO Hipotesis
4. AAOB = ABOC = ACOD = ADOA Por 2, 3 y criterio de congruencia LAL ¢
5.AB = BC=CD = DA Por 4 y ser lados correspondientes

de tridngulos congruentes

6. LABO = /BAO Por 3 (AOAB es isdsceles)

. m/ZABO = m/BAO = 45°

.m/ABO + m/0OBC = 45° + 45° =90°

9.m/ABC=m/ABO + m/OBC

10. m£ABC =90°
Haciendo un analisis similar se
concluye que m/ZABC = m/BCD
=m/CDA =m/DAB =90°

11. ABCD es cuadrado

00

Proposiciones

Por 2,6

Por 4,7

Adicion de dngulos
Por8y9

Por 5, 10 y definicién de cuadrado

Solucidn Ejercicio 1.9.

1.A0 = CO

2.BO=DO

3.AC L BD

4. L/AOB= LAOD = /COB = LCOD
5. AAOB = AAOD = ACOB = ACOD
6. AB=AD=CB=CD

7. ABCD es un rombo

Pag. 8

Justificacion
Hipotesis
Hipotesis
Hipotesis
Por 3
Por 1, 2, 4 y criterio de congruencia LAL
Por 5y ser lados correspondientes C

de tridngulos congruentes
Por 6 y definiciéon de rombo

AB =8, m/BAQ =58°

Estos resultados se obtuvieron de la siguiente manera:

26

R
B _ 1
AB= 5

_ 1 _

£ Q AB = 3 (16) =

RP aplicando el teorema de los dos puntos.

8. PR || AB por lo que m/BAQ = 58° por ser angulos

correspondientes con ZP.
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Solucion Ejercicio 1.10. P&g.9

Proposicion Justificacion

1. E, F, Gy H son puntos medios de | Hipdtesis

AB, BC, CD y DA respectivamente
2. En AABD, EH || BD |Teorema de los dos puntos|
3.En ABCD, Teorema de los dos puntos
4.EH || FG lgualando 2y 3.
5. En AACD, HG || AC |Teorema de los dos puntos|
6.[En AABC, EF || AC | Teorema de los dos puntos
7.HG || EF Igualando 5y 6.
8. EFGH es un paralelogramo |Por 4, 7 y definicion de paralelogramo |

Solucion Ejercicio 1.11. Pag.9

(También se puede demostrar basandose en la condicién de pares de lados congruentes de un parale-
logramo, pero se sugiere utilizar el teorema de los dos puntos porque la demostracién es mds sencilla
y es el teorema que se estd abordando en ésta clase)

Proposicion Justificacién

1. AB=DC Hipotesis A E D
2. E, Fy G son puntos medios de Hipotesis
AD, BC y AC respectivamente

3. En AABC, FG = % AB Teorema de los dos puntos g

4. En AACD, EG = % DC Teorema de los dos puntos F
5.FG=EG Porl,3vy4

6. AEFG es isOsceles Por 5

Solucidn Ejercicio 1.13.  Pag. 10
a) Si D es el punto medio de BCy AD L BC, demuestre que el AABC es isdsceles.

Proposicion Justificacion B
1. D es punto medio de BC; AD L BC Hipdtesis
2. AD es la mediatriz del BC Por 1 ALy
3.AB=AC Propiedad de la mediatriz
4. AABC es isésceles Por 3
C
b) En la figura, M estd en el GK. GE = KE, GM = KM y H esta en la recta EM. Demostrar que: GH = KH.
Proposicion Justificacién
1. GE=KEy GM = KM Hipotesis G
2. Hestd en larecta EM Hipotesis
3.EM=EM Congruencia del mismo segmento _ M ;
4. AGEM = AKEM Por 1, 3 y citerio de congruencia LLL - s
5. m/GME = m/KME =90° | Por 4y ser angulos correspondientes de
triangulos congruentes y adyacentes K
6. MH es la mediatrizde GK | Por1, 5
7. GH = HK Propiedad de la mediatriz
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Solucion Ejercicio 1.15.  P&g. 10

Demuestre el teorema anterior (Teorema 1.6) considerando a P como punto de interseccién de las
rectas €,y €;aplicando la propiedad de la mediatriz debe concluir que P esta en la recta €5y PA=PB =PC.
Sean los puntos Py E la interseccién de AB y £,, ACy €, respectivamente.
Proposicion Justificacion
1. 2, es mediatriz de AB en el Hipdtesis
puntoD > AD=BDy
m/.ADP = m/BDP = 90°

2.2, es mediatriz de AC en Hipotesis
el puntoE > AE=CEy

m/AEP = m/CEP =90°

3.8,y €, seintersecanen P Hipotesis

4.DP = DP Congruencia del mismo segmento

5. ADPA = ADPB Por 1, 4 y criterio de congruencia LAL

6. PA=PB Por 5y ser lados correspondientes de tridngulos congruentes
7.PE=PE Congruencia del mismo segmento

8. AAEP = ACEP Por 2, 7 y criterio de congruencia LAL

9. PA=PC Por 8 y ser lados correspondientes de tridngulos congruentes
10. PB=PC Poréy9

11. P estd en la recta €; Por 10 e hipdtesis (83 es la mediatriz del BC) y propiedad

de la mediatriz
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Solucion Ejercicio 1.19.

Pag. 12

Se deja la demostracién del teorema 1.7

En AABC, por cada vértice se trazd una paralela al lado opuesto, formando el ADEF.
Demuestre que las mediatrices de los lados del ADEF son las tres alturas del AABC.
Utilice las condiciones de paralelogramo y el teorema de concurrencia de las mediatrices.

Proposicion

Justificacion

8.

9.

. El cuadrilatero ADCB

es un paralelogramo.

.AD =BC
. El cuadrilatero EACB

es un paralelogramo.

.EA=BC
. A es el punto medio de DE.
. By Cson los puntos medios

de EF y FD respectivamente.

. Las perpendiculares a los DE, EF

y FD son perpendiculares a las
CB, AC y BA respectivamente.
Las mediatrices del ADEF
contienen las alturas del AABC.
Las mediatrices del ADEF se
intersecan en un punto.

10. Las tres alturas del AABC son

Solucion Ejercicio 1.21.

concurrentes en un punto.

Pag. 12

Por construccion E B F

Por 1
Por construccion A C

Por 3
Por2y4 D
Mismoquela5

El

B, EF ||

CyFD || BA

Por5,6y7
Teorema de concurrencia de las mediatrices

Por8y9

Demuestre el otro sentido del teorema: Si rayo BP es la bisectriz del ZABC, entonces Ky L equidistan de P

Proposicion

Justificacion

1. Rayo BP es la bisectriz del ZABC
2. /PBK = /PBL

3. m/PKB =m/PLB =90°

4.BP =BP

5. ABPK = ABPL

6. PK=PL

Solucidn Ejercicio 1.23.

Pag. 13

Hipotesis

Paso 1

Por PK L BKy PL L BP

Congruencia del mismo segmento

Por 2, 3, 4 y criterio de congruencia hipotenusa - angulo
de tridngulos rectangulos

Por 5y ser angulos correspondientes de tridngulos

congruentes.

Complete la demostracidn del teorema de concurrencia de las bisectrices de un triangulo.

Proposicion

Justificacion

1.

Rayo Al es la bisectriz del ZBAC

2.|Rayo Cl|es la bisectriz del ZBCA

3.
4.
5.

£ equidista de AB y AC
£ equidista de ACy BC
£ equidista de ABy BC

6.[Rayo Blles la bisectriz del

Hipodtesis

Hipodtesis

Por 1y propiedad de bisectriz
Por 2 y|propiedad de la bisectriz |
Por 3, 4 y propiedad transitiva
Por 5y propiedad de la bisectriz

29
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Solucion Ejercicio 1.24. P&g. 13

Utilizando la construccién empleada en el ejercicio 1.22, trace la circunferencia de centro | con radio PI.
Los segmentos IP, 1Q, IR son perpendicular a BC, CA, AB respectivamente. Ademas, P, Q, R estan en el
segmento BC, CA, AB respectivamente.

Solucidn Ejercicio 1.27. Pag. 14

Complete la demostracion. Considere en AABC las bisectrices BE y CE de los angulos exteriores ZPBCy
/. QCB respectivamente y PE L AP, RE L BC, QE L AQ. Demuestre que rayo AE es la bisectriz de ZBAC.

Proposicion

Justificacion

1. Rayo BE es la bisectriz del ZPBC
2.|Rayo CE|es la bisectriz del ZBCQ

3.PE L AP, RE L BC,QE L AQ
4. PE=RE
5.RE=QE

6. PE=QE

Hipotesis

Por 1, 3y propiedad de bisectriz

Por 2, 3y propiedad de bisectriz A
[Por 4, 5y transitividad |

7.|Rayo AEles la bisectriz del[ZBAC] | [Por 6 y propiedad de bisectriz de un angulo]

Solucidn Ejercicio 1.28. Pag. 16

a) se omite la solucion

b) Proposicion Justificacion B
1. AD es mediana del AABC | Hipotesis
2.AD L BC Hipdtesis
3.m/ADB = m/ADC=90° | Por2 D
4.DB = DC Por 1 A
5.AD = AD Congruencia del mismo segmento
6. AADB = AADC Por 3, 4, 5y criterio de congruencia LAL ¢
7.AB = AC, ZBAD = £CAD | Por 6y serladosy angulos correspondientes de tridngulos congruentes
8. AABC es isosceles, AD Por 7
biseca a ZBAC
B
c) Proposicion Justificacion
1. AABC es isdsceles (AB = AC) Hipdtesis
2. AD es mediana de AABC Hipdtesis D
al BC A
3.AB = AC Por 1
4. /B=/C Por 1 C
5.BD = CD Por 2
6. AABD = AACD Por 3, 4, 5y criterio de congruencia LAL
7. ZBDA = /CDA Por 6 y ser angulos correspondientes de triangulos congruentes
8. m/BDA + m/CDA = 180° Angulos adyacentes
9.2m/BDA =180° m/BDA=90° | Por7y8

10. AD L BC
11. LBAD = LCAD
12. AD biseca a ZBAC

30 Unidad | ® Leccién 1 e Soluciones
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Solucioén Ejercicio 1.28.

Sea ABC es isdsceles (AB = AC)

d)

Solucioén Ejercicio 1.29.

Proposicion

(Continuacion)

Justificacion

1. BD y CE son medianas del AABC
2.AB = AC
. E es punto medio de AB
D es punto medio de AC
.AE=EB=AD=DC
A= LA
. AABD = AACE
CE

Nouhs w

gl
O
i

Proposicion

Hipotesis
Hipotesis
Por 1

Por2y3
Congruencia del mismo angulo
Por 2, 4, 5y criterio de congruencia LAL

Por 6 y ser lados correspondientes D
de tridngulos congruentes A

Justificacion

1. AABC = ADEF

2. AL es mediana de BC en AABC
DR es mediana a EF en ADEF

3.AB = DE, AC = DF

4. L es punto medio de BC
R es punto medio de FE

5.BL=ER

6./B=/LE

7. AABL = ADER

8. AL= ER

Pag. 16
Proposicion

Hipotesis
Hinotesi F
ipGtesis

c Ng R
Por 1y ser lados correspondientes E
de tridngulos congruentes

Por 2

Por 3

Por 1y ser angulos correspondientes de triangulos congruentes
Por 3, 5, 6 y criterio de congruencia LAL

Por 7 y ser lados correspondientes de tridngulos congruentes

Justificacion

1. AD, BE y CF son medianas del AABC
. G es el baricentro

N

3. Sea R un punto en el rayo AD
de manera que GD = DR

4.DB = DC

5. BGCR es un paralelogramo

6.BR || GC

7.BR || FG

8. F es punto medio de AB

Entre AAFG y AABR

9. LAFG = LABR, ZAGF = ZARB
10. AAFG ~ AABR
11. G es punto medio de AR

12.GF = 5 BR
13.GF= 3 GC
14.GE= 3GBy GD= 3 GA
15.GA=2GD

GC=2GFoGB=2GE
16. AG:GD = 2:1, BG:GF = 2:1, CG:GF = 2:1

Hipdtesis
Hipotesis
Construccion

Por 1

Por 3, 4 y condicion de paralelogramo
Por 5, definicion de paralelogramo
Por 6 y FG esté en la recta FC

Por 1

Por 7 y condicion de paralelismo (angulos correspondientes)
Por9
Por 8, 10 y ser lados correspondientes de triangulos semejantes

Teorema de los puntos
Por6y 12
Igual manera hasta 13

Por13y 14

Por 15
31
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Solucionario Leccion 1 - Ejercicios de la Leccion

2) En el AABC, las bisectrices de dos angulos externos de ZBy ZC se intersecan en P. Demuestre que la
suma de la medida del angulo BPC y la mitad de la medida del angulo A es igual a 90° (dngulo recto).

Proposicion Justificacién

1. Sea rayo CP es la bisectriz de ZMCBy BP | Hipdtesis
es la bisectriz de ZCBN

2. m/ZA+m/B+m/C=180° Suma de angulos internos de un triangulo
3. m/PCB= % Por 1

4. m/CBP = @ Por 1

5. m/MCB=m/ZA+m/B Angulo externo

m/ZCBN=m/ZA+m/C
Por 3, 4 y suma de las medidas de los an-

6. még/ICB + mLZCBN +mZBPC =180° gulos internos del ACPB
7. m4A‘2|'m43 + méA;mLC +m/BPC =180° | Sustituyendo 5en 6 M
8 mLA+mLB+mLA+m/LC+2m/LBPC Multiplicando por 2
=360° C P
9. 180° + m/ZA + 2m/BPC = 360° Sustituyendo 2 en 8
10. m£ZA + 2m/BPC = 180° Operando en 9
11. 5 m/LA+m/BPC=90° Dividiendo entre 2~ A z N

3) Demuestre que en todo triangulo isdsceles la bisectriz del angulo externo opuesta a los angulos
congruentes es paralela al lado desigual.

Proposicion Justificacién
1. Sea AABCisdsceles (CA =CB) | Hipotesis
2. /A= /B Por 1
3. CE es la bisectriz del angulo | Hipotesis D
externo £BCD
4. m/A=m/B Por 2
5. m/DCE = m/ECB Por 3 C £
6. m/DCB =m/DCE +m/ECB | Por 3,5
=2m/DCE
7. m/{DCB=m/A+m/B Por 4 y angulo externo de un tridngulo
=2m/A
8. 2m/LDCE =2m/LA lgualando 6y 7
9. m/£DCE=m/LA Dividiendo entre 2
10.CE || AB Por 9 y condicién de paralelismo A¢ *B
(angulos correspondientes)
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4) Demostraremos primero que las bisectrices de dngulos opuestos son paralelas.

Proposicion

Justificacion

1. AP es la bisectriz de ZBAC | Hipdtesis B b
2. m£ZMAQ = m£ZQAC Por 1
3. MN es paralela al lado AC Hipétesis M Q
4. /QAC= LAQM Por 3 y dngulos alternos internos N
5. ZMAQ = LAQM lgualando 2y 4
6. AAQM es isdsceles Por 5 A C
5) a) AB = CB por construccidony ZA = /£ C ambos son rectos. T
b) Proposicion Justificacion
1. AB=CB Construccién c
2. LZA=/C Ambos son rectos (Por situacién) B A

3. LABT = £CBD
4. AABT = ACBD

Angulos opuestos por el vértice
Por 1, 2, 3, y criterio de congruen-
cia ALA D

c) Como los triangulos AABT y ACBD son congruentes significa que TA = DC por lo tanto basta con
medir la distancia DC y se conocera el ancho del rio.

6)
Proposicion Justificacion A D
1. AD || BC Hipdtesis
2. E es el punto medio de CD. | Hipdtesis E
3. DE=CE Por 2
4, /ADE = /FCE Por 1y angulos alternos internos B C F
5. ZAED = ZFEC Angulos opuestos por el vértice
6 . AADE = AFCE Por 3, 4, 5y criterios de congruencia ALA
7)
Proposicion Justificacion C
1. AABC es equilatero Hipodtesis
2. LA=/B= LC Por 1
3. PQy R son punto medio de | Hipdtesis R p
BC, ABy CA respectivamente
4, AB=BC=CA Por 1
5. AQ=BQ,BP=CP,CR=AR Por 3 . .
6. AQ=BQ=BP=CP=CR=|Pordy5 A —a B
AR
7. AAQR = ABPQ = ACRP Por 2, 6 y criterio de congruencia LAL
8. RQ= QP = PR Por 7 y ser lados corresppondientes de triangulos congruentes
9. APQR es equilatero Por 8

33

Unidad | ® Leccidn 1 e Soluciones ejercicios de la leccion



8)

Proposicion Justificacion
1. AD = BC, AD || BC ABCD es un paralelogramo
2. BC=EF, BC || EF BECF es un paralelogramo
3. AD = EF, AD || EF Porly?2
4. AEFD es un paralelogramo Por 3 y condicién de paralelogramo

10) * Demostraremos primero que las bisectrices de angulos opuestos son paralelas.

Proposicion Justificacion
1. m/ABC=m/ADC Propiedad de paralelogramo
2. m/ABC = 2m/ EBF Definicién de bisectriz A E D
3. m£ADC = 2m/EDF Definicién de bisectriz
4, 2m/EBF = 2m/LEDF Porlyseiguala2y3
5. ZLEBF = LEDF Dividiendo entre 2 B : C
6. LEDF = /DFC AD || BCy angulos alternos internos
7. LEBF = /DFC lgualando 5y 6
8. BE || DF Por 7 y condicién de paralelismo
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* Luego demostrar que el cuadrilatero que se forma con las bisectrices de los dngulos de un paralelogra-

mo

es un rectangulo.

Proposicion

Justificacion

LN R WNE

R R R R R R R
NOoOUDdWNRO

11)

BE || FD

AG || HC
m/ADC=2m/CDQ
m/BCD =2m/DCQ
m/ADC + m/BCD = 180°
2m/CDQ +2m/DCQ = 180°
m/.CDQ +m/DCQ =90°

m/.CDQ+ m/DCQ+m/CQD = 180°

m/.CQD = 90°

.m/ZPQR =90°
.OR || PQyOP || RQ

. OPQR es un paralelogramo
.m/PQR +m/QRO = 180°

. mZQRO =90°

. mZROP =90°

.m/OPR =90°

. OPQR es un rectangulo

Por lo demostrado anteriormente
(De igual manera)

Hipotesis (bisectriz)
Hipotesis (bisectriz)

ABCD es un paralelogramo
Sustituyendo3y4enb5
Dividiendo entre 2

Suma de los dngulos internos
Sustituyendo 7 en 8

Angulos opuestos por el vértice

Porly?2

Por 11 (definicidn de paralelogramo)

Por 12 (propiedad de paralelogramo)
Sustituyendo 10 en 13

Por 10 y dngulos opuestos del paralelogramo OPQR
Por 14 y dngulos opuestos del paralelogramo OPQR
Por 10, 14,15y 16

Proposicion Justificacidn

Entre AADCy ABCD A B

1. AD = BC Hipotesis (trapecio isdsceles)

2. LADC = £LBCD Por ser trapecio isdsceles

3. DC=CD Congruencia del mismo segmento

4. AADC = ABCD Por 1, 2, 3 y criterio de D C
congruencia LAL

5. AC=BD Por 4 y ser lados correspondientes
de tridngulos congruentes
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12) a) Proposicién Justificacién
1. AB= AD Hipdtesis
2. /B=/D Hipdtesis E C

3. /BAC = LDAE
4. AABC = AADE

Congruencia del mismo angulo
Por 1, 2, 3y criterio de congruen-
cia ALA

b) No hay suficiente informacién para determinar la congruencia de AABC = AADE.

c)

Proposicion

Justificacion

Hipotesis

Hipotesis

Congruencia del mismo angulo

Por 1, 2, 3 y criterio de congruencia LAL

d) Sea G interseccién de BCy DE

Proposicion

Justificacion

36

&l
on)
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g
w)

BC = DE
Trazar el segmento EC
EC=CE

ouhswWwNPE

Hipotesis

Hipotesis

Por construccion

Congruencia del mismo segmento

AEBC = ACDE Por 1, 2, 4 y criterio de congruencia LLL
/ABC= /ADE Por 5y ser angulos correspondientes de
triangulos congruentes A
7. LECB= LCED Por 5y ser dangulos correspondientes de
triangulos congruentes
8. Trazar BD Por construccion
9. GC=GE Por 7 E C
10. BC=BG + GC, DE = DG + GE | Suma de segmentos
11.BG=DG Por 10 G
12. /GBD = ~GDB Por 11 y ABGD isdsceles
13. m/ABD =m/ABC+m/GBD | Suma de angulos B D

14. m/ ADB = m/ADE + m/GDB | Suma de angulos

15. m£ABD =m/ADB
16. AB = AD

17. ZBAC = /DAE
18. AABC = AADE

Por6,12,13, 14

Por 15 y AABD isdsceles

Congruncia del mismo angulo

Por 6, 16, 17 y criterio de congruencia ALA
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Objetivo:

de triangulos.

[A] Entender la definicidn y criterio de la semejanza

[B] Encontrar la medida del lado del triangulo

usando semejanza.

Evaluacion: [A] Ejercicio 2.1

[B] Ejercicio 2.2 a) y b)

Leccion 2. Semejanza de Triangulos
Clase 1. Criterios de semejanza de triangulos

Definicién de semejanza

Se dice que dos figuras son se-
mejantes, cuando se pueden
colocar en la posicion como
muestra la Fig. 2.1 donde

OA'" _ 0oB' _ OC

OA = OB ~ OC
A este valor se le denomina
razén de semejanza entre los triangulos A’'B’C’ y ABC.

Fig. 2.1 Tl

En el caso de los tridngulos se tiene la siguiente definicién de semejanza:

-
Los AABCy AA'B’C’  son semejantes cuando

- B O miA=mLN,mLB=mLB,
mLC=msC

-~
A'B' _B'C' _CA' — . .
El valor de “AB " BC T CA coincide con la razén de semejanza
entre los triangulos A'B'C’ y ABC.

Para confirmar la semejanza de tridngulos, no es necesario verificar todas
las condiciones

........................................................................................

¢ y diga la condicién de semejanza:

ia) b) ) d)
H 4 i H
i 30° N H
2 £~ s
fe) f) g
: 3 ! 2 :
; 70 ;
T H
i &% 15 H

.

........................................................................................

\
H '—@-’ Ejemplo 2.1. Encuentre las parejas de tridngulos que son semejantes

[A]
- '
Se puede dar la vuelta
a una de estas figuras.
Cada punto de las dos
figuras se corresponde
como los puntos Ay A,
etc.

&
Se denota la semejanza
con el signo “~”,
AABC ~ AA'B'C’

&
En 9no. grado se apren-
di6 el criterio de seme-
janza de tridngulos.

Unidad | » Leccién 2 « Clase 1. Criterios de semejanza de triangulos 19

Unidad I. Leccion 2.
Clase 1

(Continua en la siguiente pagina)

[A] (10 min)

El docente solo puede
decir

“Ser semejantes quie-
re decir tener la misma
forma”, en vez de dar la
definicion general.

Sin embargo, hay que
dar la definicidon exac-
ta de la semejanza de
triangulos.

‘:@} Ejemplo 2.1
(8 min)
Solucién:

Parejas de | Criterio de
tridngulos | semejanza

a)yg) LLL
b)y d) LAL
cye) AA
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Clase 1

(Continuacion)

Criterio de la semejan-
za de tridangulos
(7 min)

::}‘? Ejercicio 2.1

(7 min) Solucion

AABC ~ AACD, porque
/BAC= /CADYy
m/.BCA =90°
=m/LCDA,

(Criterio de semejanza
AA)

AACD ~ ACBD, porque
m/.ACD =90° —m/DAC
=m/DBCy m/CDA
=90° =m4/BDC,
(Criterio de semejanza
AA)

':@:' Ejemplo 2.2
(7 min)

2’;\? Ejercicio 2.2
(6 min) Solucion

x _ 4
a) 375, %Y=

4

2

¢) ABAC ~ ABCD
(Criterio de semejanza
AA)

x+2 _3 __5
3 ~2/Y'7T72

Hay mas ejercicios del
mismo nivel en Ejerci-
cios de la Leccion.

Objetivo: Fortalecer los conocimientos adquiridos de la

leccion.

.......................................................................................

Criterio de semejanza de triangulos:

Dos tridngulos son semejantes cuando cumplen una de las siguien-
tes condiciones:
a) Dos pares de lados son proporcionales y los angulos comprendi-

dos entre estos lados tienen la misma medida (LAL). B B
b) Dos pares de dngulos tienen la misma medida (AA).
: A'B' _ B'C'
c) Los tres lados son proporcionales (LLL). AB = BC
.............................................................................. 5 R m/B=miLB (LAL)
E; 2.1.
<% Ejercicio D mLA=mLR,

Demuestre que AABC ~ AACD ~ ACBD K
mLB=m/LB’ (AA)

AB' _ B'C' _ CA'

I' o
: ‘@" Ejemplo 2.2. Encuentre los valores de x H (LLL)

N

50°\ 3
£60°

Z

i Solucién: En los dos triangulos hay dos pares de angulos iguales, por lo
{ tanto son semejantes, asi que se tiene que

o3, .- %(3) = % (Respuesta)

......................................................................................

a) 3 X
0° 30° 50° 30°

5 4

b)
2
700
X /BAC = £BCD
3
30°
N0° 80N
v 4
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Objetivo:

y la de drea.

Evaluacion: Ejercicio 2.3

[A] Entender larelacién entre larazén de semejanza

Clase 2. Semejanza y razon de area

{4 Ejemplo 2.3.En (1) y (2):
; a) Encuentre la razén de semejanza entre la figura de la derecha y la de Ia
izquierda.
b) Encuentre la razdn de drea entre la figura de la derechayladela |qu|erda
¢ ¢) ¢Qué observa?

f @)

2 4 6
H 2 3
30° 30°
1 2 6 9
: i5n: 2 _ 6_3
H Solucién: a) (1) 1 =2 (2) 773
1 H
5(9)3) 9\/3 32 9
b)(1) Z —(2)=4 (2 =(5)N2)=(3) =7 i
S=(%)=a o) (§N3)=(37=32 i
c) ( La razén de &rea = (La razén de semejanza)? .]
i La relacién de arriba se aplica a cualquier figura. '

........................................................................................

3;\% Ejercicio 2.3. Encuentre la razon de drea entre la figura de la derecha
y la de la izquierda. En cada caso las dos figuras son semejantes.

a) H 4 g 9
u; 0O 2 6
1 9
O 5 OO 4 | 6
60° O Ae0° O

b) e)

4

2

70° 70°

6 3 3 5
o D

50°

3

130°

En (2) si kes larazén de

semejanza,
-9_6
"6 4

9=06k; 6=4k; 3=2k

El drea del tridngulo de
derecho

1 1
= 5 (9)(3) = 5 (6k)(2K)

= (El de izquierdo) x (k?)

Es porque se puede

evaluar el area por con-

junto de cuadrados con
cualquier exactitud.

ATTY
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Unidad I. Leccion 2.
Clase 2

(Continua en la siguiente pagina)

@ Ejemplo 2.3

(30 min)

El punto es: la medida
de area es el producto
de dos medidas de lon-
gitud, por lo tanto, la
razén de area = (la ra-
z6n de longitud)? don-
de la razén de longitud
es la razon de semejan-
za.

%
& Ejercicio 2.3
(15 min) Solucién

) (2 -

o (3 -3
)(37-%
(33
)(37-%

No es necesario encon-
trar el area.
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Unidad I. Leccion 2.

Clase 3

(Continda en la siguiente pagina)

@ Ejemplo 2.4
(30 min)

El punto es: la medida
de volumen es el pro-
ducto de tres medidas
de longitud, por lo tan-
to, la razéon de volumen
= (la razdén de longitud)3
donde la razén de longi-
tud es la razdon de seme-
janza.

o/ O
Q‘}‘g Ejercicio 2.4
(15 min) Solucién

)0 (3) =

w
()]
2

=27

b) (1)

N
[EEN
[e)]

c
Wl N ws

S~——— \—: S———
Il
D

(
(

Objetivo:

Entender la relacidn entre la razén de semejanza,

la de volumen y la de drea de superficie.

Evaluacion: Ejercicio 2.4

Clase 3. Semejanza y razon de volumen y area de superficie

.......................................................................................

* Ejemplo 2.4.
Encuentre las siguientes razones entre el paralelepipedo rectangulardela :
derechay el de la izquierda, :
:a) De semejanza

i b) De volumen

c) Del drea de superficie 4
6|
8
i Solucién: a) 8= % -4
8(4)(6) _ 8(4\(6)_5_

b) 42)(3) = 23)N5)=2=8

c) Larazdn de area de cada cara = (La razén de semejanza)>=22=4
H Por lo tanto, la razén de drea de superficie es 4 H

.......................................................................................

.......................................................................................

/ \
M . n . .
H { La razén de volumen = (la razén de semejanza)? H

La razén de area de superficie = (La razén de semejanza)?

2;‘{2 Ejercicio 2.4.

a) Encuentre la razén de volumen entre el sélido de la derecha y el de la
izquierda.

b) Encuentre la razén del area de superficie entre el sélido de la derecha
y el de la izquierda.

En cada caso los sélidos son semejantes

(1

i
A I
|
! |
|
- P\ 3 L\ 4
! |
I
i } !
S I S ! |
! . ‘ 1
bodoo . ‘ |
s s I
. 4 | |
s ’ L
s L
2 4
22 Unidad | » Leccion 2 « Clase 3. Semejanza y razén de volumen y area de superficie

El volumen del parale-
lepipedo rectangular es
(largo) x (ancho) x (al-
tura)
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Objetivo: Fortalecer los conocimientos adquiridos de la
leccion.

Ejercicios de la leccion

1) En la figura AB || PQ. Clase 1

a) Demuestre que AOAB ~ AOQP.
b) Encuentre el valor de x.

2) Enlafigura X

Q Clase 1
a) Demuestre que AOAB ~ AOQP. 3 4

b) Encuentre el valor de x. 8 6

A 12 B

3) En cada uno de los dibujos, indique los triangulos semejantes y el
criterio de semejanza utilizado.
Clase 1

Unidad | * Leccidn 2 » Ejercicios de la leccion
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Unidad I. Leccidn 2.
Ejercicios de la leccion

Solucion

1)

a) LOAB= /Z0QPy
/0OBA = L0OPQ,
porque AB || PQ.

Como dos angulos co-

rrespondientes son con-

gruentes, AOAB ~ AOQP.

x _2 _6
b) 3=5, x=7
2)

OA_ 8 6 OB

/AOB = £QOP, porque
son angulos opuestos
por el vértice.

Como las razones de
dos pares de lados son
iguales y los angulos
comprendidos son con-
gruentes, AOAB ~ AOQP.

x _4 _
b) 17=g ¥=°6

3)

a) AABC ~ AAED
Criterio de semejan-
za AA

b) ACDE ~ ACAB
Criterio de semejan-
za LAL

c¢) AABC ~ ACBD
Criterio de semejan-
za LAL
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Matematicas Il

Unidad Il

1. Competencias de la Unidad

Geometria analitica

1. Identificar las propiedades de la parabola para encontrar su ecuacién.

Identificar las caracteristicas de la elipse para encontrar su ecuacion.

2
3. Identificar las caracteristicas de la hipérbola para encontrar su ecuacion
4

Identificar las caracteristicas de la circunferencia para encontrar su ecuacién.

Relacién y Desarrollo

/—< Matematicas 82 >ﬁ

Sistema de ecuaciones de primer grado
en dos variables

Funciones de primer grado

r_< Matematicas lil )—

Unidad Il
e Leccion 1: Parabola

e Leccion 2: Circunferencia
e Leccion 3: Elipse
e Leccion 4: Hipérbola

Matematicas |

Unidad I: Fundamentos de aritmética y
algebra

Unidad IV: Fundamentos de algebra

42 Unidad Il ® Geometria analitica

Matematicas Il

Unidad I: Funciones Algebraicas

e Leccion 6: Grafica de funciones
polinomiales




3. Plan de Estudio de la Unidad (22 horas)

Leccion Clase/hora Contenidos Términos y signos
1.Pardbola 1 Ecuacion de la pardbola pardbola, foco, directriz
2 Desplazamiento paralelo desplazamiento paralelo
3 Completacién de cuadrados
4 Encontrar desplazamiento
5 Encontrar componentes de parabola
6 Puntos comunes entre una
parabolay una recta
Ejercicios de la leccidon
2.Circunferen- 1 Ecuacion de  circunferencia,
cias encontrar el centro y el radio
2 Tangente a la circunferencia
3 Puntos comunes entre una
circunferencia y una recta
Ejercicios de la leccidn
3.Elipse ly2 Ecuacion de la elipse Focos, vértice, centro, eje
menor eje mayor
3 Ecuacion de la elipse RS
Graficar elipses 2T
4y5 D(.esplazamiento paralelo de Ia (x—s) . (y— t)z .
elipse ) .
6 Encontrar el desplazamiento
Ejercicios de la leccion
4 Hipérbola 1 Ecuacion de la hipérbola 2 yz
2t
2 Asintotas de la hipérbola Asintota
3 Expresiones que son ecuaciones
de la hipérbola
4y5 Hipérbola con centro (4, k) y focos | (x— h)z (y— k)z
en un eje horizontal 2 Tz =1
6y7 Hipérbola con centro (/, k) yfocos | (y—k)* (x—h)
en un eje vertical 2tz =1
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Puntos de leccion

Leccion 1: Parabola

En esta unidad se tratan curvas llamadas “secciones cénicas” y se define como las curvas que aparecen
cuando se corta dos conos por un plano, de lo que viene la relacion entre las distancias desde los focos
o desde la directriz. El libro omite la explicacidn de esta definicion y utiliza la relacién entre las distancias
como definicién.

Como en el curriculo no hay unidad de funcidn de segundo grado, esta es la Unica oportunidad de
ensefar la pardbola. Si los estudiantes pueden hacer la grafica, no tendran mucha dificultad en aplicarla
al resolver problemas de encontrar el minimo o el maximo.

En algunos ejercicios es necesario aplicar la completacién de cuadrados ya que es una técnica muy
importante cuando se tratan polinomios de segundo grado. Hay dos maneras:
Ejemplo1:x2+6x=(x+3)2—32 Ejemplo2:x2+6x=x2+2-3x+32-32

=(x+3)2-9 =(x+3)2-9

La teoria general del desplazamiento paralelo se aplica a todas las curvas.

Leccion 2: Circunferencia

Del hecho de que la tangente a una circunferencia es perpendicular al radio que pasa por el punto de
tangencia, se puede deducir la formula de la tangente. Esta no tiene la forma y = ax + b, por lo tanto los
estudiantes tienen dificultad en manejarla. Esta férmula tiene la ventaja de representar las tangentes
perpendiculares al eje x en la misma forma.

De la definicion de la seccidn cdnica, se puede deducir la caracteristica de la parabola, pero en el libro
se utiliza ésta como definicion. Se aplica la misma situacién con otras curvas.

Leccion 3: Elipse

En esta leccidn se pretende conceptualizar la seccidn cdnica de la elipse, en el libro se propone que
los estudiantes hagan una construccion de la elipse utilizando hilo (Clase 1) esto con el objeto de que
verifiquen que al tener dos puntos fijos lamados focos con unas distancia (d1y d2) a un punto P, al hacer
el trazo con el hilo tensado la distancia de los focos hacia cualquier punto de la elipse sera constante. Se
pueden aprovechar estas ideas para definir los elementos de la elipse (centro, focos, vértices, eje mayor,
eje menor) de igual manera se pretende demostrar la ecuacion de la elipse ya que es importante que el
estudiante conozca de donde surge para luego puedan aprender a graficarla.

Se presentan ejemplos y ejercicios que van mostrando deferentes formas de estudiar la elipse;
inicialmente se proporcionan algunos elementos para que se grafique y se encuentre la ecuacién, luego
se hace viceversa, se propone la ecuacion y se pide encontrar sus elementos y la grafica, hasta lograr su
generalizacién considerando cuando el centro es en el origen y cuando no.

El docente debe estar atento al desempefio de los estudiantes, ya que pueden surgir algunas dificultades
cuando estan encontrando los elementos de una elipse ya que deben tener en cuenta cual es el eje de
la elipse, de ello dependera la forma de la ecuacion y su grafica.
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Leccidn 4: Hipérbola

Se enfoca el desarrollo de la leccion de la hipérbola partiendo de su definicién que hace referencia a
que la diferencia de las distancias a dos puntos fijos es constante relacionandola con la definicion de
la elipse que hace referencia a que la suma de las distancias a dos puntos fijos es constante. Se grafica
una hipérbola en forma general para identificar los puntos importantes de la definicidn al igual que sus
partes: ramas, focos, vértices y ejes. Se deduce su formula utilizando la férmula de la distancia entre dos
puntos. Se estudian las asintotas de la hipérbola utilizando un rectdngulo auxiliar que sirve de referencia
para trazarlas auxiliandose de los extremos de los ejes conjugado y transverso.

Las hipérbolas con centro (4, k) y con focos en el eje horizontal o vertical se estudian a partir de las
hipérbolas con centro en el origen y realizando desplazamientos horizontales y verticales. Se presentan
los casos donde hay ecuaciones que no tienen la forma estandar de una hipérbola por lo que hay que
utilizar la completacion al cuadrado para obtenerla.
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Unidad Il. Leccidn 1. Objetivo:  Entender la definicion de la parabola y deducir su

Clase 1 ecuacion.

(Continua en la siguiente pagina) i o
Evaluacidn: Ejercicio 1.1, 1.3

Definicion de parabola
(5 min) Hay que expli-
car la definicién de la
distancia entre un pun-
to y una recta.

Leccién 1. Parabola

Clase 1. Ecuacion de la parabola

IS Lo\
Definicién de parabola
., , Una parabola es el conjunto de puntos P en el plano que distan lo
Ecuacion de Parabola mismo de un punto fijo F y una recta fija /.
.7 -~
Presentacion de Ia Al punto F se le denomina foco y a la recta / directriz.
ny p -
ecuacion. Ecuacion de parabola
(5 mi n) La ecuacion de la parabola con el foco F(0, p) y la directriz/:y =—p es:
1
y= 5o x2
4p )
Demostracion. (8 mm) Como las distancias son iguales se tiene:

d(P, F) = d(P, D)
VG077 = G0+ O
x2+(y=p)=(y+p)?
x2—4yp =0

‘@"’ Ejemplo 1.1
(5 min) En IV, IV se ye Aoy

. . ap
aprendera que se dlce La Figura 1.1 muestra una parabola. Al eje y se le denomina eje de sime-
que |a gra’ﬁca es con- triay al punto (0, 0) se le denomina vértice.
vexo hacia abajo.

" Ejemplo 1.1. Encuentre la ecuacion de la v

parabola cuyo foco es (0, 3) y cuya directriz es Y
: y =—3. Dibuje la grafica. 3
0&@) . L. Solucién: En la férmula o ecuacién se sustituye N
™M Ejercicio 1.1 i p=3y se obtiene:
(10 min) Solucion: :
a) y= 1 xZ &Z} Ejercicio 1.1. Encuentre la ecuacion de la parabola cuyo foco es F y
cuya directriz es /. Dibuje la gréfica.
a) F(0,1), /:y=-1 b) F(0,4), I:y=-4
c) F(0,-3), I:y=3 d) F(0,-2), I:y=2

* Tomando la simetria de la Fig. 1.1, con res-
pecto a la recta y = x se obtiene otra para-
bola con:

foco (p, 0), directrizx =—p
vértice (0, 0), eje y = 0 cuya ecuacidn es:
Sy

26 Unidad Il » Leccion 1 » Clase 1. Ecuacion de la parabola

b)y =

&

Distanciad entre Py /

Fong”

-p D(x, —p)
Fig. 1.1

SiA20yB 20, entonces
A=B < A2=B2

Otra demostracion:

El punto P(x, y) esta en

la pardbola

< y=(pl

< |y+pl2=x2+(y-p)?

< y2+2py +p?
=x2+y2-2py +p?

< 4py =x2

e yp= L2
Y=ap

B

El punto T que es simé-
trico al punto S(a, b)
con respecto a la recta
y=xesT(b,a)

(b, a)

1 1
Q)y=-q5x2 d)y=-gx
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* Pardbolas cuyo eje
es paralelo al eje x.

Solo intercambiar x
yy.



Objetivo:

Entender la relacion de las ecuaciones de la figura
original y la desplazada.

Evaluacion: Ejercicio 1.4

Unidad Il. Leccion 1.
Clase 1

(Continuacién)

Clase 2

(Continda en la siguiente pagina)

T .
: :@f * Ejemplo 1.2. Encuentre la ecuacion de la :
i pardbola cuyo foco es (3, 0) y cuya directrizes x = }
¢ —3. Dibuje la gréfica. H
: - 1

¢ Solucion: x = 45 »?

............................................................

g? * Ejercicio 1.2. Encuentre la ecuacion de la
parabola cuyo foco es F y cuyo vértice es /. Dibuje la grafica.
a)F(1,0),/:x=—1 b)F(—%,O), l:x=%

.......................................................................................

H ‘—@-‘ Ejemplo 1.3. Encuentre el foco F, la directriz /, el vértice V y el eje de ;

@ * Ejemplo 1.2

[7Ro

é}\% * Ejercicio 1.2

Solucidn:

a)x=1y2 p)x=—1)2
4 2

\

3
y/ y
= i

! la parabola y = 3x2. Dibuje gréfica. H

: P y je gl y : Ef

H H —_—

¢ Solucion: Comparando y = 3x2 con y = ixz, ; Generalmente, compa-

: L L ap : rando 1

H i 3= = 1 H = =—

: set'leneque._%-@,Iuegop-ﬁ o : v ax?yy a4 X2, se

H : tiene que

PE=(0, 1) 7:y==1 jex= :

: F=(0, 7 )1y 12,V(O,O),eyex 0 — X : e

M cueeemenserasenssenssessensrassasssnssenssnsssassenssnssenssn bhasenasassenssee? ; o @ Ejemplo 1.3
é\? Ejercicio 1.3. Encuentre el foco F, la directriz /, vértice V y el eje. Luegop = % (6 mln)

Dibuje grafica.

3)}’=T]'2x2 b) y=-3x2 *C)x= %yz

Clase 2. Desplazamiento paralelo

Se desplaza paralelamente la pardbola

C:y=ax? s hacia el ejexy ¢ hacia el eje
yy se obtiene la parabola C.

c:
\ C:y=ax? f Plx, )
+5 +7
(x=s,y-1)

Desplazamiento paralelo
shaciaeleje x
thaciaeleje y

P(x,y)€C = (x-s5,y-1)€C
< y-t=alx-s)?
Por lo tanto, se tiene lo siguiente:

Cy=ax2—> —> Ciy—t=alx-s)?

.......................................................................................

P
§ 3@5 Ejemplo 1.4. Encuentre la ecuacion de la parabola obtenida después

: de desplazar la parabola y = 2x2, 3 hacia el eje xy — 1 hacia el eje y. y=2x2-12x+17.

......................................................................................

Unidad Il » Leccién 1 » Clase 2. Dezplazamiento paralelo

Se puede desarrollar:

27

*d) x =2 El punto es la compara-
cion de las dos formas
1
y=axtyy= z;x?
_ 1
a= ap

o, O
6\3 Ejercicio 1.3
(6 min) Solucién

1 _ 12
ap P7a3

F(0,3); ly=-3;
V(0,0); eje: x = 0.

T

y

[Desde aqui Clase 2]
valea b =f(a).

que estd en la figura y = f(x) equi-

Incisos b, ¢y d solucién
en pag. 53.

Ecuacidn de la figura desplazada.
(15 min)
Hay que saber que el punto (a, b)

[Hasta aqui Clase 1]

Q' Ejemplo 1.4. (5 min)

47
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Unidad Il. Leccion 1.

Clase 2

(Continuacion)

Clase 3

(Continua en la siguiente pagina)

o/ O

Q‘}‘% Ejercicio 1.4

(15 min) Solucion:
a) y—-1=(x-2)%

y=(x=-2)2+1
b) y—(=2)=3{x—(-4)}%,
y=3(x+4)2-2

c) y—2=-3(x-3)3
y==3(x-3)2+2
d y-3=-{x-(-1)p,
y=—(x+1)2+3

Forma general de des-
plazamiento
(10 min)

[Hasta aqui Clase 2]

[Desde aqui Clase 3]

Férmula de completa-
cion de cuadrado
(6 min)

{@} Ejemplo 1.5
(4 min) Calcular32y 42,

7RG

é\% Ejercicio 1.5
(9 min) Solucién
a)(x+4)2-16

b) (x +2)2-4
c)(x—3)2-9
d(x-1)2-1

Objetivo:

Evaluacion: Ejercicio 1.6, 1.7

Conocer la manera de completar cuadrados.

3’;\? Ejercicio 1.4. Encuentre la ecuacion de la pardbola obtenida después
del desplazamiento indicado:

a) y=x2% 2 hacia el eje x, 1 hacia el eje y

b) y =3x% -4 hacia el eje x, =2 hacia el eje y

c) ¥ =-3x% 3 hacia el eje x, 2 hacia el eje y

d) y=—x% -1 hacia el eje x, 3 hacia el eje y

Generalmente, si se representa la ecuacién de la figura C en la forma
F(x, y) =0, la férmula anterior tiene la siguiente forma:

1)=0 —> shaciaeleje x —5 C:Flr-s5,y-1)=0

Desplazamiento paralelo (forma general)
Flx, ) thaciaeleje y

Clase 3. Completacion de cuadrados

De la férmula de factorizacién: x2 + 2ax + a2 = (x + a)?, se obtiene la si-
guiente férmula de completacién de cuadrados.

Completacion de cuadrados

X tax=x242- 9 x4 (%)z _(%)2
(g - (3F e 9P -

...............................................................................

@' Ejemplo 1.5. Complete cuadrados. a) x2 + 6x b)x2 8x
{ Solucion: a) x2+6x=x2+2-3-x+32-32=(x+3)2-

i b) x2—8x=x2—2-4-x+42—42=(x—4)2—16 ;

.......................................................................................

:}\52 Ejercicio 1.5. Complete cuadrados.
a) x2 + 8x b) x2 + 4x c)x2—6x d) x2-2x

* Ejemplo 1.6. Complete cuadrados: x2+ 6x + 1
Soluuon xX2+6x+1=x2+2-3-x+33-33+1

=(x+3)2-9+1

5 =(x+3)2-8 i

.......................................................................................

2\? Ejercicio 1.6. Complete cuadrados.
a) x2+8x+2 b) x2+4x-5 c) x2—6x+1 d) x2-2x-7

......................................................................................

* Ejemplo 1.7. Complete cuadrados: 3x2 + 12x + 5

Soluuon 3x2+12x+5=3(x2+4x)+5=3{x2+2-2-x+22-22}+5
=3{(x+2)2-4}+5
=3(x+2)2-12+5 :
=3(x+2)2-7 :

.......................................................................................

28 Unidad Il » Leccion 1 » Clase 3. Completacion de cuadros

&

En el caso de la parabo-
lay = ax?, puede ser
Flx,y)=ax2=y.

La demostracién an-
terior se aplica a este
caso general.

&

Ya se aplico esta técni-
ca en la deduccién de
la férmula cuadratica.
(Matematica l)

K]
Primero transforme los
términos que contie-
nen x.

S |
Se recomienda que no
se abrevie el proceso
para evitar errores, so-
bre todo cuando el coefi-
ciente de x2 es negativo.

@ Ejemplo 1.7. (5 min)
Escriba todo el proceso.

§§2 Ejercicio 1.6. (6 min) Solucién
a) (x+4)2- b) (x +2)2-
c)(x-3)2-8 d)(x—1)2-8

@ Ejemplo 1.6.
(4 min)
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Objetivo:

Encontrar el desplazamiento aplicando completa-
cién de cuadrados.

Evaluacion: Ejercicio 1.9

Unidad Il. Leccion 1.

Clase 3

(Continuacién)

Clase 4

%\? Ejercicio 1.7. Complete cuadrados.
a) 3x2+6x+4 b) 2x2-8x+1
f) =5x2-10x+3

c) 5x2—-20x+4
g) —x2-4x+3

d) —3x2+12x-1
h) —x2+6x+1

.......

' g@q “*Ejercicio 1.8. Complete cuadrados.
a) x2+5x-2 b) —x2+x+1
d) —3x2+8x+1 e) 3x2+5x—4

c) 5x2—2x+1
f) —2x2+3x+7

Clase 4. Encontrar desplazamiento

§ ':@:' Ejemplo 1.9. Encuentre el desplazamiento que traslada

f C:y=x2 a C:y=x2-6x+10.

¢ Solucién: Completando cuadrados H
§y=x2—6x+ 10 = x2-2-3+x +32-32+10 = (x—3)2+1, y—1=(x—3)2§

Compare con la formu-

Por lo tanto, se obtiene C’ al desplazar C
H la de la Clase 2.

H 3 hacia el eje x y 1 hacia el eje y.

......................................................................................

33 Ejercicio 1.9. Encuentre el desplazamiento que traslada Ca C’
a)Ciy=x2C:y=x2-4x+5 b)C:y=x2C:y=x2+4x+10
d)Cy=x%C:y=x2-8x+2
e)C:y=—x2C:y=—x2-4x+3 f)C:y=—x2,C:y=—x2+6x-10
g)C:y=-3x%C:y=-3x2-6x+4 h)C:y=-5x2C:y=-5x2-20x+3

c)Ciy=x%Ciy=x2+6x+1

De esos calculos se ve lo siguiente:

Se puede poner la pardbola y = ax? + bx + ¢ sobre la parabola y =
a'x2+ b'x + ¢’ por un desplazamiento paralelo < a=a’.

Demostracion: La primera se obtiene desplazamiento
y=ax?ylasegunday = a'x?

Unidad II » Leccion 1 » Clase 4. Encontrar desplazamiento 29

@ * Ejemplo L.8. Co-r;'l-y;lete cuadrados: a)x2+3x+1  b)3x2—4x+1
Z()):JZCLO;+1=x2+2- 3 (3V-(3) 41 b3e-axr1=3(-4x) 41
(3] - ofo-z3es (3] (3o
(3] -3 Sfle-3] - §)n
s(e-3T -3 o
=3

%
é\% Ejercicio 1.9

(25 min)

Solucién en pag. 53

Condicion de la superposicion
de las pardbolas por desplaza-
miento.
(10 min)

?;\? Ejercicio 1.7
(11 min) Solucidn:
a)3(x+1)02+1
b)2 (x—2)2-7
c)5(x—2)2-16
d)-3(x—2)2+11
e)-2(x-1)2-1
f)—5(x+1)2+8
g)—(x+2)2+7
h)—(x—3)2+10

@ * Ejemplo 1.8
Esencialmente no hay
nada de nuevo. Solo
aparecen fracciones.

RO
é\g *Ejercicio 1.8
Solucién:

6 12
N-2(x-3) +F

[Hasta aqui Clase 3]

[Desde aqui Clase 4]

{@3 Ejemplo 1.9
(10 min)
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Unidad Il. Leccion 1. Objetivo:  Encontrar las componentes de la parabola com-
Clase 5 pletando cuadrados.

Evaluacion: Ejercicio 1.11

204 Ejemplo 1.10

(10 min)
Como la parabola y = Clase 5. Componentes de parabolas
xz _ 4x + 9 se Obtlene '?ff4j-"': ................................ :..: ........ f..................' ...... ey \
: /" Ejemplo 1.10. Encuentre el vértice, el eje, el foco y la directriz de la }
desplazando y = x?, pri- parabola i
=x2—4x+9.
mero se CalCUIa EI fOCO : Solucion: Se ob);ie:e la pj;:a'bolay:xz—4,r+9desplazandoy:xz.
y luego los demas com- 1 4 1
t H Comparado y =x2cony = Exz, setieneque 1= ap
ponentes. H 1
luegop = 7
Por otra parte,
%O . .. y=x2—4x+9=x2-2-2-x+22-22+49 =(x—2)2-4+9=(x—-2)2+5 Desplazar 2 hacia el eje
& Ejercicio 1.10 Sz S=-2)7+5 i xyShaciaelejey.
(25 min) Solucién: Veértice (0,0) (2,5) :
a =I{x—(-3)12+3 i| Eje x=0 x=2
)y ={x—(=3)} ; 1 7T
b) y= {X - (_2)}2 -3 Foco o, 7) 2, %)
c) y= (x—3)2-8 Directriz yz—% y= %
d)y=2{x_(_1)}2_5 e eteeeeeeesteseeteseeeeseneeensanenaenenenennenanennenennennenennennnennnnan®
e) y = 3(X — 2)2 -8 g\% Ejercicio 1.10. Encuentre vértice (V), el eje E, el foco (F) y la directriz (D).
f)y=—(x—3)2+12 a) y=x2+6x+12 b)y=x2+4x+1 c)y=x2—6x+1
g)y=—2{x—(—2)}2+11 d) y=2x2+4x-3 e)y=3x2-12x+4 fly=—x2+6x+3
h)y=—3()€—1)2+3 g) y=—2x2—-8x+3 h)y=-3x2+6x *)y=x2-3x+1
2
*|)y = ( —%> — % Si el focoy la directriz de la pardbola C: y =ax2son (0, p) y y =—p respecti-
vamente, entonces la ecuacion de C tiene la forma y = ixz. Por lo tanto,
v E F D se tiene que a = %, luego p = %4
a) (_3, 3) x=- (_3’ E) y= % Trasladando C, s hacia el eje x, ¢ hacia el eje y, se tiene lo siguiente:
e L
C:y=ax? Ciy=alx—s)2+t
b (-2,3) |v==2| (23| y=-F — —
Vértice (0,0) (s, 1)
C)(3,—8) x=3 (31_34_1) y:_% Eje x=0 x=s
1 1
OFL-s) fret | PL-R)yeg (B0 Bl
. . 1 1
Directriz y==3 yE—gg
Q-8 |x=2 |@2-5) |y=-F : -
f) (3, 12) x=3 (3, ﬂ) y= % 30 Unidad Il » Leccién 1 « Clase 5. Componentes de parabolas
g-211) |x=-2| (2 &) |y=8
N3 |x=1 | 3B) |y=3
' ‘1 12 Componentes de la parabola.
a3 5y .- 3 3 __3 .
Ny ghx=5 [ (5,70 |y=-3 (forma general) (10 min)

No es recomendable ensefiar esta parte primero para
aplicarla al ejercicio 1.11
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Objetivo:
tacion de cuadrados.

Evaluacion: Ejercicio 1.9

Encontrar el desplazamiento aplicando la comple-

Clase 6. Parabola y recta

' 5@:' Ejemplo 1.11. Encuentre los puntos comunes de y =x2yy =x + 2.
¢ Solucion:
: y=xz (1)
{y:x+2 (2) De (1) y (2) se obtiene:
x2=x+2, x2-x-2=0, (x=2)x+1)=0
x =2,x=-1.Sustituyendo el valor de x en (2),
cuandox =2, y=2+2=4 y
: cuandox=-1 y=-1+2=1

2;\3: Ejercicio 1.11. Encuentre puntos comunes si existen.
a) y=x2, y=—x+2 b) y=x2-x, y=3x-3
c) y=—x2+1, y=x-5 d) y=-2x2+3, y=-x

e) y=x2-x, y=3x—4 f)y=x2, y=x-1

5@:' * Ejemplo 1.12. Determine el valor de b de modo que y = x2yy=2x+b:
tengan un solo punto comun.

¢ Solucion:
y=x? (1)
y=2x+b ..(2) De (1) y (2) se obtiene:
x2=2x+b, x2-2x-b=0 .. (3)

La condicién equivale a que (3) tiene una Unica solucién real, lo
que significa que el discriminante D de (3) es 0. :
D=(-2)2-4(1)(-b)=4+4b=4(1+D)
Como D=0, entonce b=-1.

R .’

%
é‘% * Ejercicio 1.12. Determine el valor de » de modo que la pardbola y
la recta tengan solo un punto comun.

a) y=x?, y=-2x+b

b) y=x2-x, y=3x+b
c) y=-x?, y=6x+b

d) y=—4x?2-3x, y=x+b

B
Las coordenadas del

punto comun es la so-
luciéon del sistema de

ecuaciones. (Matema-
tica | Unidad IV)

2

Cuando una recta no
paralela al eje de la pa-
rdbola tiene un unico
punto comun con la
pardbola, se dice que
la recta es tangente a la
parabola.

La ecuacién ax2+ bx +c¢
=0 (a #0) tiene una Uni-
ca solucién & el discri-
minante b2 —4ac = 0.

Unidad Il » Leccion 1 » Clase 6. Parabola y recta 31

X0
N Ejercicio 1.12
Solucién en pag. 54

Unidad Il. Leccion 1.
Clase 6

':@} Ejemplo 1.11
(10 min)

& Ejercicio 1.11

(35 min) Solucién

a)x2=—x+2,
(x+2)x-1)=0
(-2,4),(1,1)

b)x2—x=3x-3,
(x-3)x-1)=0
(3,6),(1,0)

c)—x2+1=x-5,
(x+3)(x-2)=0
(-3,-8),(2,-3)

d)-2x2+ 3 =-x,
(2x—=3)(x+1)=0
(3,-3), (1)

e)x2—-x=3x—-4
(x-2)2=0
(2,2)

f) x2=x-1,x2-x+1=0
No tiene soluciones
reales. Luego no existe
punto comun.

':@:' * Ejemplo 1.12
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Unidad Il. Leccion 1.

Ejercicios de la leccion

c) —1=$,p=—%,
(0,—%),y=—
d-2 =45, P=—13
(0, —12) y= 1i
3.
a)y-(-1)= 3 (x-1)

y= %(x—l)z—l
b)y-1=-3{-(-1)p

y———(x+ —)2+ %
4.a)-2(x-12-1
b)-3(x-3)2- 2
5.3)Cy=(x-2)2-1

=(x+1)2+2;

—3 hacia el eje x

3 hacia el eje y
b)C:y=—(x+3)2+10
Ciy=—(x-2)2+1,;

5 hacia el eje x

-9 hacia el eje y

c) C:y=—2(x—%)2+%
C':y=—2(x—%)2+l;

—% hacia el eje x

—% hacia el eje y

-1_1 =_3
3 % 4
V(3,3), E:x=3,
1

Fi(3, %) Diy=12

l.a)y=+

b)y = — 5 x2

2. Sean (0, p) el focoy y = —p la directriz.

a)2=

b)5- ap P

1 1
Ar pz%: (ol g); y=_§

1 1
201 (0/ ﬁ); y=-

Ejercicios de la leccion

a) y=2x2+3x, y=2x+1

b) y=—6x2-3x+2, y=4x-1

32 ‘ Unidad Il » Leccion 1 » Ejercicios de la leccion

1. Encuentre la ecuacion de la pardbola que tiene el foco Fy la directriz / Clase 1
siguientes:
1 =L
a) K0, ), l:y=
b) F(0,-3), /:y=3
2. Encuentre el foco y la directriz. Clase 1
a) y=2x? b) y =5x2
) y=-x? d) y=—%x2
3. Encuentre la ecuacién de la parabola obtenida después del desplaza- Clase 2
miento indicado.
a) y= %xz; 1 hacia el eje x, —1 hacia el eje y
3 1 . . 1 . .
b) y:—sz; -5 hacia el eje x, 3 hacia el eje y
4. Complete cuadrados. Clase 3
1o
a) X2+ 1
b) —3x2+2x-1
5. Encuentre el desplazamiento que traslada Ca C". Clase 4
a)Ciy=x2—4x+3, Ciy=x2+2x+3
b)C:y=-x2-6x+1, Chy=-x2+4x-3
c)Cy=—2x2+6x-2, Ciy==2x2+x
6. Encuentre el vértice (V), el eje (E), el foco (F) y la directriz (D). Clase 5
a) y= —gxz +2x
b) y=2x2+x-1
7. Encuentre los puntos comunes. Clase 6

My=HX+%V—§n

-1 ,_1
2=7, P=%
V(—Z, 3), Ex=-7,
F:(—z,—l), D:y=—%
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7.a) 2x2+3x=2x+1,

(2x—1)(x+1)=0

(3,2), (-1,-1)
b)—6x2-3x+2=4x-1,

(3x—1)(2x +3) =

(3.3) 3.7




Solucion Ejercicio 1.3.  Pag.47. Incisos b), c)y d) Solucidn

-1 __ 1 1_ 1., _

b) 3_4[7' pP= 12 *C)g—ﬁ,p—z
F(O,—l—lz); l:y=% F(2,0); lx=-2
V(0,0); eje:x=0 V(0, 0); eje:y=0

¥ y
X

L
N

Solucidn Ejercicio 1.9.  Pag. 49.

(o Hacia el eje x Hacia el eje y
a) y=(x-2)+1 2 1
b) y={x-(-2)F+6 -2 6
) y={Hx-(-3)P-8 -3 -8
d y=(x-4)2-14 4 -14
e) y=—{(x—-(=2)R+7 -2 7
f) y=—(x-3)2-1 3 -1
g) y=-3f—(-1)p+7 -1 7
h) y=-5{x—(-2)}2+23 -2 23
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Solucion Ejercicio 1.13.  Pag. 51.

Sea D el discriminante.
a)x2=-2x+b,
x2+2x—-b=0
D=22-4-1-(-b)
=4+4H=0
b =-1 Respuesta.

b)x2—x=3x+b,
x2—4x-b=0
D=(-4)2-4-1-(-b)=16+4b=0
b =—-4 Respuesta.
c)—x2=6x+b,
x2+6x+b=0
D=62-4-1-b=36-4b=0
b =9 Respuesta.

d)-4x2-3x=x+b,
Ax2+4x+b=0
D=42-4-4-h=16-16b=0
b =1 Respuesta.
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Objetivo:

Evaluacion: Ejercicio 2.1,2.2y 2.3

Entender la ecuacion de la circunferencia.

Unidad Il. Leccion 2.
Clase 1

(Continua en la siguiente pagina)

Leccién 2. Cincunferencias

Clase 1. Ecuacion de circunferencia

-
Definicion Circunferencia

La circunferencia con el centro Cy el radio » es el conjunto de puntos
en el mismo plano que C, que distan » del punto C.

-
Ecuacion de Circunferencia
(x—a)2+(y—-b)2=r2 centro: C(a, b), radio: r

Demostracion: P(x, y) estd en la circunferencia < PC=r
= \/(x—a)2+(y—b)2 =r
< (x—a)2+(y-b)2=r2

’:@} Ejemplo 2.1. Encuentre la ecuacion de la circunferencia cuyo centro
es (2, 3) y el radio 4.

Solucién: (x—2)2+ (y—3)2=42, (x—2)2+ (y—-3)2=16 (Respuesta)

é\i’ Ejercicio 2.1. Encuentre la ecuacidn de la circunferencia con el centro
Cyelradior.
a)C(4,1),r=2 b)C(-5,2),r=1 c)C(-2,-1),r=2 d)C(0,0),r=4

.......................................................................................

¢ Solucién: Expresando la ecuacién en forma de (x = 3)2 + {y — (-4)}2 = 52
¢ el centro: (3, — 4), el radio: 5. H
g)\% Ejercicio 2.2. Encuentre el centro (C) y el radio (r).
a) (x=2)2+(y-1)2=9 b) (x-3)2+(y+2)2=16
c) (x+4)2+)2=1 d) (x+2)2+(y+3)2=5
§ ’:@:' Ejemplo 2.3. Encuentre la figura representada por la ecuacion:
; x2+y2—-6x—2y+6=0.
X2+)2—-6x-2y+6=0
(x2—6x)+(2-=2y)+6=0
(x2=2-3-x+32-32)+(2-2-1-y+12-12)+6=0
(x=3)2-9+(y-1)2-1+6=0
(x=3)2+(y-1)2=4
(x=3)2+(y—-1)2=22

+ Solucién:

......................................................................................

g\g’: Ejercicio 2.3. Encuentre la figura representada por cada ecuacion.
a) x2+y2-2x-4y—-4=0 b) x2+y2+4x-6y+9=0

c) x2+y2+4y+3=0 d) x2+y2+10x+6y+30=0

*e) x2+y2—-6x+2y+10=0 *f) x2+y2+4x-8y+21=0
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Definicion de la Circun-
ferencia. (3 min)

Ecuacion de la Circun-

& ferencia. (8 min)
ﬁbi
— @ Ejemplo 2.1
(4 min)

La distancia entre
(x1,31) ¥ (x2, y2) €s

(x2—x1)*+(y2—y1) %O
N Ejercicio 2.1

(4 min) Solucién:
a)(x—4)2+(y-1)2=4

b) (x+5)2+(y—2)2=1
c) (x+2)2+(y+1)2=4
d)x2+y2=16

SiA20 yB 20, entonces
A=B < A2=B?

{@} Ejemplo 2.2
(5 min)
S |
Complete cuadrados. 0/<°> ] o
& Ejercicio 2.2

(4 min) Solucién:
a)C(2,1),r=3
b)C(3,-2),r=4
c)C(-4,0),r=1

d) C(-2,-3),r= V5

{@} Ejemplo 2.3
(6 min)

b) (x+2)2+(y-3)2=2?

*e) (x=3)2+(y+1)2=0

%&
& Ejercicio 2.3

Circunferencia C(-2, 3),r=2

C)x2+ (y+2)2=12

Circunferencia C(0,-2),r=1

d) (x+5)2+ (y+3)2 =22

Punto (3, -1),

) (x+2)2+ (v - 4)2 =1

Circunferencia C(-5,-3),r=2

Ninguna figura

(121 min)

a) (x—1)2+(y—2)2=32
Circunferencia C(1, 2),
r=3
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Unidad Il. Leccion 2.

Clase 1

(Continuacion)

Clase 2

Entender cdmo encontrar la ecuacion de

tangente a una circunferencia.

Objetivo:

Evaluacion: Ejercicio 2.5

(Continua en la siguiente pagina)

g}‘% *Ejercicio 2.4

Solucién:

a) (x—3)2+(y+ 1)
=10-k, 10-k=42,
k=-6 (Respuesta)

b) La ecuacidn de la cir-
cunferencia es:
(x=2)2+(y+1)2=32,
xX2+)?2—4x + 2y -4
= 0. lgualando los
coeficientes, se tie-
neques=-4, t=2,
k =—4 (Respuesta)

[Hasta aqui Clase 1]

[Desde aqui Clase 2]

Caracteristica de la
tangente a una circun-
ferencia. (3 min)

Férmula de la tangente
(23 min)

Como se trata de la
pendiente, hay que ex-
cluir los cuatro puntos;
(11 0), (O, 1); (_110) y
(0,-1).

{@} Ejemplo 2.4
(4 min)

%
6\% Ejercicio 2.5
(15 min) Solucién:
a)3x+2y=13
b)—x+3y=10

la

& * Ejercicio 2.4.
a) Determine el valor k de modo que x2 +y2—6x + 2y + k = 0 represente una circunferencia con el radio 4.

b) Determine el valor de s, 7y k de modo que x2 + y2 + sx + £y + k = 0 represente la circunferencia con el
centro (2,—1) y el radio 3.

Clase 2. Tangente a la circunferencia

-
La tangente a una circunferencia
Es perpendicular al radio que pasa por el punto de tangencia.

cia P(xy, y1) es XpX+y,y=r?

P
La tangente a la circunferencia x2 + y2 = r2 con el punto de tangen-'}

Demostracion:
Caso 1. Cuandox; #0 y y; #0. La pendiente de la recta OP es %
Sea a la pendiente de la tangente.
Como la tangente es perpendicular a la recta OP, se tiene que:
N _ __M
a)T1 =-1, a= T
Por otra parte, la tangente pasa por el punto P(xy, y).

Dos rectas son perpen-
diculares cuando el pro-
ducto de las pendientes
esiguala-1.

I

Multiplicando por y;; queda: x;x+y;y=r2 n Lt
Caso 2. Cuando x; =0setienequey;=ro-ry PesA(0,r) o B(0,-r), i }

. X1
Por lo tanto, se tiene que: y—y; = —i(x—xl).

luego latangentees y=r o y=-r.
Multiplicando y;, se tiene que y, y = r?
Como x; =0, se tiene que x; x +y; y =12

V="

T x
] x=r

Caso 3. Cuando y; = 0.
Se puede tratar de manera similar al Caso 2.

.......................................................................................

H ‘@" Ejemplo 2.4. Encuentre la tangente a la circunferencia x2 + y2=5en
i el punto (2, 1). :

%
Q\% Ejercicio 2.5. Encuentre la tangente en el punto indicado.
a) x2+y2=13, (3,2) b) x2+y2=10, (-1,3)

c) x2+y2=20, (2,-4) d) x2+y2=2, (-1,1)
e) x2+y2=4, (-2,0) f) x2+y2=9, (0,-3)

34 Unidad Il » Leccion 2 » Clase 2. Tangente a la circunferencia

c)2x—4y=20, x—-2y=10

d—-x+y=2
e)—-2x=4, x=-2
f)=3y =09, y=-3

56 Unidad Il e Leccién 2 e Clase 2. Tangente a la circunferencia




Objetivo:  Entender la manera de calcular las coordenadas de
los puntos comunes de la circunferencia y la recta.

Evaluacion: Ejercicio 2.7

Unidad Il. Leccion 2.
Clase 2

(Continuacién)

Clase 3

(Continda en la siguiente pagina)

.......................................................

................................

DR .
H '—@-’ * Ejemplo 2.5. Encuentre la tangente en el punto P(4, 6) a la circun-}

i ferencia (x—3)2+ (y—4)2=5.

¢ Solucidn:

Paso 1: Se traslada la circunferencia —3 hacia el eje x y —4 hacia el eje y. :
: Se obtiene la circunferencia C": x2+y2=5 H
y el punto P se traslada al punto P’(1, 2)... (4 -3, 6 —4).

§ Paso 2. Latangente /”en P’ aC’ es
: 1x+2y=5, x+2y=5.

¢ Paso 3. Se traslada /’ 3 hacia el eje x y 4 hacia el eje y.

Se obtiene

.......................................................................................

f@\i’ * Ejercicio 2.6. Encuentre la tangente en el punto P.

a) (x+3)2+(y-1)2=13, P(-5,4)
b) x2+y2-4x+6y+3=0, P(5-2)

Clase 3. Circunferencia y recta

.......................................................

x2+y2=5 'y 3x+y-5=0

H
+ Solucién: Las coordenadas de los puntos comunes
i son soluciones del sistema de ecuaciones:

H

x2+y2=5 (1)

{3x +y-5=0 ..(2)
De (2) se tiene quey ==3x+5 .. (3)
: Sustituyendo (3) en (1)
$x2+(=3x+5)2=5, 10x2-30x+20=0
ix2-3x42=0, (x-1)(x-2)=0,
¢ Sustituyendo los valores de x en (3),
Cuandox=1, y=2
¢t Cuandox =2, y=-1
‘Respuesta (1,2) v (2,-1)

O
& Ejercicio 2.7. Encuentre los puntos comunes.

a) x2+y2=10, 2x-y-5=0
b) x2+y2=5, x+3y+5=0
c) x2+y2=13, 5x—y-13=0
d) x2+y2=25, 4x-3y+25=0

................................

...............................

Véase Ejemplo 1.12
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c) Sustituyendo y = 5x — 13,

x2+(5x—13)2=13
26x2—130x+156=0
x2-5x+6=0
(x-2)(x-3)=0, x=2,3

(2,-3), (3, 2) Respuesta.

d) Sustituyendo y = %x+ 23_5,
4 25
x2+(3 x+ 73 )2=25
25 5, 200 400 _
g X't g Xt g =0
x2+8x+16=0

(x+4)2=0, x=—4 (-4, 3) Respuesta.

':@:' *Ejemplo 2.5

%e
é\s *Ejercicio 2.6
Solucioén:
a) (x+3)2+(y—-1)2=13
>x2+y2=13
p(_51 4) 9[)’(_21 3)
—2(x+3)+3(y—-1)
=134 -2x+3y=13
—2x + 3y = 22 Respuesta.

b) (x—2)2+(y+3)2=10
>x2+2=10
p(51 _2) ep’(3; 1)
3(x—2)+(y+3)=10
&3x+y=10
3x +y =13 Respuesta.

[Hasta aqui Clase 2]

[Desde aqui Clase 3]

’:@3 Ejemplo 2.6
(10 min)

%

é}‘% Ejercicio 2.7

(35 min) Solucién:

a) Sustituyendo
y=2x-5,
x2+(2x-5)2=10
5x2-20x+15=0
x2—4x+3=0
(x-1)(x-3)=0,x=1,3
(1,-3), (3, 1) Respuesta.

b) Sustituyendo
x=-3y-5,
(-3y—=5)2+y2=5
10y2+30y+20=0
y2+3y+2=0
(y+1)(y+2)=0,y=-1,-2
(_21 _1)1 (11 _2)
Respuesta.
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Unidad Il. Leccidn 2.
Ejercicios de la leccion

Problemas de la unidad

1.
a)(x—1)2+(y+2)2=5
Circunferencia centro

(1,-2), radio /5.

b) (x= 3P+ v+ 3= 3.
Circunferencia centro
(%, —%), radioi.

V2
5

O e+ 3P+ = 3P= 3.

Circunferencia centro

(- 5, 3) radio %0.
3 4
Za)g —gy—l,
3x—4y=5
b)—y/3x+y=4
c)2x—\/§y=9
3.
a) Sustituyendo
__5 17
y=—2x+
3 317

X2+ (-3x+ g )2=17
34 Y2 170 X+ % 0
? 5x + 4 0

(x-1)(x-4)=0, x=1,4

(1,4), (4, -1) Respuesta

b) Sustituyendo

3 13
(—2y+ 2 )2+y2=26
13 39 65
4y =0
y2—6y +5= 0

-1 -5)=
(5,1),(-1,5) Respuesta

[Hasta aqui Ejercicios
de la leccion]

[Desde aqui Problemas
de la Leccion 1]

Ejercicios de la leccion

1. Encuentre la figura de cada ecuacion.
a)x2+y2-2x+4y=0 b)x2+y2-3x+y+2=0
c)x2+y2+5x=3y+6=0

2. Encuentre la tangente en el punto P.
a)x2+y?=1, P(2,-2)  bjx2+y2=4, P-y3,1)
c)x2+y2=9, P(2,-5)

3. Encuentre los puntos comunes.

a)x2+y2=17, 5x+3y-17=0 b)x2+y2=26, 2x+3y-13=0

Problemas de la Leccion 1

1. Encuentre el desplazamiento paralelo que traslada C a C'.
a)Ciy=x2-x+1, C:y=x2+3x+5
b)C:y=-2x2+2x-1, C:y=-2x2-3x

2. Encuentre los puntos comunes.

a)y=2x2+x-3, y=—-x2+6x—-1 b)y=3x2-2x+1, y=x2-3x+4

3. Encuentre la parabola obtenida desplazando C y cuyo vértice es V.
a)C:y=x2V:(3,2) b) C:y=-2x2, V:(-3,-4)

4. Encuentre la parabola obtenida después del desplazamiento indicado

de la parabola C.

a) C:y=2(x—1)2-4; 3 hacia el eje x, — 2 hacia el eje y

b) C: y=—x2+3x+1; -2 hacia el ejex, 1 haciaelejey
5. Encuentre los puntos comunes.

a)x2+y2—4x-2y-5=0, 2x-y+2=0

b)x2+y2—4x+2y-8=0, x+5y-10=0

6. Determine el valor de k de modo que el eje x esté tangente a

X2 +y2+2x—4y+k=0

Problemas de la Leccion 2

1. Determine el valor de @ de modo que la recta y = ax — 9 esté tangente

a la pardbola y = x2.
2. Encuentre las tangentes de x2 + 2 =5 cuya pendiente es 2.

3. Demuestre que la tangente en el punto P(xy, ;) de la circunferencia C:

(x—a)2+ (y=b)2=r2 es (x;—a)(x —a) + (v - b)(y = b) = 12

4. Encuentre la(s) tangente(s) de x2 +y2 =5 que pasan por el punto (3, 4)

considerando lo siguiente:
a) Sea P(xy, y1) el punto de tangencia. Exprese la tangente con x; y y;.

b) Utilice el hecho de que el punto P esta en la tangente en a) y obten-

ga una ecuacion de x; y y;.

c) Utilice el hecho de que el punto (x;, y;) esta en la circunferencia y

obtenga una ecuacién de x; y y;.
d) Resuelva el sistema de ecuaciones en x; y y;.
e) Exprese la(s) tangente(s).
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Clase 1

Clase 2

Clase 3

Clase 1.4

Clase 1.6

Clase 1.5

Clase 1.2

Clase 2.3

Clase 2.1

Clase 1.6

Clase 2.2
Clase 2.2

Clase 2.2

Problemas de la Leccion 1
Solucién en pag. 59

Problemas de la Leccion 2
Solucién en pag. 60
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Unidad Il. Problemas de la Leccidn 1. Soluciones

2
l.a)Ciy= (x—%) + % vértice(%, %)

’ 3\2 11 ;. 11
C:y=<x+7> +T VGFUCE(—%,T)

—2 hacia el ejex y 2 haciael eje y

1\ o
b)C:y=—2<x—7) —% ver‘uce(%,—%)
2
y-—2< —) + o Vértice (—%, %)
. . 13 . )
_Z hacia el eje x y g hacia el eje y

2. a)2x2+x—-3=—x2+6x—-1
3x2-5x—-2=0,(3x+1)(x-2) =

1
_gr_TS)r (21 7)
b)3x2—-2x+1=x2-3x+4
2x2+x-3=0,(2x+3)(x—-1) =

-3, ) 12)

3.a)y=(x—3)2+2
b)y=-2(x+3)2-4

4. a)y=2(x—4)2-6
b)y=—(x+2)2+3(x+2)+1+1
y=—x2-x+4

5. a) Sustituyendo y =2x + 2,
X2+ (2x+2)2-4x-2(2x+2)-5=0
5x2-5=0, x=t1
(1, 4), (-1, 0). Respuesta

b) Sustituyendo x = =5y + 10,
(-5y+10)2+y2—-4(-5y+10) +2y—-8=0
26y2—78y+52=0,y2-3y+2=0 y
y=1,2 (5, 1),(0, 2) Respuesta.

6. La ecuacion dada equivalea (x +1)2+ (y—2)2=5-%
La condicidn de la tangencia equivale a que el radio es iguala 2.
Porlotanto5—-4k=22. k=1 (Respuesta)

(_lr 2).———— 2

Unidad Il e Leccidon 2 e Soluciones Problemas de la Leccion 1 59



Unidad Il. Problemas de la Leccidn 2. Soluciones

1.

Sustituyendoy=ax—-9, ax—-9=x?
x2—ax +9=0. El discriminante
D=(-a)?—4-1-9=a?-36. La condicién de la tangencia es D = 0. Luego a = 6 (Respuesta).

. Sea P(xy, y1) el punto de tangencia. Como la pendiente de la tangente es 2, la de OP es —%.
Ji__1
Por lo tanto X1 -3
X1 = —2y1 ...... (1)

Sustituyendo (1) enx2+y 2 =5, se tiene que 5y2=5,y; = %1
Luego (x1, ¥1) = (=2, 1), (2, 1) Entonces las tangentes son—=2x +y =5,2x -y =5

. Desplazando C a C’ de modo que el centro quede en el origen, la ecuacion de C’ es x2 +y2 =r2y P se

traslada a P’(x; —a, y; — b). La tangente a C’ en P’ es (x; — a)x + (y, — b)y = r2.
Desplazando estas figuras de modo que C’ se traslade a C, esta tangente se traslada a:

(x;—a)(x—a) + (yy = b)(y - b) = 12

La)x x+y,y=5

b) Sustituyendo (x, y) = (3, 4).
3X1 + 4y1 =5

C)x:2+y2=5.

d)Sustituyendo y, = —% X+ %,

5 25 15 55
x+(-gu+ gR=5, fguni-gn- g =0

Sx2—6x;—11=0.  (5x,—11)(x;+1) =0
11 2
(xl;y1)=( 5 r_g)r (_1r 2)

e)11x—-2y=25 —x+2y=5.
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Objetivo: [A] Definir una elipse y determinar su ecuacion.

Unidad Il. Leccion 3.

Clasely2

(Continta en la siguiente pagina)

Leccion 3. Elipse

Clase 1y 2. Ecuacion de la elipse

s [ 2
Definicion 3.1

Una elipse es el conjunto de puntos P(x, y) en
un plano, tales que la suma de las distancias de

P, a dos puntos fijos (F; y F,) es constante.

A los puntos fijos F; y F; se les llama focos.
El punto medio del segmento que une Fyy F, se le denomi

. Al &
NN ﬁdT
“w elipse.

d, y d, son las distan-
ciasde Pa Fyy F; res-

-
Ecuacion de la elipse

La ecuacion de una elipse con centro en el origen (
2

x2 e X2

2 pEtl ° pEta

)

P! donde a>bh>0.

(0,a) —

) o4 (0, 0)
Eje mayor /Interseccién eje y

Vértice

F
(~a,0) Vértice 0,¢)
~,

(a,0)

origen donde se define que ¢2 = g2 — b2

Demostracién de la ecuacion.
Para demostrar la ecuacidén de la elipse, se tomard el
yor.

Jx+e)2+y2+ fx-c)2+)2=2a
Vix+c)P+y2=2a- /(x-c)2+)?

(x+c)2+y2=4a2—4a[x—c)2+y2 + (x -
x2+2ex +c2+y2=4a?—4a x—c)2 + )2 +x2—

4cx =4a?—4a./(x—c)?+)?

4ex =4 (a?—ay/(x—c)?+)?)

Vértice )V

* (""O/) \’" o troy continen los focos
Interseccion eje x Interseccion eje x .
Eje menor: Es el seg-
fni;'seccién ejey Vértice mento que pasa por
;%wz%:lﬂnb o el centro de la elipse y
praha>b es perpendicular al eje

Fig. 1 Fig. 2 mayor.

En una elipse con centro en el origen, la longitud del eje mayor es 2ay la
longitud del eje menor es 2b. Los focos estdan a una misma distancia ¢ del

Sea m = 2ay los focos en x con coordenadas F; (—¢, 0), F; (¢, 0). %
d, y d,son las distancias de F; a Py F, a P respectivamente. @
P es un punto en la elipse, por definicion: dy+d,=m La distancia entre dos

(/(x+ )2 +y? )= (2a—/[x—c)2+1?)* Elevando ambas al cuadrado [z —x1)2 + (72— 1)

. pectivamente.
na centro de la elipse.
0,0)es
&
: Eje mayor: Es el seg-
1= Eidmayor mento cuyos extremos
? fje enor son los vértices de la

elipse, pasa por el cen-

eje x como eje ma- Focos en.x

puntos (x1, y2) y (x2, y2)
es

cP+y?
2cx +c2+y?
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Presentar la figura 1y 2 en la pizarra e
identificar y definir los elementos de la
elipse.

Demostracion de la ecuacion

(15 min)

*Analizar la demostracion de la fér-

mula de la elipse en LE.
El docente puede intentar que los es-
tudiantes demuestren la otra formula
cuando el eje mayor esta en y siguien-
do los mismos procedimientos.

[Hasta aqui Clase 1]

[A]
Ecuacion de la elipse

Definicion 3.1. (20 min)
*Se puede intentar hacer
una elipse utilizando una
hoja de papel un cordén de
hilo y dos tachuelas de pa-
pel de la siguiente manera:
Colocar las dos tachuelas
en el papel a una distancia
arbitraria, luego fijar cada
extremo del hilo en las
dos tachuelas, el hilo debe
tener una longitud mayor-
que la distancia entre las
tachuelas luego con un |a-
piz tensar el hilo y dibujar
el trazo de tal manera que
el hilo permanezca tensa-
do. (resultara una elipse).

*Hacer que los estudiantes
noten que la distancia de
los focos a cualquier punto
de la elipse sera constante.
Concluir en la definicién
3.1.

*Explicar que la elipse
tiene centro y este se ob-
tiene sacando el punto
medio del segmento for-
mado por los focos.

Elementos de la elipse.
(10 min)

*Concluye en la ecuacion
de la elipse
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Clasely2

(Continuacion)

(Continua en la siguiente pagina)

[Desde aqui Clase 2]

Objetivo:
ciertos elementos.

[B] Encuentrar la ecuaciéon de una elipse dados

[C] Determinar la ecuacion de una elipse cuando el

eje mayor esen y.

Evaluacion: Ejercicio 3.1y 3.2

[B]

"@: Ejemplo 3.1

(7 min)

M: éQué datos se dan en
el problema?

RP: Los focos y los vértices
M: De acuerdo a los datos
dados écual es el eje ma-
yor de la elipse?

RP: eje x

M: Si el vértice es (5, 0) y
(-5, 0) cuanto vale a2

RP: 25

M: ¢ Cudnto vale ¢2?

RP: 9

M: éCémo encontramos
b??

RP: Restando a? — ¢2

M: ¢ Cuanto vale b2?

RP: 16

Concluye en la ecuacién
de la elipse.

7%
& Ejercicio 3.1
(15 min) Solucion:

2
X Yy _
a) 5z + 39 =
Y 1(0,v39)

F1(-5,0) F2(5,0)

cex =a2—aflx—c)?+)?
(ex —a?)? = (—ay/(x—c)2+)2)? Elevando al cuadrado

c2x2=2cxa?+a*=a?[(x—c)2+y?]

c2x?2=2cxa?+a*=a?[x?—2cx +c2+)?]

c2x2=2cxa?+a*=a?x2-2a%cx +a?c?+a?y?

04_02C2=azx2_czx2+a2y2
a? (az —_ CZ) =X2 (GZ — CZ) + aZyZ
Se define que c2= a2 - b2, es decir b2 = a2 - ¢2. Por lo tanto,
aZ bZ =x2 b2+a2y2
x2b2  a2y? _ a’b?

bt b T ahr Ambos lados divididos entre a2 b2

X2,y
ﬁ"%‘l

204 Ejemplo 3.1. Encuentre la ecuacion de la elipse cuyos focos son (3, 0)
+y(=3,0)y con vértices en (= 5, 0) y (5, 0). Dibuje la elipse.

Solucién: Como los focos y los vértices estdn dados en el eje x, entonces
¢ el eje mayor estd en x.

§ Los focos F; (¢, 0), F; (¢, 0) entonces como ¢ >0,¢c=3 > ¢2=9

¢ Los vértices V(a, 0), V(—a, 0) entonces como @ >0, a=5-> a2=25

§ Por (1), c2=a?—b2> b2=a?~c?

H b2=25-9=16; > b=1%4

H v

. 2

¢ La ecuacién con la forma Z—i+ %: 1
2

quedaria: ;—; + % =1, sugrdficaes:

.

& Ejercicio 3.1. Encuentre la ecuacién '.
de la elipse y grafiquela si: 1
a) Vértice: V(18, 0); Focos: F(£5, 0)

b) Vértice: V(19, 0); Focos: F(+2, 0)

c) Vértice: V(+4, 0); Focos: F(x2+3,0)

d) Vértice: V(£3, 0); Focos: F(1, 0)

e) Vértice: V(x4 15, 0); Focos: F(£y/2,0)

Una elipse puede tener su eje mayor en el eje y por lo tanto la forma de
la ecuacién es:
2 2

% + % =1

Los focos estan definidos por F; (0, —¢); F, (0, ¢)
sus vértices estan dados por (0, a) y (0, —a)

dondea>b>0y c2=a?2-h?

B

Se sustituye b2 = a2 —c2

para obtener
a?b?=x2h2+qa2y?

i8]
7

Si el eje mayor esta en x
los focos estan dados por
(¢, 0) y(=c, 0) y los vérti-
ces por (a,0) y (—a,0).
Los extremos del eje me-
norson (0, b) y (0, —b).

Vértice: Son los extremos
del eje mayor (Fig. 1).

&
V(8, 0) debe entenderse
como: V(-8, 0) y V(8, 0).

C
[c] IZ;
Se puede hacer un razo-
namiento similar a la de-
mostracion anterior para
demostrar la ecuacion

V(=8,0) 0,0) V(8,07 y los extremos del eje menor son: (b, 0) y (=5, 0). z—i+ aLi: 1.
38 | Unidad Il » Leccion 3 » Clase 1y 2. Elipse
(0,-v39)
2 2 2 2 2 2
X LY _ x LY X LY
¢)ig t7 =1 d g +% = e) 15 + 13 =1
y Y 7) y
e Fal-2/3.0) 02 FeB0 F2(-1,0), F1(1,0) Fa~v2,0) o F1/2,0)
— X / X > + X [ Vs X
V(-9,0) 0,00 JVv(9,00 x v(_4,0)k ,(_(y V(4,0) V(-3,0) 0,0) Jv(3,0) V(=v15,0) (0,0) JV/15,0)
(0,-v77) (0-2) 0, -2v2) e
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Objetivo: [A] Graficar elipses.

Evaluacion: Ejercicio 3.3y 3.4

Unidad Il. Leccion 3.
Clasely2

(Continuacién)

Clase 3

(Continda en la siguiente pagina)

s

I's
:
.

@ Ejemplo 3.2. Encontrar la ecuacidn de la elipse cuyos focos son F} (0, 3)
: Fz (0, —3) y vértices son (0, —5) y (0, 5). Grafique la elipse.

H Solucmn Los focos y vértices estan en el eje y, el eje mayor esta en y. La
forma de la ecuacion es:

.
.
.
.
.
.

x2
Pt L 1 ,
i Los focos estan dados por: 10,5)

F(O +¢) = (0, £3)> comoc¢>0,c=3
: entonces ¢2=9
: Los vértices estdn dados por:
V(0, ta) = (0, £5)-> comoa>0,a=5 (-4,0) (0,0)
entonces a2 = 25
como c¢2 = a?— b2 entonces
b2=a2-c¢2 - bh2=25-9=16 70, -5)

2;\? Ejercicio 3.2. Encuentre la ecuacién de la elipse y grafique si:
a) Vértices: (0, £7) y focos: F (0, £3)

b) Vértices: (0, £3) y focos: F (0, 1)

c) Vértices: V(0, +12) y focos: F (0, £5)

d) Vértices: V(0, £5) y focos: F (0, £'5)

e) Vértices: (0, 27) y focos: F (0, £2)

Clase 3. Ecuacion de la elipse

.................................................................................... N

@ Ejemplo 3.3. Determine los vértices y los focos de la elipse cuya ecua-

cnon es 9x2+16y2 = 144. Grafique la elipse.

Solucidn: La ecuacion de una elipse puede tener una de las siguientes formas:
2 2 2

X Yy X Yy
“5+-5=1 o F + u
+ debe escribirse como una de ellas:
ax’+16y? 144
a4 < 144 lo que resulta al simplificar: 16 +g9 =1
: La ecuacion resultante determina ¥
: el eje mayor en x; por lo que: (0,3)
a?=16-> comoa>0,a=4

b2=9 > comobh>0,b=3

=5 =1 a>b>0;porloque la ecuacién dada }

fc2=a2-h2=16-9=7 £ B i3

P comoce>0,c= 47 4,0\ (-v7,0 7,0) /(4,0

Focos: Fi(¥7,0) y Fy(=+7,0)
Vértices: V1(4,0) y V5(~4,0)

i Extremos del eje menor: (0, 3) y (0, —3). g H

e -’

B

Enel Ejemplo 3.1 los va-
lores a y b son los mis-
mos que en el Ejemplo
3.2; pero la ecuacién
es distinta, porque en
este caso su eje mayor
estdeny.

[A]

a>b
16>9
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*Hacer que el estudiante se dé cuenta
gue para que la ecuacién sea de una
elipse debe escribirse en su forma es-
tandar.

*Pedir a los estudiantes que hagan las
operaciones necesarias para escribir la

forma estandar de la ecuacion.
M:Calculara, by c

¢Cudles son los vértices, los focos y los
extremos del eje menor?

RP: vértices (+4,0), focos (+./7,0) y ex-
tremos del eje menor (0, £3).

@ Ejemplo 3.2

(8 min)

M: ¢Qué datos se dan en
el problema?

RP: Los focos y los vértices
M: De acuerdo a los da-
tos dados écudl es el eje
mayor de la elipse?

RP: Ejey

M: Si el vértice es (0, 5) y
(0, -5) cuénto vale a?

RP: 25

M: ¢ Cudnto vale ¢2?

RP: 9

R: ¢Codmo encontramos b2?
RP: Restando a2 — ¢?

M: ¢ Cudnto vale b2?

RP: 16

M: ¢Cual es la diferencia
de este ejemplo con el
anterior?

RP: La ecuacién porque el
eje mayor, es y

M: ¢éCual es la ecuacién?
2

2
X -
it o5 =1
Concluye en la ecuacion

de la elipse.

%

f)‘% Ejercicio 3.2
(15 min)

Solucidén en pag. 69

[Hasta aqui Clase 2]

[Desde aqui Clase 3]
[A]

@ Ejemplo 3.3

(10 min)

M: éLa ecuacion dada co-
rresponde a una elipse?
RP: No
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Unidad Il. Leccion 3.

Clase 3

(Continuacion)

Clase4y5

Objetivo:
hay deslazamiento paralelo de la misma.

Evaluacion: Ejercicio 3.5

(Continua en la siguiente pagina)

{@3 Ejemplo 3.4
(10 min)

% 0

é}\% Ejercicio 3.3

(10 min)

Solucién en la pag. 69

[B]

':@:' Ejemplo 3.5

(10 min)

*Hacer un proceso de
induccion similar que
en [A]

2’,\? Ejercicio 3.4
(5 min)
Solucién en la pag. 70

[Hasta aqui Clase 3]

[Desde aqui Clase 4]
[A]
*Determinar la ecua-

cion de la elipse cuan-
do hay desplazamiento
paralelo.
(15 min)

Mostrar la grafica de
la ecuacion estandar
de la elipse y hacer en
la pizarra el desplaza-

[A] Determinan la ecuacién de una elipse cuando

.......................................................................................

@ E]emplo 3.4. Encuentre los focos y los vértices de la elipse y trace su graﬁca y
X2, 02 3 (0,4)

P 157167t i
+ Solucion: La ecuacion dada muestra que el eje mayor es en “y” :
i a?=16,comoa >0, a=4,vértices (0, 4) y (0, —4) (0,1) |
1 h2=15,comob >0, b= /15 extremos del eje menor (/15 ,0)y (-/15,0) ’15 9 (\/15,:)
§¢2—a2 h2=16-15=1 : -1 :
: comoc>0,c=1,foco(0,1)y(0,-1) H

%O

Q\ Ejercicio 3.3. Determine los focos, vértices y extremos del eje o

menory graﬁque la elipse:

a5 y2 =1 b)x2 +4y2=16 )3x2+2)2=6

d) 6x2+y2=18 e) 25x2+9y2=225
-
: /" Ejemplo 3.5. Encuentre la ecuacion de la elipse que tiene vértices: [B]

V(0, £6) y que pasa por (3, 2).
: Solucién: Los vértices dados tienen la forma (0, ta), a = 6 - a? = 36;
H entonces el eje mayor esta en y:

Zi +L 1, parcialmente es Z +L 1 la cual pasa por (3, 2).
a?

Sustituyendo:  32+22=1-> 9 + 4 =1 despejando
b7 36 b2 36 :
9 9 81 :
9=1-4 = 9=8 = 9(Z)=p2 o(2)- 8L ;s
b2 36 ) ( 8 ) ( 8 ) 8
Por lo tanto, la ecuacion es: a2 4 2oq 5 824079
H 81 36 81 36

' & Ejéreicio 3.4 ERCUSHTYE 13 eCuacidn dé T4 6lipse’y haga su grafica: ™™™
a) Vérticeen (0, £+/5) y pasa por (-1, +/2). b) Vértice en (£5, 0) y pasa por (5, 4).
c) Vértices: V(+4, 0). Longitud del eje menor es 4. d) Focos: F(+1,0)ya=3.
e) Vértices: (0,+3)y b =1.

Clase 4 y 5. Desplazamiento paralelo de la elipse

Si se desplaza paralelamente la elipse, [A]
2

C: x—i+ ‘[%= 1, s hacia el eje xy t hacia el eje y, se obtiene la elipse: C".

Px,y) € C' = (x—s,y— t)eC

(x 5) X‘t -1

Por lo tanto, se tiene lo siguiente:

Desplazamiento cuando el eje mayor estd en x

X2, Y s hacia el eje x k=82 (=102 _
c 2+b2_19thar:|aelejey RO I e

40 Unidad Il » Leccion 3 » Clase 4 y 5. Desplazamiento paralelo de la elipse

miento para obtener la ecuacion
de la elipse desplazada s hacia el
eje x y t hacia el eje y.
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y Eje menor
(s, b+1)

Vértice
(~a+s1)

(s,~b+1) .
Ejemenor | Elipse C'
r=s)2 , =12 _ 4
a2 2

Eje menor, 2t

El desplazamiento se puede dar independientemente si el eje mayor es
enxoeny.

Desplazamiento cuando el eje mayor estd en y

C:X—i+ﬁ:1 s hacia el eje x S cn (x s (Z ) -1
b2 a2 t hacia el eje y

.......................................................................................

5 @ Ejemplo 3.6. Encuentre la ecuacion de la elipse obtenida después de

25 16

i desplazar la elipse 2= + 2o 1, 3 hacia el eje x y =2 hacia el eje y. S [;y
H H P ———
H Can o H
E Solucion: =32, (=E2)7 4

H Al desarrollar la ecua-
25 16 ; cién se obtiene:
(x=3)2 (y+2)2 -1 H 16x2+ 25y2—96x +
25 B H 100y -156=0.

......................................................................................

e&i Ejercicio 3.5. Encuentre la ecuacién de la elipse obtenida después del
desplazamiento indicado.

a) %er '1L =1; 2 hacia el eje x, 1 hacia el eje y.

b) x2 +)% =1; =3 hacia el ejex, -2 hacia el eje y.
+ 222 1; 4 hacia el eje x, 5 hacia el eje y.

d) 75 + 22 1; 1 hacia el eje x, 3 hacia el eje y.

e) x2+ -1L =1; —1 hacia el eje x, 2 hacia el eje y.

‘ {@} Ejemplo 3.7. Grafique |a elipse del Ejemplo 3.6. : [B]
+ Solucidn: La elipse esta definida por la ecuacion: H

—-3)2 2
1% + iILGZL =1 por lo que se sabe que el centro es (3, -2).

Traslado a la derecha
Su grafica resulta de trasladar paralelamente X2 L 1; 3 un|dades

25" 16 es paralelo al eje y y
hacia la derecha, luego 2 unidades hacia abajo. hacia abajo es paralelo
Vértices: como a2 = 25 > como a > 0, a = 5 significa 5 unidades del al eje x
centro a los vértices. ;

.......................................................................................
Unidad II » Leccion 3 » Clase 3. Desplazamiento paralelo de la elipse 41

LE para hacer comparaciones.
*Pedirles que encuentren los fo-
cos, vértices y extremos del eje
menor.

M: ¢Como se pueden obtener los
focos, los vértices y los extremos
del eje menor de la elipse con
centro en (3, -2)?

Clase4y5

(Continuacion)

O Ejemplo 3.6

(15 min)

M: ¢Cuanto se despla-
za horizontalmente la
elipse?

RP: 3 hacia la derecha.
M: ¢ Cuanto se desplaza
verticalmente?

RP: 2 hacia abajo.
*Escriben la ecuacién
partiendo de la estan-
dar considerando el
desplazamiento.

%0
N Ejercicio 3.5
(15 min) Solucién

a) (x—92)2 + (y_l)z =1

16

b) <x:3)2 + (yI62)2 -1
x—4 (y—5)7 _
)( 5) y16 =1

d) (x4—91)2 + (y;63)2 -1

e)(x+1)2+%=1

[Hasta aqui Clase 4]

[Desde aqui Clase 5]

202 Ejemplo 3.7

(20 min)

*Pedir a los estudiantes
que grafiquen partien-
do de la grafica estan-
dar y luego consultar el
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Unidad Il. Leccion 3.
Clase4y5

(Continuacion)

Clase 6

(Continua en la siguiente pagina)

Objetivo:

deslazamiento paralelo.

Evaluacion: Ejercicio 3.7y 3.8

Determinar la ecuacidn de una elipse cuando hay

RP: Haciendo el corri-
miento de cada uno de
los focos, los vértices y
los extremos del eje me-
nor 3 unidades hacia la
derecha en x y 2 unida-
des hacia abajo en y.
*Aclarar a los estudiantes
gue no es necesario me-
morizar estas férmulas
para encontrar los focos,
los vértices y los extre-
mos del eje menor de una
elipse ya que el proceso
es similar que cuando la
elipse tiene centro en el
origen, por lo que es im-
portante tener claro los
significadosde a, b y c.

%0

& Ejercicio 3.6
(25 min)

Solucién en pag. 70

[Hasta aqui Clase 5]

[Desde aqui Clase 6]
[A]

'—@5 Ejemplo 3.8

(15 min)

*Presentar la ecuacion
en la pizarra y pedir a los
estudiantes que traten

Porlo que, V(5+3,0-2)->V(8,-2)
V(=5+3,0-2) > V(-2,-2).
Extremos del eje menor: Como b2 =16 - como b >0, b = 4, significa 4

unidades del centro al eje menor.

Porlo que, (0+3,4—-2) -> (3, 2) Los extremos del eje menor estan en y.

(0+3,-4-2)>(3,-6)

Focos: como ¢2=a2—-b2-> ¢2=25-16=9 - como ¢ >0, ¢ = 3, significa

(3+3,0-2) > F(6,-2)
(-3+3,0-2) > F(0,-2)

La gréfica es:

y (3,2)

3 unidades del centro a los focos.

(=2,-2)
Vértice

Centro

RERS)

(3,-6)

Foco

Z,\‘Z Ejercicio 3.6. Hacer las graficas de las ecuaciones resultantes de las
elipses después del desplazamiento indicado en el Ejercicio 3.5.

Clase 6. Encontrar el desplazamiento

yegasseessestestettttiettentieteentennees
1®~' Ejemplo 3.8. Ubicar los vértices, los focos y los extremos del eje me-
nor de la elipse 9x2 + 5y2+ 18x—10y—-31=0.

Solucién: 9x2 + 5y2 + 18x — 10y — 31 = 0 para encontrar la forma estandar,
se debe completar los cuadrados enxy y.

Agrupando términos enxy y de 9x2+ 5y2+ 18x— 10y — 31 =0resulta:
9(x2+ 2x) + 5(y2—2y) =31 - Por factor comin (9enlasxy5enlasy) :
P 9(x2+2¢+1)+5(y2—2y+1)=31+9+5... Completacion al cuadrado
... Factorizacion.

9(x+1)2+5(y—-1)2=45

9(x+1)2, 5(y=1)2 _ 45
45 45 T 15

1P, 1P
5 9

... Dividir ambos miembros por 45

... Forma estadndar.
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&
-t
No es necesario memo-
rizar las férmulas para
obtener los vértices, fo-
cos y extremos del eje
menor, basta con tener
en cuenta el significado
dea, bycy el eje mayor
de la elipse.

En la elipse original el
centro era (0, 0) se mo-
vié 3 unidades hacia la
derecha y 2 unidades
hacia abajo.

Los focos eran (3, 0) y
(-3, 0) y se corren 3 uni-
dades a la derecha y dos
unidades hacia abajo. De
igual manera se corren
los vértices y los extre-
mos del eje menor.

Clase 3 Leccion 1.
Forma estandar de la
elipse:

X2, V2 X2, V2.
§+%— 1o p+%— 1.

i"@

El segundo miembro de
la igualdad debe ser 1.

de escribirla en la forma
estandar de la ecuacién
de una elipse para ello
deben completar al cua-
dradoenxyeny.

M: después de encontrar

66

la ecuacién de la elipse éCudl es el
centro?

RP: (-1, 1)

R: ¢Cuantovalea, by c?
RP: 3, ﬁ, 2 respectivamente.

Unidad Il e Leccidn 3 e Clase 6. Encontrar el desplazamiento

menor.

M: éCudl es el eje menor de la elipse?

RP: El eje y.

*Pedir a los estudiantes que calculen
los vértices, focos y extremos del eje




Centro: (-1, 1)

Vértices:a2=9 > comoa>0, a=3; Vi(-1,1£3) >V (-1,-2) y V(-1,4)

Extremos del eje menor: b2=5 > como b >0, b= 5.V (-1 %45, 1)

> (-1+4/5,1), (-1-+5,1)

Focos: ¢2=9-5=4 > comoc>0, ¢c=2 > F(-1,1+2) > F(-1,3)
F(-1,1-2) > F(-1,-1)

La gréfica:

Vértice

y
(-1,4)

-1,3)

Centro

(-1,-1)

(-1-v5,1) - (-1445,1)

(-1,-1)

(-1,-2)
Vértice

B

La ecuacién general de una elipse Ax2 + By? + C = 0, luego cuando
hay desplazamiento la ecuacién es
Ax2+Dx+By2+Ey+C =0

Z‘/‘% Ejercicio 3.7. Encuentre los vértices, focos, centro, extremos del eje
menor y la gréfica de los siguientes elipses:

a) 25x2+9y2—-100x + 18y -116=0

b) x2+2y2+2x-20y+43=0

c) 25x2+4y2—250x— 16y + 541 =0

d) x2+3y2+18y+18=0

e) x2+2y2-2x+8y+5=0

Q&Z’ Ejercicio 3.8. Escriba la ecuacién de la elipse utilizando la informacién
dada.

a) El centro de la elipse estad en (-3, 5) y los ejes tienen longitudes 1y 6,
el eje mayor es vertical.

b) Vértices de la elipse: (3 + 2/3,-1) y(3-2+/3,-1)
Focos: (3+2+v2,-1) y (3-2+2,-1)
c) Centro: (4, 0), vértices (4, 3)y (4,—3) y focos (4,-1) y (4,1)

Para encontrar el des-
plazamiento se aplica
completacién al cua-
dradoenxyeny.
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Clase 6

(Continuacion)

Concluir la forma ge-
neral de una elipse con
centro en el origen es
Ax2 +By2+C=0y al
haber corrimiento pa-
ralelo esta es Ax2 + Dx
+By2+Ey+C' =0

%

é}\% Ejercicio 3.7
(15 min)

Solucion en pag. 71

RS
é\% Ejercicio 3.8
(15 min) Solucidn:

a)4(x+3)2+ @

=1

b) (szs)z . (yzl)
=1

R 2
C)LS4> + 2 =1

9
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Objetivo:  Aplican los conocimientos aprendidos sobre elipse

para resolver ejercicios.

Unidad Il. Leccion 3.

Ejercicios de la leccion
(Continda en la siguiente pagina)

Evaluacion: Ejercicios de la leccién

2 2
X Y
1.a) 9 +75 = 1
xz y2 Ejercicios de la leccion
b) 9 + 25 =1 1. Encuentre la ecuacién de la elipse conociendo: Clase 1
a) C(0,0), Focos: F(+2, 0), Vértices: V' (£3, 0)
2 yz b) C (0, 0), Focos: F(0, +4), Vértices: ¥’ (0, £5)
c) =+ 5 =1 ¢) C(0,0), Focos: F(++/3,0), Vértices: V (+1'5, 0)
5 2
d) C(0, 0), Focos: F(0, +2+/3), Vértices: V' (0, +4)
2
d) x2 + y 1 2. Encuentre los focos y vértices de una elipse dada su ecuacion y haga su Clase 2
4 16 = grafica.
a) 2422 b) 9x2 +4y2=36
4710 4
o S¥=1 d) 4x2+y2=16
Incisos 2 SOIUCIOn en 3. Encuentre la ecuacion de la elipse y haga su grafica. Clase 3
pég 71 a) Pasa por el punto (2, 1), la longitud de su eje menor es 4 y centro es
* (0, 0).
b) Tiene vértices (+2, 0) y pasa por los puntos (-1, 1).
c) Lalongitud de su eje menor es 4y pasa por el punto (-2, 1) y centro
es (0, 0).
32 )’ 0
3. a) 16 + 4 =1 4. Encuentre la ecuacion de la elipse después del desplazamiento y haga Clase4y5
la gréfica.
2 2 x2 2 ) ) ) )
b) X + 3_)/’ 1 a) 9 +36 =1;1 hacia el eje x y—2 hacia el eje y.
A = - 2
4 4 b) 4 +y?=1;-2 hacia el eje x y 3 hacia el eje y.
x2 2
3X2 y2 c) §+%:1;Ohaciael eje xy 2 hacia el eje y.
- L = x2 2
C) 16 + 4 1 d) 16 + % =1; —2 hacia el eje x y—3 hacia el eje y.
5. Encontrar los vértices, los focos y los extremos del eje menor de: Clase 6
a)9x2+2y2+36x+4y+20=0
Inciso 4 y 5 solucién en b) 6x2 + 4y2 — 36x + 16y + 22 = 0
. 24992 - =
pag. 72. c)x2+2y2-16y—-12x+52=0
d) 8x2+12y2+32x+72y+92=0
e)4x2+y2—-8x+4y-8=0
( 3)2 ( 5>2 6. Escriba la ecuacion de la elipse utilizando la informacién dada. Clase 3
x— _
6. a) 9 + 4 16 a) Tiene vértices (3, 1) y (3, 9) y la longitud del eje menor es 6.
1 b) Centro en (1,-1), unfocoen (1,1)ya=5.
- c) Centro en (1, 3), un foco en (1, 0) y un vértice en (1, —1).
( — 1)2 ( + 1)2 44 Unidad Il » Leccién 3 » Ejercicios de a leccién
b) - + J
21 25
=1
2 2
) (x -1 + (y —-3)
7 16
=1
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Solucion Ejercicio 3.2.

2

y

2
a) 45 * 19 =

Y1v(0,7)
\¢*F2(0,3)

Pag.

63.

2 2
b)%+%=1 VA

X

(-210,

2
y _
d) 35 + 35 =1

N

0,0) © °’ (2v10,0)
e F1(0,-3)

V(0,-7)

YAv(0,5)
F2(0,V/5)

(=2v5,0) -‘y(zv@,m
\. A F1(0,~/5)
V(=5,0)

Solucion Ejercicio 3.3.

a) Focos: (-2, 0),

Vértices: (-4,
Extremos del

(OI -2 ‘/5 )r (O;

(0,2v3)

(2,0)
0), (4,0)
eje menor:

2/3)

y

F2
(2,0) X

0) V(4, 0)

(0,-2v3)

d)Focos: (0,-+/15), (0, y/15)
Vértices: (0,-3+/2), (0,3V2)

Extremos del eje menor:

(-v3,0),(¥3,0)

V(0, 3v2)

----- ° FZ(OI '\/1_5)

X
(-v3,0) (v3,0)
0,-v15)

V(0, -3v2)

Pag.

V(0,3)

\FZ(O 1)

yZ

e)E+49

=1

/ '\z(o 2)
0

(-2v2,0) 0o J(2v2,0)
+F1(0,-1)

y

V(0,-3)

V(0,7)

~3v5,0)

64.

0o ](3V5,0)
\_ “F1(0,-2)

V(0,-7

b) Focos: (~2v/3,0), (2+/3,0)
Vértices: (-4, 0), (4, 0)
Extremos del eje menor:

(0,-2), (0, 2)

A

¥
F1(-2V3,0)

1

(0,2)

F,(2v3,0)

y X

,—2)

(0

e) Focos: (0, -4), (0, 4)

V(4,0)

Vértices: (0, -5), (0, 5)
Extremos del eje menor:

(-3,0),(3,0)

V(0, 5)

V(0, -5)

x° yz _
¢) 119 * 4z = MNo12)
/ N\ F2(0,5)
(~vi19,0) [ («T 5.0)
\ "+ F1(0,-5)
V(0,-12)

¢) Focos: (0, -1), (0, 1)

Vértices: (0,

-v/3),(0, v3)

Extremos del eje menor:

(~v2,0),(+/2,0)

v(0,v3)

by

.« F5(0,1)

2

(=v2,0)

V(0, —V3)

Unidad Il e Leccidn 3 ¢ Soluciones

(olo) (v2,0)
TUAE0,-1)
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Solucion Ejercicio 3.4. Pag. 64.
2 2 2 2 2
3x2 V0 Xty X Y
a) 5 +5 =1 b) 55 + 25 =1 o) ig +7 =1
y A
y A
V(0,5) V(0, 2V/5) 0,2) Y
/ i&(a@)
X (00) x F1(-2V/3, 0) F,(2/3,0) x
45,0 0 (IS ) Vs, 0\ Fv5.0) | W50 VG0 V(40) (0lo) V(4,0)
\ £e
F1(0» _@) V(0, —\/g) V0, _2\/5) (0,-2)
2 2 2
XV 2. 2 _
d)9+8-1 e)x+9-1
Y0, 2v2) vz, o)l
/ / “F,(0, 2V2)
.90, -l Lol @ [L,o) »
V(=3, 0\ F,(-1,0) | F,(1,0) JV(3,0)
F1(0,—2«/§)"
5 av3) V(-3, 0)
Solucion Ejercicio 3.6.  Pag. 66.
a) b) c)
Vi32) ‘y o4 V(4,9)
72(—3,—?2+2«f3_)\ 1 x
5 -9 -a «:3 2 1 6
) i)
F‘l(—s,—zz—zﬁ) =
V(-3,-6)
d)
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Solucion Ejercicio 3.7.

a) (xg

—2)  (y+1y

25

V:(2,-6)y(2,4)
F:(2,3)y(2,-5)C:(2,-1)
Extremos del eje menor:
(_11 _1) y (51 _1)

Y4

V(2,4)

V: (=3,-3) vy (3,-3)
F:(-v6,-3)y(v6,-3)C: (0,-3)

Extremos del eje menor:

(0,-3+/3)y(0,-3-3).
y

Pag. 67.
2 o 2 o 2 _ 2
b)()m;l)+(y45):1 c)(x45)+(y252):1
Vi(-1-2y2,5)y(-1+2y2,5) V:(5,-3)y (5, 7)
F:(-3,5)y (1, 5) C:(-1, 5), Fi(5,2- v/21)y (5, 2+ /21),

Extremos del eje menor:
(_11 3) y (_11 7)

C: (5, 2),
Extremos del eje menor:

e)

V(-3,-3)

Solucion Ejercicios de la leccion.

1

Fi(~v6,-3) F,(/6,-3)

1
1
.- ———— 3 — — == — — [

c(0}-3)

-ad

a)F:(0,~/6), (0,76)
V:(0,~1/10),(0,Y'10)

¢)F:(=v2,0),(¥2,0)

(=2,0),

V(3,-3)

yl

F,(0,

Inciso 2.

V(0, V10)
V6)

(20)

Vi(=2+/2,0),(2v2, 0)

&

(0,0) X
V6)

V(0,-v10)

Y
. ﬁl 0) 6\

(0,6)

F,(/2,0) V(2y2,0)

(3,2)y(7,2).
VA V(5,7)
o Fo(5,2+v21)/" !
5 1
1
4 1
1
3 1
1
—— b ———
AR RN (6]
1 : X
2 -1 12 3\ 4 % 6 [7 8 9 10
1 - 1
X 5 1
T 3 3 4 5 F1(5,2-v21)-\~y
- V(5-3)

(x—41)2+<y452)2 .,

Vi(3,-2)y(-1,-2)
F(1-v2,-2)y(1+v2,-2)C:(1,-2),
Extremos del eje menor:

(1,-2-v2)y (1, -2+ 2).
yl\

-3 -4 -1

Fy(1-v2,-2).

V(-1,-2)

P4g. 68.

b) F: (0,~/5),(0,v5)
V:(0,-3),(0,3)

v
V(0,3)

Yy

F,(0}5)

X

(=2,0) (0,0) (2,00 7
F,(0+V5)

V(0,-3)

\

d) F:(0,-2,3),(0,2v3)
V: (0, -4),(0, 4)

NI

(0,-v6)

y
(-2,0) 0,00 [(2,0)
1(0,42v3)

V(0,-4)

V(0,4)
3)
3
(

71
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Solucion Ejercicios de la leccion. Pag. 68.

_ 1\ _|_22 + 2
4.a) ’ 91) * <y36) =1 b) x 42) +(r-3)2=1
y4 v(1,4) Yy

N\ Fal1m243V3) (24) Fal2r 3, 3)

(=2,2)

=y

e — — - — 1
5 4 3 2 1 1 2 3 4 Sx
-11(0,2-v/7) B

2 2 a2 2
5. a) (xJEZ) +(yJ;1) _q o) (x 83) +(y122) _q
V: (=2, -4), (=2, 2) V:(3,-2-243),(3,-2+2/3)
Fi(=2,-1—+/7), (=2, -1+/7) F: (3,-4), (3, 0)
Extremos de eje menor: Extremos de eje menor:
(2-+v2,-1), (=2 + v2,-1) (3-2+2,-2), (3+2+2,-2)
—_ e\ a1\ 2 2
0 (x166) +(y 84) _q d) (ngz) +(y:3) _q
V: (2, 4), (10, 4) Vi(-2-+6,-3), (-2 + v/6,-3)
F:(6-242,4),(6+24/2,4) F:(=2—y/2,-3), (=2 + y/2,-3)
Extremos de eje menor: Extremos de eje menor:
(6,4-2+2),(6,4+2/2) (=2, -5), (=2, -1)
PRV 2
o) (x 41) +(y1r62) —q

V: (1, -6), (1, 2)
Fi(1,-2-24/3),(1,-2+24/3)

Extremos de eje menor: (-1, -2), (3, -2)
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Objetivo:  Definir la hipérbola.

Deducir la férmula de la ecuacién de una hipérbola.

Leccion 4. La hipérbola

Clase 1. Ecuacion de la hipérbola

Se define la hipérbola de manera similar a como se definié la elipse.

Definicién 4.1

Una hipérbola, es el conjunto de puntos P(x, y) en un plano, tales
que la diferencia de las distancias de P a dos puntos fijos (F; y F;) es
constante. Los dos puntos fijos son llamados focos de la hipérbola.

Fi(-c, 0) 2a F(c, 0) x
Rama izquierda Rama derecha
Fig. 1

Por definicion de hipérbola,
el punto P(x, y) puede estar
en la rama izquierda o en la
rama derecha, y la diferen-
cia de las distancias de cual-
quier punto P a los focos es
constante, es decir,
dy—dy=ds—d,=2a,

tal como se muestra en la
Figura 2.

F1 /Va ‘
Fig. 2

La definicidon de hipérbola dice que es el conjunto de puntos en el plano
tales que la diferencia de las distancias a los focos es constante. En la Fi-
gura 1, el punto P (x, y), estd en la rama derecha, entonces:

d(P, F1) > d(P, F,) por lo que d(P, F;) = d(P, F,) > 0.

Como esta diferencia es constante, se confirma que:
d(P, F1) - d(P, F;) = 2a

Se deduce la ecuacidn de la hipérbola de la siguiente manera:
d(P, F1) - d(P, F;) = 2a

Jx— (=) P+ (y—00 = /(x—cP+(y—0) =2a ... por férmula de la
distancia

Jx+eP+y? =2a+ J(x—cf+)? ... aislando un radical

B

En la elipse se suman
las distancias y en la
hipérbola se restan las
distancias.

&
I - A
En la Figura 1, se mues-
tra la grafica de la hipér-
bola con focos F; (—c, 0)
y Fa(c, 0) en el eje x, con
centro en el origen (0, 0)
y con vértices V; (—a, 0)
y Vs(a, 0). La gréfica tie-
ne dos partes distintas
llamadas ramas.

La distancia entre los
vértices es 2a.

&
d(P, Fy) significa la dis-
tancia del punto P al
Foco F;.

Unidad Il » Leccion 4 » Clase 1. Ecuacion de la hipérbola 45

* Deducir la férmula de la ecuacién
de la hipérbola. (25 min)

*Considerar el caso en que el punto
P(x, v) estd en la rama derecha de
la hipérbola, por lo que la distancia

d(P, F1) > d(P, F;), de esto se deduce
que d(P, F1) —d(P, F,) > 0.
*Como la diferencia de estas distan-
cias es mayor que cero concluir que
d(P, F1) —d(P, F,) = 2a.

Unidad Il. Leccion 4.
Clase 1

(Continua en la siguiente pagina)

Definicion 4.1

(5 min)

* Relacionar la definicion
de elipse con la definicién
de hipérbola.

*Concluir que en la elipse
se considera que la suma
de las distancias a dos
puntos fijos es constante,
mientras que en la hipér-
bola es la diferencia de
la distancia a dos puntos
fijos la que es constante.

*Concluir que los puntos
fijos se llaman focos de la
hipérbola.

e Ubicar graficamente los
elementos importantes de
una hipérbola.

(10 min)

*Concluir que el centro
de la hipérbola es el ori-
gen (0, 0), que los focos
y los vértices estdan en
el eje x y que las ramas
abren hacia la derecha y
hacia la izquierda.

*Concluir que la diferen-
cia de las distancias de
cualquier punto P(x, y) a
los focos es constante y
esigual a 2a.

*Relacionar la constante
2a de la hipérbola con la
constante 2a de la elipse.
*Concluir que el punto
P(x, y) puede estar en
cualquiera de las ramas
de la hipérbola.

Unidad Il e Leccion 4 ¢ Clase 1. Ecuacion de la hipérbola 73



Unidad Il. Leccion 4.

Clase 1

(Continuacion)

Clase 2

(Continua en la siguiente pagina)

*Usando la fdormula
de la distancia y el co-
nocimiento sobre los

radicales deducir la for-
2 2

Y
lad; =5 =1
mula =7 — que

corresponde a la hipér-
bola.

Ecuacion de la Hipér-
bola

(5 min)

* Conocer la ecuacién
de la hipérbola con
centro en el origen y
focos en el eje x.
*Concluirquec>a>0
y que ¢2 =a? + b2,

2 2

. X
*Concluirquea~—5 - y2
a” b

=1 se le llama forma
estadndar de la ecua-
ciéon de la hipérbola.

[Hasta aqui Clase 1]

[Desde aqui Clase 2]

[A]

"@: Ejemplo 4.1

(13 min)

* Graficar la hipérbola
con centro en el origen
y focos en el eje x.
*Escribir la ecuacién

2 2
f—G_%:l en la

Objetivo:  Graficar hipérbolas con centro en el origen y focos
en el eje x dada la ecuacién estandar.

Evaluacion: Ejercicio 4.1

(x+c)2+)2=4a2 +4ay(x—c)* +? +(x—c)2+)? ... elevando al cuadrado
W+ 2ex+ 024y —Aa2 = X2+ 2cx— ¢ —yP = 4a(x — c)’ + y*

- 2
dex—4da?=4day/(x—cf+y* ... dividiendo entre 4 Acx—4a” 7 Aa” _ a2
2
(ex—a?) = (ay(x—c)+y*) .. elevando al
cuadrado

c2x2=2ca?x+a*=a? [(x2—2cx + c2) +)?]
A2x2=2ca@x—-a’x2+ 2ca’x—aty?=a 2 - a*

x2 (CZ — aZ) —a? yZ =q? (CZ - aZ)

2 2
X
xX2b?-a?y?=a? b? A=a?+P2=h=c2-a Afz—%=l,selella-
a
2 2 ,
X P
XY ... dividiendo entre a2 b2 ma forma estindar de la
a b ecuacion de la hipérbola.

De igual manera llega misma férmula para el punto P estd en la rama izquierda.

Ecuacion de la hipérbola
La ecuacién de la hipérbola con centro en el origen (0, 0), Focos (¢, 0)
en el eje x y vértices (ta, 0) es:
2 2
’Lz ] dondec>a>0;c2=a%+h?
a b?

Clase 2. Asintotas de la hipérbola

.......................................................................................

. 2 2 '
“&/° Ejemplo 4.1. En la ecuacion )1676 - % =1, encontrar los focos y los

vértices de la hipérbola. Haga la grafica.

Solucién: 22

La ecuacidn tiene la forma estdndar de la hipérbola: 5 — B =1,con:
. ) a :

centro en el origen y los focos en el eje x.
H 2 2 2 2
. .. X ) X
i La ecuacion g - % =1 se puede escribir de la forma: <5 — % =1,
i por consiguiente:

N

a=4,b=3yc=5 yaquea?+h2=c2
Los vértices de la hipérbola son V;(4, 0) y V,(-4, 0).

Los focos de la hipérbola son Fy(5, 0) y F,(-5, 0).

Haciendo x = 0 en la ecuacién, obtenemos los puntos (0, 3) y (0, —3).

Con los puntos (0, 3) y (0, —3) en el eje y y los vértices (4, 0) y (-4, 0) se }
: forma un rectangulo, como se muestra en la Figura 3. :

.......................................................................................

46 Unidad Il » Leccion 4 » Clase 2. Asintotas de la hipérbola

forma estandar %_y_ =1 para

2 2 *Hacer x = 0 para obtener los pun-

32 tos (0, 3) y (0, —3).

determinar los valores de a, by c.
*Con losvaloresa=4,b=3yc=5
determinar los focos y los vértices.

*Con los puntos (0, 3) y (0, -3), y
los vértices formar el rectangulo.
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| Luego se trazan las rectas
"lo.3) y= %x; y=—%x que pasan
por el origen y por los vérti-
ces del rectangulo formado y
se convierten en las asinto-
tas de la hipérbola. Se trazan
las dos ramas de la hipérbo-
la pasando por los vértices y
T, 53) aproximdndose a las asinto-
tas, pero sin tocarlas.

Fig. 3

El segmento de recta con extremos en los vértices de la hipérbola se Ila-
ma eje transverso. El segmento con extremos (0, b) y (0, —b) se llama eje
conjugado.

¥
_lon _ Los extremos de los ejes
; transverso y conjugado,
- Eje transverso Eje conjugado | . .

| — sirven de referencia para
trazar el rectangulo auxi-
liar y luego las asintotas
de la hipérbola, como en
la Figura 4.

(~a, 0)

.......................................................................................

HYy 2 2 '
H 1@5 Ejemplo 4.2. Trace la grafica de la hipérbola 55 - y4 = 1. Identifi-
¢ que sus focos, vértices, extremos del eje conjugado y las asintotas.
2 2 2 2
Solucion: % - yT =1 se puede escribir como % - % =1; porlo que:
a=5b=2yc= \,@,yaque&:abrb?
Los vértices son V4 (5, 0) y V, (-5, 0).
Los focos son F; (v/29,0)yF, (—+/29,0).

; Las asintotas sony = %x y -

2 ~ y=—%x y -

=—EX < -

y 5 < gZ) ‘,7"
BN | N LT | solimo

: Los extremos del eje - Ny X :
. . - ~ a g
: conjugado son: (0, 2) y (0, - 2). /1:74 I . I N 2orond
: Z 7

~ 3

....................................................................................

32 Ejercicio 4.1. Trace la gréfica de las siguientes hipérbolas. Identifique
los vértices, los focos, los extremos del eje conjugado y las asintotas.
2

2 2 2

Xy Xy
a) g~ 25 =1 b) 35 — 36 =1

2 2 2
% - =1 Q) v- G =1

&
- &g
Las asintotas no son par-
te de la grafica de la hi-
pérbola, sélo sirven de
referencia para trazar la
grafica.

B

Al rectangulo formado se
le llama rectangulo auxi-
liar y sirve de referencia
para trazar las asintotas
de la hipérbola.
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%
6\3 Ejercicio 4.1. (10 min)
Solucién en pag. 83

Clase 2

(Continuacion)

*Trazar las rectas
y=1z %x y definir las
asintotas.

*Trazar las ramas de
la hipérbola tomando
como referencia los
vértices y las asintotas.

En forma general, ubi-
car graficamente los
elementos de una hi-
pérbola.

(7 min)

*Definir el eje transver-
soy el eje conjugado.

*Destacar la importan-
cia del trazo del rectan-
gulo auxiliar para gra-
ficar las asintotas y la
hipérbola.

[B]

g)‘% Ejemplo 4.2

(10 min)

*Escribir la ecuacién
dada en la forma es-
tandar de la hipérbola
para identificar los va-
loresdea, byc.

*Con los valores de a, b
y ¢ graficar los vértices
y los focos, y dibujar el
rectangulo auxiliar, las
asintotas y la hipérbola.

Unidad Il ¢ Leccidn 4 ¢ Clase 2. Asintotas de la hipérbola 75



Unidad Il. Leccion 4.
Clase 2

(Continuacion)

Clase 3

(Continua en la siguiente pagina)

Objetivo:  Graficar hipérbolas con centro en el origen y focos
en el eje x dada la ecuacién que no estd escrita en
la forma estandar.

Evaluacion: Ejercicio4.2y 4.3

Hipérbola con focos en
el eje x y centro en el
origen. - — - - N
. Hipérbola con focos en el eje x y centro en el origen
(5 min) .
* Concluir en forma ge-
neral con los aspectos
importantes de una hi-
pérbola con centro en
el origen y focos en el .
e.e X La ecuacion % - 27 =1, corresponde a la hipérbola con centro (0, 0), vértices Vy(a, 0) y
) ' V,(—a, 0); focos Fy(c, 0) y Fy(—c, 0), donde ¢2 = a2 + b2. La longitud del eje transversal es 2a 'y
sus extremos son (a, 0) y (—a, 0); la longitud del eje conjugado es 25y sus extremos son (0, b)
B y (0, —b). Sus asintotas estan definidas por las ecuaciones y = %x; y= —%x.
[Hasta aqui Clase 2]
[Desde aqui Clase 3]
Clase 3. Expresiones que son ecuaciones de la hipérbola
@ Ejemplo 4.3. La ecuacién 25x2 —4y2 = 100 écorresponde a una hipérbola?
U~ - 2 2
'-@5 Ejemp|° 4.3 Solucién: A simple vista la ecuacion no tiene la forma % - % =1,
. pero si se divide entre 100 cada término se obtiene: ¢
(10 min) B
. . 4 — 25 ©
* Determinar si la ecua- y ésta si corresponde a la ecuacién de una hipérbola
., con focos en el eje x.
cién 25x2 — 4y? = 100 _
. Los vértices son (2, 0) y (-2, 0);
corresponde a una hi- los focos son (129, 0) y (—/29 , 0); : l
pérbOIa. las asintotas son:y=t%x;
*La ecuacidon 25x2 — 4y2 y los extremos del eje conjugado son: (0, 5) y (0, =5).
= 100 dtienen Ia forma & Ejercicio 4.2. Determine si las siguientes ecuaciones co-
esténdar de una hlpér- rresponden a hipérbolas. Si lo son, grafique e identifique los
elementos importantes.
bola? a)9x2-4y2=36  b)x2-4y2=100 ) 36x2—4y? = 144
* ; 4 J3Sgeeeeeeeeeessmeeeeeesessmetesesesessmeteeeeessssmeeeeesesasnneteeeeaannnneeeeeeaannnteeeeaeannnneeeeeaaannnnany
CQue pOdemOS hacer ¢+ /" Ejemplo 4.4. (La ecuacién —4x2 + 9y2 = 36, corresponde a una hipérbola? :

. 2 .
para que tenga la for- Solucién: Al dividir todos los términos por 36, queda la ecuacién: —%2 + yT =1
ma estandar? : ¢Corresponde esta ecuacién a una hipérbola?

¢En qué se diferencia de las ecuaciones de las hipérbolas planteadas anteriormente? H

H ¢Qué sucedera con la gréfica de esta ecuacion en relacion con las trazadas anteriormente?
*Sugerir que puede di- H ¢Qué pasara con los focos? H
Vidirse tOdOS IOS térmi' 48 Unidad Il » Leccion 4 » Clase 3. Expresiones que son ecuaciones de la hipérbola
nos entre 100.

*Convertir la ecua- - : O :
5 dad a f vértices, focos, los extremos del eje @ Ejemplo 4.4. (10 min)
cion ada a la Torma . . . .
) 5 conjugado, las asintotas y graficar. *Dividir entre 36 para convertir la
%_% =1 y encon- Oz‘g) ecuacion —4x2 + 9y2 = 36 en la for-
N Ejercicio 4.2 ma estandar de una hipérbola.

trar los valores para a,
b y c. Determinar los

(10 min) Solucion en pag. 83
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Loy - VX
La ecuacion—-g- + 7~ = 1, se puede escribir como 4~ 9 = 1y corres-
ponde a una hipérbola con focos en el eje y.

Se deduce quea=2,b=3y
c=+/13 yaquea?+ b2 =2
Los vértices son: (0, 2) y (O,
-2);

Los focos son (0, /E) y
(0,-v/13).

El eje conjugado estd en
el eje x y sus extremos son
(3,0)y(-3,0).

Las asintotas son y = 3x,

_ 2
y——g}a

De forma andloga a las an-
teriores se dibuja el rectan-
gulo auxiliar y las asintotas y
luego se traza la grafica de la
hipérbola.

(0, ~vI3)

Hipérbola con focos en el eje y y centro en el origen
2 2
La ecuacion % - %
corresponde a la hipérbo-
la con centro (0, 0), vérti-
ces V4(0, a) y V,(0, —a);
focos F4(0, ¢) y F,(0, —¢),
donde ¢2=qa?+ b2
La longitud del eje trans-
versal es 2a y sus extre-
mos son: (0,a) y(0,—a),
. la longitud del eje con-
jugado es 2b y sus extre-
mos son: (b, 0) y (-5, 0).

1

s . a
La ecuacion de las asintotas es: y = £ x.

?ﬁf Ejercicio 4.3. Grafique las siguientes hipérbolas con focos en el eje y.

2 2 2
X

y _ Yoox
a) 25 — g =1 b) g - 25 =1

c) 4y —16x2= 64 d) 25y2 - 4x2 = 100

&

[ A
En la ecuaciéon de una
hipérbola, si y es nega-
tiva entonces los focos
estdnenel ejex;ysilax
es negativa, entonces los
focos estan en el eje y.
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RO
& Ejercicio 4.3
(10 min) Solucién en pag. 84

Clase 3

(Continuacion)

*iCorresponde  esta
ecuacién a la de una
hipérbola? ¢En qué se
diferencia de las otras
ecuaciones vistas ante-
riormente?

*Concluir que la ecua-
2 2

cion —%—i—% =1 co-
rresponde a una hipér-
bola pero que sus focos
estan en el eje vy, igual
gue sus vértices.

*Con los valores a = 3
y b = 2, calcular ¢. De-
terminar los vértices,
focos, los extremos del
eje conjugado, las asin-
totas y graficar.

Hipérbola con focos en
el eje y y centro en el
origen

(5 min)

* En forma general,
ubicar graficamente los
elementos de una hi-
pérbola con centro en
el origen y focos en el
eje y.

*Definir el eje transver-
soy el eje conjugado.
*Destacar la importan-
cia del trazo del rectan-
gulo auxiliar para gra-
ficar las asintotas y la
hipérbola.
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Unidad Il. Leccidn 4. Objetivo: [A] Graficar hipérbolas con centro distinto del
Clase 4y 5 origen y focos en un eje horizontal.

(Continua en la siguiente pagina) i o
Evaluacidn: Ejercicio 4.4y 4.5

[A]

Hipérbola con centro
(h, k) y focos en un eje

Clase 4 y 5. Hipérbola con centro (%, k) y focos en un eje horizontal

. Imaginemos que la hipérbola con centro en el origen y con focos en el eje [A]
horizontal. x, se desplaza / unidades horizontalmente y k unidades verticalmente. En
(15 mm) la Figura 5 se ilustra esta situacion.

hbeR !

LRSS
*En forma general de- v

. i, ”

terminar los puntos N V‘F (*ﬁfh’“’”
. A v_v'_._. SR S LAY
importantes de una hi- AN \

U N
pérbola con centro dis- DN\ ¢ onidades

S Kunis e

tinto del origen. [A] e

(h, =b + k)
*Imaginar una hipér- -
bola con centro en el
origen y focos en el eje Fig.5
x y trasladarla 4 unida-
des  horizontalmente
y k u nidades ve rtica |_ Si la hipérbola con centro en el origen y focos en el eje x, se traslada / uni-

dades horizontalmente y k unidades verticalmente, sus nuevos vértices

mente. son: Vy(a + h, k), Vy(=a + h, k); sus nuevos focos son: Fy(c + h, k), Fy(—c + h, k)

y los extremos del eje conjugado son: (4, b + k), (h, —b + k).

*Concluir que la hipér-

bola con centro (h, k) Hipérbola con centro (%, k) y focos en el eje horizontal

focos en un eje hori- —ny —kP

y ) ) M - (}’})7216) =1, corresponde a la hipérbola
zontal tiene la forma a

_7\2 EEAY
()C h) —_ (y k) = 1 Los focos Fi(c + h, k) y Fy(—c + h, k) estdn en un eje horizontal a ¢
az bz unidades a la derechay a la izquierda del centro (A, k) y los vértices:

Vila + h, k) y Vy(—a + h, k) estén situados en el mismo eje horizontal
a a unidades a la derecha y a la izquierda del centro (4, k).

La ecuacién

con centro (A4, k).

50 Unidad Il » Leccion 4 » Clase 4 y 5. Hipérbola con centro (i, k) y focos en un eje horizontal
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H ':@' Ejemplo 4.5. Grafique la hipérbola

Solucién: De forma similar como se graficé la elipse con centros distinto al
origen, asi se grafica la hipérbola con centro (4, k).

\
i

S SN PO E U ____+.___.._._

Fa-vE 2 V02 A6 Fews2)

S G2\ ‘
/ \

Segun la ecuacion, la hipérbola tiene centro (4, k) = (3,—2), con los valores
a=2,b=3,c= \/E ya que ¢2 = a2 + b2. Con estos valores se grafica la
hipérbola tomando como referencia el centro (3, —2). Como a = 2 despla-
zamos 2 unidades hacia la izquierda y 2 unidades hacia la derecha y se
obtienen los vértices: V;(3+2,-2)=(5,-2)yV,(3-2,-2)=(1,-2).

Como ¢ = %ﬁ desplazamos /E unidades hacia la izquierda y y”ﬁ
unidades hacia la derecha y se obtienen los focos: F4(3 + \/’E, =2)y
F)(3 - \/’E, —2). Como b = 3 nos desplazamos 3 unidades hacia arriba
y 3 unidades hacia abajo y se obtienen los extremos del eje conjugado:
(3,-2+3)=(3,1)y(3,-2-3) =(3,-5).

Con estos valores se traza el rectdngulo auxiliar, las asintotas y se dibuja
la gréfica.

En conclusion: para graficar una hipérbola con centro distinto del origen,
se grafica el centro (A, k) y luego, con los valores a y b, se dibuja el rectan-
gulo auxiliar partiendo del centro (4, k), se trazan las asintotas, se ubican
los focos y se esboza la grafica.

&
En la ecuacién, en la
parte del numerador,
se tomo el opuesto de
—3 y el opuesto de +2
por eso el centro es
(3,-2).

&
Para trazar las asinto-
tas, basta tener el rec-
tangulo auxiliar y con
una regla trazamos una
linea que pase por los
vértices y el centro.
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Clase4y5

(Continuacion)

(Continda en la siguiente pagina)

5@:' Ejemplo 4.5
(15 min)

*Determinar en la
ecuacion dada, el cen-
tro (3, —2) y los valores
a=2,b=3yc= \/E
Con estos valores tra-
zar la gréfica.

*Hacer que los estu-
diantes se den cuenta
que con el centro ubi-
cado en el plano, se
deben utilizar los va-
lores de a, b y ¢ para
desplazar los elemen-
tos importantes de la
hipérbola (focos, vér-
tices, ejes transverso y
conjugado) tomando el
centro como punto de
referencia.
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Clase4y5

(Continuacion)

o/ O
e}‘g Ejercicio 4.4

(15 min)
a)
\
\ 7
N (-4,1) 4
\ ’
7 X
N ’
N ’
Fi(-2-3) N-a-3)] |F(1-3)
V,(-773) | 7|\ V(13
7N
’ N
’ \
7 N
’ 47 \
L (-4,7)
’ N
’ \
~
>~ e -7
rd
~d NED =
Fi(2-v33,4)« «F(2+v34,4)
1 DETPAMNIZOD W
7~
¥ (21)
p3 > X
27 SR
c)
" . ,
’
\ A 7
\ ’
\ ’
N
F.(3-v13,0) vlu,o} 4505,0) F,(3+v13,0)
7|\ X
7CEON
/7 \
’ \
/ B3N
’ \
/ \
’ \

‘@: Ejemplo 4.6.

(20 min)

*Como la ecuacién
dada no tiene la forma
estandar, concluir que
se debe aplicar la com-
pletaciéon al cuadrado
tanto para la variable x
como para lay.

32 Ejercicio 4.4. Grafique las siguientes hipérbolas.

2 2
a) (x;4) - (y;sa) =1 by

G-2F_(oef

e tescccccecscscscscccccccccsctetstsccccccscscscssstascscsscsccscssscsssssscscscssasen N

f @ Ejemplo 4.6. Grafique la hipérbola cuya ecuacion es
H x2—4y2—6x+8y=11.
Soluciéon: Como la ecuacion no tiene la forma estandar de la hipérbola, &

+ aplicamos la completacion al cuadrado para obtenerla.

: x2—-4y2—-6x+8y=11
(x2—6x) + (-4y2+8y) =11

f (2= 6x k) =402 -2+ ko) = 11+ ky ~ 4k
i (x2-6x+9)-4(2-2y+1)=11+9-4(1)

: (x-3)2-4(y-1)2=16
(=37 (=12

16

Se tiene la hipérbola con centro (3, 1), los valores:

... dividiendo por 16.

a=4,b=2,c=4y20 =245 yaque c2=a?+ bh?

Con estos datos se grafica la hipérbola.

F(3+275,1)

2\53 Ejercicio 4.5. Grafique las siguientes hipérbolas, encuentre sus focos,
vértices, asintotas, extremos del eje conjugado.

a)x2=2y2—-2x-12y=35
b)4x2-y2-8x—4y=4
c)2x2-3y2+4x+ 6y =49

X‘
=32 -1y
16 7
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[B]

Observe (—4) es factor
comun.

b= ()

o= (] -1

9

0
N Ejercicio 4.5. (25 min)

Solucién en pag. 84
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Objetivo:  Graficar hipérbolas con centro distinto del origen y
focos en un eje vertical.

Evaluacion: Ejercicio 4.6

Clase 6 y 7. Hipérbola con centro (%, k) y focos en un eje vertical

Igual que en la clase anterior, imaginemos que la hipérbola con centro en el origen y con focos en el
eje y, se traslada ~ unidades horizontalmente y & unidades verticalmente. En la Figura 6 se ilustra esta
situacion.

i k unidades

Si la hipérbola con focos en el eje y y con centro en el origen, se traslada # unidades horizontalmente
y k unidades verticalmente; su nuevo centro es (4, k), los nuevos focos son: F(h, ¢ + k) y F(h, —c + k); los
nuevos vértices son: V(h, a+ k) y V(h,—a +k); y los extremos del eje conjugado son: (b + 4, k) y (b + h, k).

Hipérbola con centro (4, k) y focos en un eje vertical

T =1, corresponde a la hipérbola con centro (4, k).
Los focos Fi(h, ¢ + k) y Fo(h, —c + k) estdn en un eje vertical a ¢ unidades hacia arriba y hacia

A A
La ecuacién M Zxh)
a

abajo del centro (A, k) y los vértices V, (h, a + k) y V, (h, —a + k) estan situados en el mismo
eje vertical a a unidades hacia arriba y hacia abajo del centro (4, k).

Unidad Il » Leccion 4 » Clase 6 y 7. Hipérbola con centro (i, k) y focos en un eje vertical 53

Unidad Il. Leccion 4.
Clase6y7

(Continua en la siguiente pagina)

Hipérbola con centro
(h, k) y focos en un eje
vertical
(25 min)

*En forma general de-
terminar los puntos
importantes de una hi-
pérbola con centro dis-
tinto del origen y focos
en un eje vertical.

*Imaginar una hipér-
bola con centro en el
origen y focos en el eje
y y trasladarla 4 unida-
des horizontalmente y &
unidades verticalmente.

*Concluir que la hipér-

bola con centro (A, k) y

focos en un eje vertical

tiene la forma

=k x=h)p
2

a b?

=1
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Claseb6y7

(Continuacion)

{@3 Ejemplo 4.7
(20 min)

*Aplicar la completa-
cion al cuadrado para
escribir la ecuacién en
la forma estandar.

*Determinar en la
ecuacion dada, el cen-
tro (2, —1) y los valores
a=3,b=4yc=5.Con
estos valores trazar la
grafica.

*Hacer que los estu-
diantes se den cuenta
que con el centro ubi-
cado en el plano, se
deben utilizar los va-
lores de a, b y ¢ para
desplazar los elemen-
tos importantes de la
hipérbola (focos, vér-
tices, ejes transverso y
conjugado) tomando el
centro como punto de
referencia.

o/ ©

Q‘}‘?x Ejercicio 4.6
(45 min)

Solucién en pag. 85

.....

HE
H @ Ejemplo 4.7. Grafique la hipérbola cuya ecuacion es 16y2? + 32y — 9x2 + 36x = 164.
¢ Solucién: Como la ecuacion no tiene la forma estandar, se aplica la completacion al cuadrado:

16y2 + 32y —9x2 + 36x = 164
16(y2 +2y) —9(x2 - 4x) = 164

16(y2 + 2y + 1) — 9(x2 — 4x + 4) = 164 + 16(1) — 9(4)
16(y + 1)2 = 9(x — 2)2 = 144

+1) -2y
% - % =1 .. dividiendo entre 144

¢ De esta ultima ecuacion, se tiene la hipérbola con centro (2,-1),cona=3,b=4yc=5yaque c2=a?+b2. ¢
¢ Las ramas de la hipérbola abren hacia abajo y hacia arriba.

N . | -~
¥

x
201 | o b, 1)
AN
|

L S

. N
Vi(2,-4) s
A i

1) (=28 _,
QENC 16

.
.

.....

&? Ejercicios 4.6. Grafique las siguientes hipérbolas, encuentre sus focos, vértices, asintotas, extremos
del eje y conjugado.

(y—2f _ (x+3) (r=17 _(x—2F
a Tz - g =1 bl 5 -1 =1

2
g (-sp- 52 o

d) 25y2 - 4x2 - 250y + 24x = —489

€) 25y2 —9x2 + 100y — 54x — 206 = 0 f) 4y2—9x2 + 8y —54x =113

54 Unidad Il » Leccion 4 » Clase 6 y 7. Hipérbola con centro (i, k) y focos en un eje vertical
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Solucion Ejercicio 4.1.  Pag. 75.
a b
) ) Y 10,6)
N~ T "‘c_ te /]
\ . onjuga 0/
\ /
N/
F1(-v61,0) \N|/
i wiso’ T8 5 e [
7 70N i
AR N
e AKX
. ., Al :
(0, -6) yE-gXx
\
c) d) \

Solucion Ejercicio 4.2.

V1(1,0) \

Eje Conjugado

2L0)

F1(-V5,0)

Pag. 76.

RWs0)  *

Eje Transverso

a)
Eje Conjugado
Vi(-2,0)
Fi(-VI3,0) FBI30) ¥
/7 |\
/ \ Eje Transverso
)'/
''''' (0,-3)
c)

V,(2,0)

I
F,(2v10,0)

Eje Transverso

) F,(5V5,0)
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Solucidn Ejercicio 4.3.

Pag. 77.

T F0v3)

F»(0,2V5), /

o
I\

V2(0.4)]

a

| N[ /7
0] W

|20 |

V41(0,-3

F1(0-v34)

6
F2(0,y29)

N\
/N

X -14

|

! A
|/ \
Vo

! \
/ \

Solucidn Ejercicio 4.5.  Pag. 80.
N
a) N Y1 (w0 7 7
h e
'S Pl
S Pt
N - !
| N ’ |
! N ah i
Vi(1-3v2-3) [N |~ Vp(1+3v2,-3);

F1(1-3v3,-3)

Yeala®

! F2(1+3\/§,—3)

c) y
No——— ‘%1'5) ....... —
N\ 7
\ /
N 7 |
R LIRS 1 V,(-1+26,1) .
Fl(—1—2\/1_0,1)/! s ML I\FZ(—1+NT0,1)
! 7 11 [ X
i P L1 N
I
v . —
7
7
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. F1(0,~v29)

b) \ y /
\ /
10 g
\ /! x
Aoz
yl(O,—Z) \ / VZ(Z,—Z.)
Fl(l—\@,—Z) / \ F2(1+\/§,—2)
v
/
/
/




Solucion Ejercicio 4.6.  Pag. 82.

a) b)
v Wty
s / | Fal2,14+v8T)
V34— M el
| . | .
| ! !
| (—2,1)! e !(6,1)
(-6,2) | C(-3,2) (0,2) P a6 8 1 12y
i — |
Vi(2,-4)
V1(=3,0) X I—-4-—/< 124
. -6 F1(2.,1—\/471)
Fl(_3,2‘\/—ﬁ) -8
-10
2 2
o 0= @3
c) ) g 25 =
‘ v A .
Fa(-2,5+V17) \ F,(3,5+29)
- R
== VZ‘_Z'E)__,ﬁ_._._I = T 1 7
Loy !
(-6,5)t C325) }25) (—2,5)% cl3.5) %(s,s)
Lo I I . _
T T S N i —
2 )
X
F1(-2,5-v17) -8 -6 -4 -2 2 e 4 6 g 10 12 14~
? F1(3,5-v29)
x’ -2
2 2 2 2
o) (y+2° (x+3) . f (y+1° (x+3) _
9 25 9 4
Y Y
* 4
F,(~3,-2+34) Fz(—3,:1+\/ﬁ)
..... Va3l s
[ | | i
12 o 5 2 | =2 T 3 >
[ 7 gy ! ! X
fem2i ) B ) I vy G
: B _: | |
————— — I I
Vi35 )
Fi-32-v38) Fl=3-1-V13)
-10
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Matematicas Il

Unidad IlI

1. Competencias de la Unidad

Probabilidad

1. Determinar la probabilidad de eventos simples y compuestos

2. Usar el principio fundamental de conteo para determinar el tamafio del espacio de muestra

para eventos simples y compuestos.

2. Relacion y Desarrollo

Matematicas Il

Unidad Ill: Estadistica

Matematicas 82

Manera de Contar

Probabilidad

V

Matematicas Il )—

Ii> Unidad Il
e Leccion 1: Conteo

e Leccidon 2: Probabilidad

3. Plan de Estudio de la Unidad (17 horas)

Leccion Clase/hora Contenidos Términos y signos
1. Conteo 1 Principios de conteo n(A U B), n(A), n(B),
n(A N B)
2 Definicion de permutacion Permutacion n!; r; P(n, r)
3y4 Aplicacion de la permutacion Peircutar (1); Prep (1, 7)
5 Definicion de combinacién Combinacioén C(n, )
6 Aplicacion de la combinacién
Ejercicios de la leccidon
2. Probabilidad | 1 Definicién de probabilidad Probabilidad,  espacio
muestral (S), evento
2 Definicion  de  probabilidad
(Ejemplos simples)
Eventos Unién U, interseccién N
4 Propiedad de las probabilidades P(®@), P(A), P(S)

Regla de adicién

P(A U B), P(A N B)
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Leccion Clase/hora Contenidos Términos y signos
1. Conteo 6 Propiedades del complemento de | Complemento
un evento n(A); P(A)
7 Probabilidad condicional P(B/A)
8 Aplicacion de la propiedad
condicional
9 Eventos Independientes
10 Experimentos independientes P(A,), P(A,)
11 Probabilidad de experimentos
repetidos
Ejercicios de la leccion

Puntos de leccion

Leccion 1: Conteo

En octavo grado se estudiaron los principios de conteo de la sumay de la multiplicacién de una forma sencilla,
en esta leccion se aborda profundizando un poco mas ya que se involucran permutaciones y combinaciones
ademas de los principios, las cuales se utilizardn para desarrollar la leccién de probabilidad.

En la permutacidn se debe tener en cuenta que es bastante util cuando se quiere conocer de cuantas
maneras se puede ordenar un conjunto de elementos considerando que el orden importa, a diferencia
de las combinaciones donde el orden no interesa por lo que hacer uso de diagrama de arbol y tablas
facilita en gran medida la comprension de estos conceptos.

En el desarrollo de este contenido los estudiantes se enfrentaran al uso de simbologia nueva (n!; P(n, 7),
C(n,r), etc), es importante que se familiaricen con ello y entiendan su significado.

Puede resultar dificil para el estudiante identificar cuando va usar en un problema el principio de la suma
o de la multiplicacidn o cuando implementa combinaciones o permutaciones para ello se proponen
ejemplo y ejercicios que contribuirdn a la comprension, sin embargo si el docente considera que no son
suficientes puede complementar con otros recursos para alcanzar un mejor aprendizaje.

Leccion 2: Probabilidad

El aprendizaje de la probabilidad comenzd en octavo grado donde los estudiantes resolvian una serie
de ejercicios sencillos con el objeto de introducir de manera intuitiva que es probabilidad y para que
se puede utilizar. En esta leccidén se comienza haciendo un experimento con los estudiantes utilizando
dados, cartas y monedas, para lograr conceptualizar probabilidad experimental y probabilidad tedrica
y poder concluir que en la probabilidad experimental entre mas ensayos se hagan mds se aproxima
a la probabilidad tedrica, luego se proponen una serie de ejercicios y problemas donde se aplica
probabilidad, estudiando con mayor detalles y profundizar mas en este concepto.

También se estudia la probabilidad de eventos independientes, de experimentos independientes y
probabilidad condicional con el objeto de resolver problemas aplicados a la vida cotidiana.
El docente debe desarrollar ejemplos suficientes para logar una mejor comprension sobre el contenido.
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Objetivo: [A] Encuentran la cantidad de maneras de
ocurrencias de dos o mas casos aplicando el

principio de la suma.

Unidad Ill. Leccion 1.
Clase 1

(Continda en la siguiente pagina)

[A] Principio de la suma
(15 min)

:@: Ejemplo 1.1

* Este experimento pue-
de ser realizado por los
estudiantes y comprobar
los resultados.

M: ¢éCudntos casos posi-
bles se pueden obtener
76117

RP: 6y 2.

Concluye: se utilizara n
para determinar el nime-
ro de casos posibles a ob-
tener en cada situacion.
M: é¢Cémo se obtiene el
total de casos posibles de
sacar7 6 11?

RP: sumando el total de
casos de cada uno.

Concluye: El total es 8 y
se representa como n(A)
+n(B) = 8.

.’@“ Ejemplo 1.2

M: En este caso es impor-
tante que el estudiante
conozca y se familiarice
con la situacién planteada
es decir debe conocer que
una baraja estandar cons-
ta de 52 cartas y tiene 4
tipos, 13 de cada uno: tré-
boles, corazones, espadas
y diamantes de igual ma-
nera tiene 12 caras distri-

Evaluacion: Ejercicio 1.1

Leccién 1. Conteo

Clase 1. Principios de conteo

L

I \
: 1@3 Ejemplo 1.1. Determine el nimero de casos posibles de obtener un }
total de 7 puntos o 11 puntos en el lanzamiento de dos dados.

Soluciodn: Se hara una lista de todos los posibles casos que se pueden ob-
tener al lanzar dos dados y luego se cuentan cudntos de ellosson 7 6 11. :

00 08 &0 20 20ED

05 00 6N OEDED ;
O 05 GREEDER 6B
_ 00 OO0 B0 B0
OEOEES O
OB HH OREEED

Se determinan dos conjuntos:
Sea A conjunto de casos que dan 7

: Sea B el conjunto de casos que dan 11 :
El total de casos de A o B se denota como (AUB) y se obtiene: H
+ n(AUB) = n(A) + n(B) H
: =n(7) +n(11)
=6+2 H
=8

+ R: 8 casos. H
R T T

203 Ejemplo 1.2. Determine el niumero de casos posibles de obtener dia- }
mantes o caras en una baraja de cartas.
Solucidn: Sea D el conjunto de cartas que son diamantes y C el conjunto :
i da cartas que son caras.

H
H
H
H

{ El ndmero de casos posibles para obtener cara o diamante se obtiene de
la siguiente manera: H
+ n(DUC) = n(D) + n(C) — n(DNC)
H =13+ 12-3

=22

56 Unidad Ill  Leccién 1 = Clase 1. Principios de conteo

[A]

&
- &g
Se utiliza n(A) para de-
terminar el total de ca-
sos que hay en el con-
junto.

AUB se lee Aunién B, y
representa la suma de
casos de Ay de B.

&
Una baraja normal tiene
52 cartas, cuatro tipos:
diamantes, trébol, cora-
zones, espadas y dos co-
lores rojo y negro.

DNC se lee D intersec-
cién C

Hay cartas que tienen
cara y a la vez diaman-
te, se denota: n(DNC)
al total de casos que se
repiten.

Nota que en el Ejemplo
1.1 no hay casos repeti-
dos por lo que n(AnB) = 0.

buidas, 3 en cada tipo.

*Puede intentar resolver
sin consultar él LE para
aprovechar mejor las op-
ciones de los estudiantes.

Concluye: Cuando se tiene dos conjuntos donde hay elementos en comun a estos les
llamaremos interseccidn, se denota por: n(A N B) sabiendo que Ay B son conjuntos.

Hacer notar al estudiante que si los conjuntos no tiene elementos en comun en-
tonces n(ANB) = @

88 Unidad Ill e Leccidn 1 e Clase 1. Principios de conteo



Objetivo:

[B] Encuentra la cantidad de ocurrencia de dos o

mas casos aplicando el principio del producto.

Evaluacion: Ejercicio 1.2y 1.3

Teorema 1.1. Principio de conteo de la suma

Si Ay B son dos conjuntos finitos entonces. El nimero de casos en
que pueden ocurrir los elementos de A 6 B se denota como:
n(AUB) = n(A) + n(B) — n(AnNB)

& Ejercicio 1.1

a) Un repuesto de automovil se vende en 6 tiendas de Tegucigalpa y 8
tiendas en San Pedro Sula. ¢De cudntas maneras se puede obtener el
repuesto?

b) En el lanzamiento de dos monedas, encuentre el nimero de casos po-
sibles en el que caiga la primera un escudo o la segunda un escudo.

c) Dos dados son lanzados, determine el nimero de maneras de obtener
un puntaje de 4 6 6.

d) Una caja de chocolates contiene 14 de crema 16 de caramelo y 10 cu-
bierto de nueces. éDe cudntas maneras se puede seleccionar uno de
crema o uno de caramelo?

e) En un vuelo de Honduras a Estados Unidos todas las personas hablan
espafiol o inglés. Si 71 personas hablan espafiol, 85 hablan inglés y 29
hablan los dos idiomas. ¢ Cuantas personas hay en el avién?

H 3 Ejemplo 1.3. Un frasco contiene tres mables de color
¢ negro, gris y blanco. Se extraen dos mables del frasco, pri-
‘ mero uno y luego otro, sin reemplazo. Encuentre las di-
' ferentes maneras en que se puede combinar los colores.

H H
¢ Solucion: Se puede utilizar dos formas de encontrar todas las maneras }
: diferentes de combinar los colores. H

H

1) Tabla H
§ Extraccién 23| B G N . '
: Extraccion 12 Hay 6 maneras d|fe-2

B BG | BN rentes de obtener los
H 1 GB aN dos Mables BG, BN, }
: N NB | NG GB, GN, NBy NG.

H

2) Diagrama de arbol

(BG)
(BN)

G
. N .
H B (GB) ;
— C—— (eN)
s B (NB)
H G (NG)

A B

n(AUB) = n(A) + n(B) - n(ANB)

A B

n(AUB) = n(A) + n(B)

Principio de la suma:
cuando hay dos casos
que no ocurren al mis-
mo tiempo, el nimero
de maneras de la ocu-
rrencia de alguna de
ellas es la suma del nu-
mero de casos de éstas.

[B]

&

" A
Nota que se tacha BB,
GG y NN. Debido a que
no hay reemplazo de
los mables y no se po-
drd obtener dos ma-
bles del mismo color.

&
El diagrama de grbol
tiene la ventaja de que
se pueden usar muchas
mas combinaciones.

. . .z sz M
H Primera extraccion Segunda extraccion  Total de casos H
“ ------------------------------------------------------------------------------------ o"
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Clase 1

(Continuacion)

(Continda en la siguiente pagina)

Teorema 1.1

Presentar en la pizarra
los diagramas de Venn
para que el estudiante
observe los dos casos
en que puede ser apli-
cado el teorema.

g\? Ejercicio 1.1
(10 min) Soluciones
a) 14 b) 3

c)8 d) 30

e) 127

[B]

Principio del producto
(10 min)

@ Ejemplo 1.3 y las
dos formas de encon-
trar la respuesta.

*Tratar de que los es-
tudiantes planteen sus
soluciones antes de
consultar él LE.

*Inducir al estudiante a
utilizar el diagrama de
arbol ya que sera util
para resolver proble-
mas futuros.
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Clase 1

(Continuacion)

2’;\5’2 Ejercicio 1.2

Puede ser asignado

como tarea para la casa.

Solucién

9 maneras diferentes

a) En el Ejemplo 1.3
no hay reemplazo
de los mables y en
el 1.2 si por lo que
pueden salir colores
repetidos.

b) no ya que hay 3x3=9
maneras de combi-
nar los colores.

Teorema 1.2

Principio de conteo del
producto.

n(AyB) = n(A) x n(B)

g}‘? Ejercicio 1.3

(10 min)

Si el tiempo no es sufi-
ciente pueden ser asig-
nados como tarea.

Soluciones:
a) 5°=3125

b)
r1 )

1 1
[ I I 1 [ I I 1
rar3vivy, rir3viVp

r3

rirvivp

V1 V2
[ III 1 [ III 1
rirar3Vvy, rirryv

2\% Ejercicio 1.2

En el Ejemplo 1.3 encuentre mediante un diagrama de arbol todas las
diferentes maneras que se pueden obtener dos mables, si después de la
primera extraccién el mable se devuelve al frasco.

a) ¢Cual es la diferencia entre las dos situaciones?

b) ¢Resultd el mismo nimero de maneras diferentes de obtener los dos
mables? Explique.

Teorema 1.2. Principio de conteo de la multiplicacién

Si una operacion se puede efectuar de m maneras y para cada una
de ellas se puede efectuar una segunda operacién de n maneras,
entonces el niumero de maneras en que se pueden realizar estas
operaciones , esta dado por el producto m x n.

é’;\? Ejercicio 1.3

a) ¢Cuantas maneras hay de escribir un cédigo de 5 letras si la repeticion
de letras es permitida.

b) Una bolsa contiene 3 mables rojos, 74, 5, r3 y dos verdes vy, v,. Dos ma-
bles son extraidos uno después del otro sin reemplazo del mable que
se saco primero. Construya un diagrama de arbol.

c) Si 4 monedas son lanzadas construya un diagrama de arbol que deter-
mine de cudntas maneras se puede obtener dos caras y dos escudos

d) Un equipo de futbol tiene 4 camisetas de color: azul, verde, roja y amari-

Ila también 4 calzonetas de color: café, blanca, negra y anaranjada. ¢De
cudntas maneras diferentes se pueden formar uniformes para jugar?

58 Unidad Ill  Leccién 1 = Clase 1. Principios de conteo

Principio de la multipli-
cacion:

El nimero total de ca-
sos es el producto de

los numeros de casos
para cada parte.

C E d) 16
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Objetivo:  [A] Definen que es una permutacion. Unidad lll. Leccion 1.
Evaltan expresiones aplicando permutaciones. Clase 2

(Continua en la siguiente pagina)

Evaluacion: Ejercicio 1.4, 1.5

[A]

Clase 2. Permutacién 1 @ Ejemplo 1.4

.......................................................................................

' Ejemplo 1.4. Se tienen las letras S, O, L. Encuentre todas las formasz [A] e .
diferentes de colocarlas para formar una palabra de 3 letras. Definicién de Permuta-
Solucion cion. (10 min)
Diagrama de arbol
<o L soL *Hacer que los estu-
S . .
L 0 SLO Hay 6 formas diantes hagan un dia-
o < S L ost diferentes - de grama de arbol para
ubicar las le-
L S oLS ) . Al formar la palabra de H _
tras sin repetir. tres letras tenemos representar la situa
L < > ° Ls0 cion y que noten que al
(0] S LOS I I I I I . e d I
) hay3 hay2 hayl aplicar el principio de
Primera Segunda Tercera Palabras de . . . .
posicién  posicion posicion 3 letras plzzglses pr:t'gses ploestlgle pI’OdUCtO se obtiene:
f s o« 2 x 1 = s : 3x2x1.

.......................................................................................

El proceso anterior se le llama Permutacion.

Defimicion 1.1 *Concluye que al ha-
efinicion 1. .
Una permutacién es una secuencia ordenada de objetos en un con- cer las relaciones entre
junto, donde el orden si importa. Ias Ietras se Ie conoce

como permutacion.

%
é‘% Ejercicio 1.4. ..
En el ejemplo 1.4 se agrega la letra E ¢de cudntas maneras diferentes se Concluye en la defini-

puede formar una palabra de 4 letras? cic')n 1.1
— B
?eﬁnlcwn ’1.2 ‘ ol se def | = = L —2) Para n = 0, se defina %S
ea 7 un nimero entero, » factorial se define por n! = n(n — 1)(n - 2)... = . . .
(1) paran > 1. or=t N Ejercicio 1.4
Solucién:
& Eercicio 1.5 24 maneras
Evalué las siguientes expresiones: | | ..
2) 4l b) 10! 9 a3 08 Concluye con la defini-
cion 1.2 como se define
n!
%O . . .
Unidad Il » Leccién 1 » Clase 2. Permutacion 1 59 é‘gz EJerC|C|0 1.5
(10 min) Soluciones
a) 24
b) 3628800
c) 42
d) 24
e) 40320

Unidad Ill  Leccion 1 e Clase 2. Permutacion 1 91



Clase 2

(Continuacion)

Concluye en el teore-
mal.3

El nUmero de permuta-
ciones de n objetos dis-
tintos estd dado por n!.

*Hacer énfasis que en
las permutaciones el
orden es importante.

%@
6}‘3 Ejercicio 1.6
(15 min) Solucion:
a) 7! =5040

b) 15!

c) 26!

d)5!=120

*e) 7! x5! = 604800

[B] Permutacion de r
objetos en n objetos.
(10 min)

':@:‘ Ejemplo 1.5
M: éQué nos pide en-
contrar?
RP: Las maneras en que
se pueden permutar
los digitos en 4 lugares.
M: éCémo se pueden
expresar utilizando el
factorial? ya que solo
son 4 digitos los que se
necesitan debemos ex-
presar 10!

6!
6! Es como que se ten-
ga (10-4)!

*Concluye en el teore-
malJjg

Objetivo:

pueden obtener en n objetos distintos.

Evaluacion: Ejercicio 1.6

[B] Calcular el nimero de permutaciones que se

Si se tiene n objetos con los que se pueden formar permutaciones se
cuenta con: n opciones para el primer objeto.

n—1 opciones para el segundo objeto.

n — 2 opciones para el tercer objeto y asi sucesivamente hasta llegar al
ultimo objeto, por lo tanto, aplicando el principio del producto se tiene:
n(n—1)(n —2)...(1) Permutaciones para n objetos, y se denota con n!y

Se lee: n factorial.

......................................................................................

estd dado por n!

. \
'( Teorema 1.3. El nimero de permutaciones de n objetos disrintos’} H
.

.......................................................................................

g\% Ejercicio 1.6
a) ¢De cuantas formas diferentes se pueden ordenar las letras de la palabra
INMERSA?

b) Una profesora tiene que sentar 15 de sus estudiantes en fila para la clase
de arte. ¢ De cudntas maneras diferentes puede sentar a los estudiantes?

c) Se quiere formar un cédigo de 26 letras de un alfabeto de 26 letras éDe
cudntas maneras diferentes se puede formar dicho cédigo?

d) ¢Cudntos nimeros de 5 cifras se pueden formar con los digitos 1, 2, 3, 4

y 5 sin repeticién?

*e) En un aula de clase hay 7 estudiantes que son mujeres y 5 varones ¢De
cudntas maneras se pueden sentar las mujeres juntas a la derecha y los
varones juntos a la izquierda?

.......................................................................................

Q@ Ejemplo 1.5.

Se quiere formar un cédigo de 4 nimeros utilizando los digitos del 0 al 9 sin

: repeticion. ¢De cuantas formas diferentes se puede escribir el cédigo?
H

: Solucion:

¢ Hay 10 digitos y 4 opciones para el cédigo, por lo tanto, para el primer di- '
gito hay 10 opciones, para el segundo hay 9 opciones, para el tercero hay ‘

i 8 opciones y para el cuarto digito hay 7 opciones.

{ Por lo tanto:

§ Aplicamos el principio del producto: 10 x 9 x 8 x 7 = 5040 (Respuesta)
+ Si utilizamos factorial ¢ Cémo podemos expresar este producto?

H 10! 10!

.......................................................................................

De lo anterior se deriva el siguiente teorema.

Teorema 1.4. El nimero de permutaciones de r objetos elegidos de
n objetos de un conjunto, donde 0 < r < n, es:

P(n, r) = (nﬁill)l =n(n-1)..(n—-r+1)
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B

El resultado puede que-
dar expresaro como n!

]
En e) obtener las per-
mutaciones de las mu-
jeres y las permuta-
ciones de los varones,
luego aplique el princi-
pio de multiplicacion.

[B]

&
Al expresar como f;cto—
rial se necesita el factor
6,5, 4,3,2,1; por lo
que se divide entre 6!.
6!=(10-4)!

éCudl es la diferencia
entre el Ejemplo 1.4 y
1.5?

M: ¢éCudl es la expresidon para
calcular el total de permutacio-
nes de 4 digitos en 10 digitos?

10!

RP 10— 4)1
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terminada por P(n, 7) = ﬁ

6 nn-1)(n-2)...(n—-r+1)

Concluye: la férmula esta de-



Objetivo: [A] Aplican permutaciones circulares en la

resolucion de problemas aplicados a la vida
cotidiana.

Evaluacion: Ejercicio 1.8

Unidad Ill. Leccion 1.
Clase 2

(Continuacién)

Clase3y4

(Continda en la siguiente pagina)

%

C‘% Ejercicio 1.7

a) Usando los digitos 1, 3, 5, 7, y 9 sin repeticion ¢De cudntas maneras se puede formar un nimero de
1,2,3,4,y5 digitos?

b) Un equipo de tenis consta de 12 jugadores ¢De cuantas maneras pueden ser elegidos 5 jugadores
para un partido donde los jugadores deben ser clasificados?

c) Un club de ajedrez tiene 6 miembros.
cl) ¢De cudntas maneras podria ubicarse todos los 6 miembros para una fotografia?
c2) éDe cuadntas maneras puede el club elegir un presidente y un secretario?

Clase 3 y 4. Permutacion 2

Al aplicar permutaciones para resolver problemas se deben considerar [A]
diferentes situaciones particulares.

En el Ejemplo 1.4y 1.5 aplicamos:

* Permutaciones sin repeticion de n elementos tomados a la vez.

P(n, n) =n!
* Permutaciones sin repeticién de » elementos tomados de » en r Se denota: P(r, n) = P(n)
|
donder<n P(n, r) = (nﬁ.r)‘

?@3 Ejemplo 1.6. ¢De cuantas formas distintas pueden sentarse 8 perso—§ Otra forma de aplicar
i nas en una mesa redonda? H permutaciones

Solucién: H
Es una permutacion circular por lo que se considera una persona fija, es§
: decir 7 personas seran permutadas. H
: Peirc (8) = )l =7! =5040  Formas distintas : [%'f

................................................

Una permutacion cir-
cular se aplica a un
conjunto ordenado de
permutaciones, es de-
cir que no hay principio
ni final. Para trabajar
con ellas se fija arbitra-
riamente un elemento
como el primero.

Teorema 1.5. El nimero de permutaciones circulares de »n objetos
estd dada por: Pgireylar (1) = (n—1)!

g)\% Ejercicio 1.8

a) ¢De cudntas formas distintas se pueden sentar alrededor de una mesa
redonda una madre y sus cinco hijos?

*b) ¢De cudntos modos diferentes se pueden ubicar las cifras
del 1 al 7 en la figura siguiente?

c) En un club forman una mesa redonda presidencial por 8
personas ¢De cudntas maneras distintas se pueden sentar, si el presi-
dente y el secretario siempre van juntos?

d) éDe cudntas formas se puede sentar 3 parejas de casados alrededor de
una mesa circular si no debe haber dos mujeres juntas ni dos hombres

%8

& Ejercicio 1.7

(Asignar como tarea)

Solucién

a) 1 digito 5; 2 digitos:
20; 3 digitos: 60;
4 digitos: 120; 5 digi-
tos: 120

b) 95040

c)c1)720 ;)30

[Hasta aqui Clase 2]

[Desde aqui Clase 3]

[A] Permutaciones cir-
culares. (5 min)
*Hacer un recordato-
rio de las férmulas uti-
lizadas para calcular
permutaciones y esta-
blecer cuando se debe
aplicar una o la otra.

@ Ejemplo 1.6

(5 min)

*Proponer el problema
en la pizarra y permitir
qgue los estudiantes in-
tenten resolverlo antes
de consultar el LE.

juntos?

i teoton 1 o3y remscions | 61 *Inducir que el estu-
diante deduzca la for-
mula a utilizar haciendo
dibujos o diagramas.

%0
N Ejercicio 1.8. (10 min) Solucidn *Concluir en el teore-
a) 120 *b) 7 X Peire(6) = 7 x 5! = 840 ma 1.5y consultar el LE

con los alumnos para

C) 2 X Pcirc(7) =1440 d) P(z) X P(3) =12 concluir ideas.
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Clase3y4

(Continuacion)

[B] Permutaciones con
repeticion
(10 min)

':@:' Ejemplo 1.7

M ¢Cual es la diferencia
de esta situacion con
las anteriores?

RP: Las cifras se pue-
den repetir

M ¢Qué significa que
las cifras se puedan re-
petir, en que cambia el
problema?

RP: cada digito tiene el
mismo numero de po-
sibilidades por lo que
se da una potencia.

Concluye Teorema 1.6

§§2 Ejercicio 1.9
*Pueden ser asignados
como tarea. Solucién
a) 94=6561
b)24 =16
c)cq) 252x 103

= 625000

c;) 25x 24 x103
= 600000

‘@*’ Ejemplo 1.8

(10 min)

Revisar el LE y analizar
la solucion propuesta
usando permutaciones
y diagrama de arbol.

Objetivo:  [B] Aplican permutaciones circulares en la resolucion
de problemas aplicados a la vida cotidiana.

Evaluacion: Ejercicio 1.9

[ ,
"@5 Ejemplo 1.7. Para formar la combinacién de un candado se eligen 4 ' [B]
digitos de 10. ¢ De cuantas maneras se pueden elegir los digitos? H

$ Solucion
En una combinacién de un candado los digitos se pueden repetir por lo que
cada digito tiene igual nimero de posibilidades de ser elegido.

¢ En la primera posicién hay 10 opciones Codigo
i En la segunda posicién hay 10 opciones
En la tercera posicién hay 10 opciones 1 2 3 4

y en la cuarta posicion hay 10 opciones

: Por lo tanto
¢ El nimero de maneras que se pueden elegir los digitos: 10 x 10 x 10 x 10 =

Teorema 1.6. Permutaciones con repeticion
Para encontrar el total de permutaciones con repeticion de » ele-
mentos tomados de r en r utilizamos Prepeticisn (1, 1) = n*

RO £ s

Q\sz Ejercicio 1.9

a) éCudntos numeros de cuatro digitos se pueden formar con las cifras 1,
2, 3...9 si se permite repeticion?

&

b) Se lanzar 4 monedas distintas de forma simultanea. ¢ Cudntos resulta- En c2) calcula la P(25,
dos posibles se pueden obtener? 2) para las letras y lue-
*c) En un hospital se utilizan 5 simbolos para clasificar las historias clini- go P con repeticion de
cas de sus pacientes de manera que las primeras son letras y las tres los numeros después
ultimas son digitos. Suponiendo que hay 25 letras. ¢{Cudntas historias aplica el principio del
clinicas pueden hacerse si: producto para obtener

c1) No hay restricciones sobre letras y nimeros. le resultados.
c2) Las dos letras no pueden ser iguales.

{Q} Ejemplo 1.8

¢ Un barco manda sefiales utilizando banderas de colores. Si el barco tiene }
‘ tres banderas azules y dos rojas. éCudntas sefiales diferentes se pueden ‘
hacer? H
Solucién: Silas 5 banderas fueran diferentes entre si se tendria 5! = 120
§ sefiales distintas, pero como 2 son de un color y 3 son de otro, entonces :
i se tiene un numero x de permutaciones que es menor que 5!.
¢ Silas 2 banderas rojas fueran distintos entonces se tiene 2! Formas de co- :
locarlas y por el principio de multiplicacién tendriamos x(2!) de la misma .
{ manera con las 3 banderas azules, si estas fueran diferentes se tiene 3! }
§formas de colocarlas y tendriamos x(2!)(3!) y esto deberia ser igual a 5! .
§ Despejando se tiene:
H x(21)(3!) =5! X= 537 x=10 H

.
.
H
H
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Otra forma de obtener las sefiales que se pueden hacer es utilizando el

diagrama de arbol.
(AARRR) 7[%&

A A R R R
R</F§ 2 g gﬁsags; Nota que el diagrama
s R A (ARRRA)  Hay 10 formas di- de arbol se vuelve més
A R R (RAARR) ¢ complicado cuando la
erentes de obte-
A4 R—_ Q /Fi (RARAR) cantidad de elementos
R
A
A

(RARRA)  ner sefiales.
R A=—%

(RRAAR) involucrados es mayor
(RRARA)
A (RRRAA)

R

R

Por lo tanto, surge

Teorema 1.7. Permutaciones con repeticion de elementos distintos.
Las permutaciones de n elementos de los cuales p; son de un tipo,
P2 son de otro tipo, p; de otro tipo, donde

p1+py+---+pr=n sedenota por:

Prep (1, (p1, P2y ---P4)) =W"W

:,\%\ Ejercicio 1.10 [c]

a) Calcule
al) P, (10, (5,3,2)) a2) P, (12, (6, 6))
a3) Py (6, (2,2,2)  a4) Prep (9, (4, 3, 2))

b) Con las cifras 2, 2, 2, 3, 3, 3, 4, 4, 4 ¢{Cuantos nimeros de 9 cifras se
pueden formar?

c) Se ordenan en fila 5 bolas rojas, 2 bolas blancas y 3 bolas azules. Si las
bolas de igual color no se distinguen entre si. ¢ De cuantas formas posi-
bles pueden ser ordenadas?

d) Una persona intenta recordar una clave de 6 letras que ha olvidado, sin
embargo, recuerda que esta clave, estaba formada utilizando 2 veces
cada una de las iniciales de su nombre (a, b, c) ¢ Cudntas posibles claves
puede formar?

.......................................................................................

‘@5 Ejemplo 1.9. Cuatro libros de matematicas, seis de fisica y dos de
quimica serdn colocados en un librero. ¢ De cudntas maneras diferentes se
pueden colocar si

a) Los libros de cada materia deben estar juntos.

b) Solo los de matematicas tienen que estar juntos.

Solucién
Como los libros de cada materia son diferentes, se tiene tres conjuntos Otra forma de aplicar
a) Considerar cada conjunto de libros de una materia como una unidad permutaciones
por lo tanto hay P(3) = 3! = 6 maneras de ordenar los libros por materia.
Ademas, se debe considerar también las permutaciones entre cada
materia por lo que tenemos.

.......................................................................................

P(3)=P(3,3)
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aplica la propiedad del producto para obtener el inciso a).
En el inciso b) se agrupan solo matematicas por lo que se
calcula las permutaciones de los demas y se multiplican
por las permutaciones de matematicas.

Clase3y4

(Continuacion)

(Continda en la siguiente pagina)

Concluir en el teorema
1.7 (5 min)

[Hasta aqui Clase 3]

[Desde aqui Clase 4]

2®

&N Ejercicio 1.10
(20 min) Solucién
a)a;) 2520  a,) 924

as) 90 a2) 1260
9l
b) 373137 =1680

c) 2520
d) 90

[C]

@ Ejemplo 1.9

(15 min)

* Es importante que el
estudiante note en las
diferentes situaciones
en las que se aplican
permutaciones.

*Puede intentar resol-
ver el problema sin
consultar el LE.

Hacer notar que si de-
sea agrupar los libros,
se deben trabajar como
un conjunto y como
estos se permutan en-
tre si, luego dentro de
cada conjunto hay un
numero de permuta-
ciones por lo que se
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Unidad Ill. Leccidén 1. Objetivo:  [A] Definen que es una combinacion.
Clase3y4
(Continuacion)
Clase 5
(Continua en la siguiente pagina)
%O
& Ejercicio 1.11
(10 min) Solucion
Hay 4 posiciones pares { P(4)=4!=24  para matematicas \
por lo que se ubican las P(6)=6!=720 parafisica

. P(2)=2!=2 para quimica
mujeres. Por el principio de la multiplicacién se tendria:

_ _ . Total de Permutaciones = P(3)(4! x 6! x 2!)

P(4) = 4! = 24 Ndmero e a0 :
posib|e de C0|Ocar mu- =207,360 Diferentes maneras de colocarloslibros§ E_;}e
jeres_ b) Se considera los libros de matemdticas como una unidad por lo que se : Aplicando el prin‘::ip?

P(5) =5! =120 Numero
posible de colocar va-
rones.

Total = 24 x 120 = 2880
maneras.

[Hasta aqui Clase 4]

[Desde aqui Clase 5]

[A] Definir combinacion

‘@’ Ejemplo 1.10

(15 min)

*Hacer notar al estudian-
te que el orden no im-
porta en la combinacién.

Intentar resolver el
problema sin consultar
LE y explorar ideas de
cémo lo pueden resol-
ver aplicando conoci-
mientos previos.

M: Hacer un cuadro

: Total de grupos x 3! = :
: Considerando lo anterior se debe dividir por el nimero de equipos extra &
ique tienen, es decir: P(5, 3) +

tiene:

fisica y 2 unidades distintas de quimica. Por lo tanto, hay:

P(9) = 9! maneras de ordenar 9 unidades y por cada una de ellas hay
P(4) = 4! maneras posibles de ordenar los 4 libros de matematicas
En total hay
P(9) x P(4) =

.......................................................................................

& Ejercicio 1.11. Hay que colocar a 5 hombres y a 4 mujeres en una fila,
de manera que las mujeres ocupen los lugares pares. é¢De cudntas mane-
ras puede hacerse?

Clase 5. Combinacion 1

.....................................................................................

Marcela y Tomas, tres estudiantes son seleccionados para hacer un grupo
de estudio, éCudntos equipos pueden formar?
i Solucion:

: Si el orden importa se tiene la siguiente solucion.
H

51 51

P(S, 3)= (5 23)7 = 31 =60

i Sin embargo se debe considerar que el orden no importa.
: Si se hacen los grupos tenemos las siguientes posibilidades:

: Equipos Posibilidades

(- JE T S — = BHL, BLH, HBL, HLB, LBH, LHB.
——> BHM, BMH, HBM, HMB, MBH, MHB

(I § S —— = BHT, BTH, HBT, HTB, THB, TBH

I VI § P > LMT, LTM, MLT, MTL, TLM, TML

HEA\ 4 \4

Total de permutaciones

Por lo tanto 60 + 6 = 10 equipos
A este proceso se le llama combinacion.

.......................................................................................
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Una unidad correspondiente a matematicas, 6 unidades distintas de :

\
* Ejemplo 1.10. Se tiene un grupo de 5 estudiantes Bairon, Henry, Lisa,

del producto en permu-
taciones.

Los libros de matema-
ticas se pueden combi-
nar entre si

[A] [gy

Nota que el grupo sera
formado sin importar el
orden de los integran-
tes.

&

Se hizo una permuta-
cién de 3 personas de
un grupo de 5, lo im-
portante en este caso
es que en cada grupo
hay 6 permutaciones.

de posibilidades de los
equipos.

¢Qué sucede con los
equipos que se forman?

RP: Hay equipos repetidos, es decir con los mismos integrantes.
M: Concluye que en este caso no se pueden utilizar la permu-
taciéon como resultado final, por lo que es necesario dividirlo
entre el total de grupos repetidos.
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Objetivo:

aplicados el teorema 1.8

Evaluacion: Ejercicio 1.12

[B] Resuelven problemas de combinaciones

Definicién 1.3
Una combinacion es una coleccion de objetos donde el orden no
importa.

El simbolo C(n, r) denota el nimero de combinaciones de r objetos elegi-
dos de un conjunto de n objetos.

El total de combinaciones C(n, r) es igual al nimero de permutaciones P(n, r)
dividido por ! (nUmero de permutacion dentro de cada combinacién).
De lo cual surge el siguiente teorema:

Teorema 1.8. El nimero de combinaciones de r objetos elegidos de

n objetos, donde 0 < r<nes: |
_ n!
0 1) = =i

@&? Ejercicio 1.12. Evalué

al)C(6,2)  a2)C(7,4) a3)C(10,10)  a4)C(9, 3)

.......................................................................................

'—@-’ Ejemplo 1.11. Un grupo de 9 estudiantes forman un club de estudio

y seleccionan un miembro como presidente. Se desea formar un grupo de

i 4 estudiantes

a) éCuantas combinaciones se pueden formar en total?
b) ¢ Cuantos grupos incluyen al presidente?

c) ¢Cuantos grupos no incluyen al presidente?

Solucién
a) El total de combinaciones lo obtenemos aplicando el teorema 1.8

9! 9-8:7:6:5! _9:876
5141 B 41

c(o4) 5141

=126

_ 9!
“(9-4)1al
(Respuesta)

: b) El presidente estd en el grupo, por lo que los otros 3 miembros deben :

ser seleccionados de los 8 estudiantes.
8! 8-7-6-5! _ 87

8! )
C8,3)= (g=3)131 = 5137 = 5131 = 31 =56 (Respuesta)

c) Siel presidente no esta en el grupo, tenemos.

C(9,4)—C(8,3)=126—-56=70 (Respuesta)
\4 \4
Total de combinaciones Combinaciones donde esta el presidente

.......................................................................................

(8]

B
Una combinacién tam-
bién puede ser expre-
n
sada como nCro (71 )y
se lee “n elementos to-
mados en grupos de r”
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8l

C(8 4) = (g—a)Txar

=70

incluyen o lo pueden encontrar mediante la combinacioén:

Clase 5

(Continuacion)

*Observan la solucion
propuesta en LE.

Concluye definicion 1.3

[B]: Introduce el simbo-
lo de combinaciones.

[B] Teorema de combi-
naciones.

Concluye en el teore-
ma 1.8

(10 min)

*La féormula para calcu-
lar combinaciones de r
objetos elegidos de n
objetos.

:&2 Ejercicio 1.12

(10 min) Solucién
a1) 15 a,) 35
as) 1 a,) 84

@ Ejemplo 1.11

(10 min)

Pensar en la forma de
solucionar el problema,
en a) y b) aplican el Teo-
rema 1.8 para resolverlo.

En c) es importante
gue las combinaciones
gue no incluyen al pre-
sidente son el comple-
mento de las que si lo
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Unidad Ill. Leccion 1.

Clase 6

Objetivo:

[A] Resuelven problemas aplicando combinaciones.

[B] Aplican las combinaciones al tridngulo de Pascal.

(Continda en la siguiente pagina)

[A] Ejercicios aplican-
do combinaciones.
(35 min)

g‘% Ejercicio 1.13
Soluciones:
a) 1365 b)10 c)176
d)d;) 1716
(Recuerda que la baraja
tiene 13 cartas con dia-
mantes)
d,) 3432
e) 150
f) /156 f2) 21 f3) 35
14)C(8,5)=C(7,5)+C(7,4)

[B] Aplicar combina-
ciones para resolver
triangulo de Pascal.
(10 minutos)

?ﬁé‘i Ejercicio 1.14
Solucién

M*iComo se pueden
completar los numeros
que hacen falta en el
tridngulo de Pascal?

1) Se puede usar la for-
mula de combinacio-
nes. Por ejemplo

1!

2!
C(2,2) = oIar = 1.

De igual forma, C(2,0) =
C(4,0) = (5,5) = 1.

*Concluir que en los
extremos del tridngulo
siempreira el nimero 1.

Evaluacion: Ejercicio 1.13,1.14

Clase 6. Combinacion 2

%

&? Ejercicio 1.13

a) ¢Cuantos grupos de 4 integrantes pueden ser formados de un grupo de
15 personas?

b) Una moneda se lanza 5 veces éDe cudntas maneras se puede obtener
2 caras y 3 escudos?

c) Enun examen hay 10 preguntas ¢ De cudntas maneras se pueden obte-
ner 7 0 mds respuestas correctas?

d) Se selecciona 6 cartas de una baraja de 52 cartas.
d1) éDe cudntas maneras se pueden elegir un conjunto de 6 diaman-
tes?
d2) ¢De cudntas maneras se pueden elegir un conjunto de 6 corazones
6 6 tréboles?

e) En un grupo de estudiantes hay 6 varones y 5 mujeres. éDe cudntas
maneras se pueden seleccionar un equipo de 4 personas donde haya 2
mujeres y 2 varones?

f) Una bolsa contiene 8 mables de diferentes colores de los cuales uno es

azul.

f1) ¢De cuantas maneras se pueden elegir 5 mables?

f2) ¢De cudntas maneras se pueden elegir 5 mables donde no haya azul?

f3) ¢De cudntas maneras se puede elegir un grupo de 5 mables incluyen-
do el azul?

f4) Escriba la expresion que muestra que la respuesta de f1) es la suma

de f2) y f3).

R

N Ejercicio 1.14. Triangulo de Pascal

Utilizando la férmula de combinaciones. Completa las primeras 6 filas del
tridngulo de Pascal (C(n, r) donde n es lafilay r es la posicion n =0, 1, 2,...
r=0,1,2,.,n)

1 5 ] 10 5 O

¢Qué puedes concluir de los extremos del tridngulo?
¢Si se desea encontrar la fila 7, es necesario la férmula? Explique.

66 Unidad Il  Leccién 1 » Clase 6. Combinacién 2

[A]

@
Aplique el principio de
la multiplicacion C(mu-
jeres) x C(varones)

[B]

]
Considere:
C(0,0)
C(1,0) C(1,2)
C(2,0) C(2,1) C(2,2)
C(3,0) C(3,1) C(3,2) C(3,3)

*Calcular y completar con C(3,2) = 3,
C(4,1) = 4, C(5,2) = 10.

*Para encontrar la fila 7, se calcula
C(7,1) = 7, C€(7,2) = 21, C(7,3) = 35,
C(7,4) = 35, C(7,5) = 21, C(7,6) = 7.
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Luego de encontrar el valor de todas
las combinaciones, se pueden verifi-
car los resultados empleando las su-
mas de parejas en cada fila para en-
contrar los valores de la siguiente fila.



Objetivo: Fortalecer los conocimientos adquiridos de la
leccion.

Ejercicios de la leccion

a) En un aula de clases hay 26 estudiantes, todos los estudiantes hablan Clase 1 principios de
miskito o espafiol y algunos hablan ambos. Si 18 de los estudiantes conteo.
pueden hablar miskito y 14 pueden hablar espafiol. }
al) ¢Cuantos estudiantes pueden hablar espafiol y miskito? D
a2) ¢Cuantos estudiantes pueden hablar miskito pero no espafiol? Dibuje un diagrama de
b) Se quiere usar un cédigo de 4 letras usando el alfabeto de 28 letras. Venn.

éDe cudntas maneras diferentes se puede obtener el cddigo?
b1) Si se permite repetir b2) Si no se permite la repeticion

c) Si se lanzan dos dados, éCudntas maneras hay para obtener dos
numeros diferentes?

d) De cudntas maneras se puede seleccionar una carta con cara y roja o
una carta As negro de una baraja de 52 cartas.

e) En un saldn se tiene cierta cantidad de sillas acomodadas en fila y
cierta cantidad de personas. De cuantas maneras distintas se puede
acomodar las personas en las sillas si tenemos:
el) 5sillas, 5 personas e2) 5 sillas 8 personas e3) 8 sillas y 5 personas

f) ¢éCudntos numeros de 5 cifras se pueden formar que no tienen digitos
0ni1?
g) Evalué cada una de las siguientes expresiones:
gl1) 8! g2)9!+7! g3)7-7! g4) 0! Clase 2,3y4
g5) P(13, 8) g6) P(15, 2) g7) P(15, 15) Permutacién
h) En un aula de clase hay 14 estudiantes de los cuales 8 son mujeresy 6 -
varones. 7El
h1) ¢De cudntas maneras puede el grupo colocarse en linea para una foto? Puede dejar expresa-
h2) ¢De cuantas maneras pueden tomarse una foto con las mujeres al dos resultados muy
frente y los varones en la fila de atras? grandes como en h1.

h3) ¢De cudntas maneras se puede elegir al azar un comité de tres
miembros incluyendo: presidente, secretario y tesorero?
¢De cuantas formas diferentes, puede un alumno contestar 8 preguntas
de un examen de verdadero o falso?
Evalué cada una de las siguientes expresiones.
j1) €(13,8) j2)C(15,15) j3) C(13,2) Clase 5y 6 Combinacio-
Se seleccionaron 6 cartas de una baraja sin reemplazo. nes
k1) éDe cudntas maneras puede elegirse 6 corazones?
k2) é De cuantas maneras puede seleccionar un grupo de tres corazones
y tres espadas?
k3) éDe cuantas maneras puede elegir un grupo de seis corazones o
seis espadas?
Un estudiante tiene que elegir 7 de 10 preguntas de un examen
¢De cudntas maneras puede elegirlas?
Y, si las cuatro primeras son obligatorias, éde cuantas maneras puede
elegirlas?
*m) Tres atletas toman parte en una competencia. éDe cudntas maneras
pueden llegar a la meta? (Pueden llegar todos juntos).

k
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*Si llegan dos juntos existen C(3, 2) = 3 grupos de 2 que llegaron
juntos y P(2) = 2! Ordenaciones distintas del grupo de dos y el otro
atleta. Por tanto existe un total de 3 x 2 = 6 posibilidades.

* Si llegan los 3 por separado existen P(3) = 3! = 6 posibilidades.

* Pueden llegar a la meta de 6 + 6 + 1 = 13 Posibilidades.

Unidad Ill. Leccion 1.
Ejercicios de la leccion

Ejercicios
a, b, ¢, d eyf

Clase 1 Principios de
conteo
Soluciones:

a)a;) 6 az) 12
b) b;) 284 = 614656
b7) 28x27x26x25 = 491400
c) 30 d) 8
e) e;) P(5,5) =120
e,) P(8,5) = 6720
e3) P(8,5) = 6720
f) 85=32768

Ejercicios g, h, i
Clase 2 y 3 Permutacio-
nes
Soluciones:
g) 81) 40320  g;) 72
g3) 35280 g4)1
gs) 51891840
ge) 210 g;) 15!
h) hy) 14! h,) 8! x 6!
hs) P(14,3) = 2184

i) 28 =256

Ejercicios j, k, [y m

Clase 4 y 5 combinaciones
i) 11) 1287 j5)1 j3) 78
k) kq) C(13,6) = 1716

ky) C(13,3) x C(13,3)
= 81796

k3) C(13,6) + C(13,6)
=3432

*m) *Si llegan los tres jun-
tos solo hay 1 posibilidad.
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Unidad Ill. Leccidn 2. Objetivo:  [A] Desarrollan en forma intuitiva el concepto de
Clase 1 probabilidad.

(Continua en la siguiente pagina) i o
Evaluacion: Juego de posibilidades

[A]
Concepto de Probabi-
lidad. -
Leccién 2. Probabilidad
Clase 1. Definicion de probabilidad
0’<"> e 3)‘3 Ejercicio 2.1. (Juego de oportunidades) [A]
& PrObabllldad Expe- Para llevar a cabo este juego se necesitan un dado, una moneda, una ba- prrTTeeessssnnnnnssieesnnanane .
rimental y Probabilidad roja de 52 cartas. & i
Teérica . (15 mln) a) En cada juego se debe predecir cuales podrian ser los posibles resulta- Experimento: Es el acto
dos y registrarlos en la tabla. de hacer una observa-
b) Realizar el experimento 10 veces y registrar los resultados. cién o realizar una me-
*Se propone que IOS c) Silos resultados coinciden con la prediccién se debe escribir un cheque (v/) ¢ dicién que proporcione
en la fila de la prediccion. datos numéricos o no
estudiantes  realicen numéricos.
. . Experimento 1
el Jjuego de Oportunl- Lanzar una moneda y predecir los resultados mas frecuentes. ¢ Experimento Aleatorio:
gH Conjunto de pruebas
1123 (4 ]|5|6|7]8|9]|10
dades utlllzando |OS Resultado cuyos resultados estan
materiales  indicados oredicaid determinados  dnica-
y haciendo los experi - ; memealazr
Experimento 2 Resultado: Es uno de
mentos. ESte s€ puede Lanzar un dado predecir qué nimero es mas frecuente (1, 2, 3,4, 5, 6 6) los posibles datos que
hacer de forma indivi- 1]2[3[a]5]6]7][8][9][10] i puedenobtenerenun i
dual o grupal Resultado § openmene 5
. Pred|cc|én ---------------------------------
En grupo se puede Experimento 3 - ) ,
h |a$ discu Sacar una carta y predecir qué color es mas frecuente (Roja o negra)
aprovechar - 1[2[3]a]s[e]7]8]9]10
siones que ellos tengan Resultado
Prediccion
al momento de pre-
decir los resultados vy Experimento 4
sacar una carta y predecir qué carta es mas frecuente (Trébol, Diamante,
comparar con los que Espada o Corazén)
se obtienen. 1]23]a|ls|e|7]8]9]10
Resultado
Prediccidn
Puede hacer la activi- I s
+ *Responder las siguientes preguntas. :
dad colocando esta- i a) ¢En cudl de los experimentos las predicciones fueron mayormente coin-}
ciones en el aula de i, Cidentes? 5
clase, una estacion de
IOS dadOS otra de |as 68 Unidad Ill  Leccién 2 » Clase 1. Definicion de probabilidad
monedas y otra de las
cartas y dividir el grupo
en equipos de trabajo * Es importante hacer que los estudiantes comparen sus pre-
para que realicen los dicciones con las obtenidas a través del experimento y generar
experimentos de forma una discusion donde comenten que sucedid, con los datos ob-
simultadnea. tenidos.
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Para realizar una prediccién de un resultado en los experimentos anterio-
res se hace uso de la probabilidad.

Definicién 2.1. Probabilidad

Es la rama de la matematica que permite hacer predicciones de la
ocurrencia de los resultados de un experimento, de los cuales no es
posible tener certeza.

.......................................................................................

§ b) éCuéles son las posibilidades o posibles resultados que se tiene cuando? :
b1) Se lanza la moneda. :
b2) Se lanza el dado.
b3) Se saca una carta de color. B
; b4) Se saca un tipo de carta :

.......................................................................................

A estos resultados se les llama: Espacio Muestral.

Definicién 2.2. Espacio Muestral
Es el conjunto de todos los posibles resultados de un experimento
aleatorio. Se denota con la letra S.

......................................................................................
g c) ¢Cuantas veces obtuvo:

¢ cl)cCara?

c2) el nimero 3?

c3) color rojo?

Diamante?

......................................................................................

A los enunciados anteriores se les llama Evento.

Definicién 2.3. Evento
Es un sub conjunto de un especio muestral. Se denota con la letra E.

Si se quiere conocer la probabilidad de obtener un evento en particular se [B]
pueden utilizar dos tipos de probabilidad:
e Probabilidad experimental

¢ Probabilidad tedrica

En este curso estudia-
mos con mas detalle la
probabilidad tedrica.

Definicién 2.4. Probabilidad Experimental
Es la probabilidad que un evento ocurra basado en los resultados de
un experimento. Se denota por P,(E) y se calcula:
numero de casos favorables
numero de casos posibles

P.(E) Se lee: Probabi-
lidad experimental de
que el evento E ocurra.

La probabilidad experimental es el limite de la frecuencia relativa.
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[B] Definir probabilidad tedrica y probabilidad experimental.
(10 min) *Definir los dos tipos de probabilidad.

M ¢ Cual es la diferencia entre la probabilidad experimental y la
probabilidad tedrica?

Clase 1

(Continuacion)

(10 min)

Concluye que al realizar
una prediccion de un
resultado en los experi-
mentos se le llama pro-
babilidad.

M: ¢ Cuales son las posibi-
lidades que se tiene cuan-
do se lanza una moneda?
RP: 2 posibles resultados

(Caray escudo)
¢Cuando se lanza un
dado?

RP: 6 posibles resulta-
dos (1,2,3,4,5y6)
¢Cuando se saca una
carta de color?

RP: 2 (negroy rojo)
¢Cuando se saca un
tipo de carta?

RP: 4 (trébol, espadas,
diamantes y corazdn)

Concluye: Los resultados
de los experimentos se
llaman espacio muestral.

*Pedir a los estudiantes
que compartan los datos
de cuantas veces obtu-
vieron cara o escudo, el
nimero 3 0 5, una carta
de color rojo o negro, una
carta de trébol, espadas,
diamante o corazon.

Concluye: Cada uno de
los resultados anterio-
res se les conoce como
evento.
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Unidad Ill. Leccidn 2. Objetivo:  [A] Definen que es una combinacion.

Clase 1 o
(Continuacion) Evaluacidn: Ejercicio 2.3

Clase 2

(Continua en la siguiente pagina)

RP: La probabilidad ex-
perimental se obtiene
con los datos obtenidos S

despues de Ia reallzaC|on Definicidn 2.5. Probabilidad Tedrica (E) Namero de ele-

Es la probabilidad que un evento ocurra basado en todos los posi-

de un experimento \ la bles resultados del espacio muestral. Se denota por P(E) y se calcula: zg;‘t?\lsu?eiloevsgtz:z_
probabilidad tedrica se P(E) = ndmero de elementosenE __n(E) mentos en el espacio
numero de elementosen S n(S) muestral S.

obtiene considerando las
posibilidades que se po-

Cuando todos los eventos de S tienen la misma probabilidad.

drian obtener en un ex- & Ejercicio 2.2. Con los resultados obtenidos en los experimentos 1, 2, E’f
. 3,y 4 del Ejercicio 2.1 complete la siguiente tabla. —_——
perimento. Y i ! P & _ _ La probabilidad tedrica
Experimento Evento Probabilidad | Probabilidad es la misma para todos
Experimental Tedrica p N
%O los eventos de un mis-
& EjerCiCiO 22 Lanzar una moneda Cara mo experimento.
; Lanzar un dado 5
(10 mm) Sacar una carta (color) Rojo
Con los datos obtenidos Sacar una carta (tipo) Trébol
en los experimentos cal- ¢Qué se puede concluir de la probabilidad Experimental?

. ¢Qué se puede concluir de la probabilidad Tedrica?
cular las probabilidades ¢son iguales?

teorica y experlmental. De aqui en adelante, se considera que todos los eventos de un mismo

M: ¢'Cc’>mo resultaron las experimento tienen la misma probabilidad de que ocurran.
probabilidades? existen
diferencias, son iguales, -Elase-2: Definicién de probabitidad (Ejemplos simples) .
son cercanas...explique. s o
% ) H @ Ejemplo 2.1. Calcular la probabilidad tedrica H [A]
Es importante que el es- ga) En un aula de clase hay 20 mujeres y 15 varones, si se escoge una per- .
tudiante note que |a pro- ¢ sonaal azar. (Cudl es la probabilidad de escoger mujer? H
. L . ¢ Solucién '
babilidad tedrica siem- ‘ S: Son todos los estudiantes del aula H
pre serd la misma en los n(S) =15 + 20 = 35 . .
. ¢ A:Eselevento de que la persona escogida sea mujer. H
eventos de un espacio : n(A)=2200 A
muestral. Por ejemplo en PN=35 =7 #
la moneda la probabili— éb) Se lanzan dos dados. ¢Cuél es la probabilidaddequesalgandosnL’Jme-§ Consultar el ejemplo
dad de obtener cara o es- i roscuyasumaes7? i 1 tecdénclasel.
Solucién H
cudo es % ,en el dado la n(S) = 62=36
probabilidad de obtener A: evento de sacar dos numeros cuya suma es 7; n(A)=6 H
: 6 _3 _1 :
, H P(A) = 5% =5 = = H
(1,2,3,4,566)es L,y S O 38186 e ;
en las cartas la probabili-
dad de Obtener un COIOr 70 Unidad Il = Leccién 2 « Clase 2. Definicion de probabilidad (Ejemplos simples)
es 3, la probabilidad de
obtener un trébol, espa-
da, diamante o corazdn . O) .
L Pero entre mas veces se hace el [A] @ Ejemplo 2.1. (15 min)
es 7, sin embargo, en la . . % . .
o : experimento estos se aproximan En cada ejercicio es importante
probabilidad experimen- cal babilidad teéri ] ) )
tal dependera de los re- mas a fa probabilidad teorica. analizar cudl es el espacio muestral
sultados obtenidos en el [Hasta aqui Clase 1] en cada caso, cuales son los eventos
. , i i ?
experimento. [Desde aqui Clase 2] y éque se pide encontrar
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.......................................................................................

c) En una bolsa hay 5 pelotas, 2 blancas y 3 rojas se extrae una pelota alg
azar. ¢Cudl es la probabilidad de que esta sea roja? :
Solucién

n(S)=5
A: es el evento de sacar una pelota roja, n(A) =3

p(A) =2

.......................................................................................

%

& Eercicio 2.3 [B]

a) Sise extrae una carta al azar de una baraja de 52 cartas ¢ Cudl es la pro-
babilidad de que la carta sea un As?

b) Se lanza al aire una moneda 3 veces, ¢ Cudl es la probabilidad de sacar
un escudo en el primer lanzamiento?
c) Se lanza un dado, calcule la probabilidad de:
c1) Obtener un nimero menor que 5.
c2) Un nimero par multiplo de 3.
c3) Un nlimero impar menor que 5.
c4) Un nimero primo.

d) De 25 televisores que se fabrican 1 sale defectuoso ¢Cudl es la proba-
bilidad de escoger un televisor defectuoso de 100 televisores?

e) Se gira una flecha en una ruleta, si la probabilidad de ﬂ?‘
seleccionar alguna linea es nula éCudl es la probabi-
En una caja hay 90 tarjetas numeradas del 10 al 99, se

saca una tarjeta al azar ¢ Cudl es la probabilidad de que la suma de sus
digitos sea 4?

lidad de obtener un nimero mayor que 3?

f
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f)

4 2

90 - 45 (13, 22, 31, 40)

Clase 2

(Continuacion)

*En el ejercicio b) se
debe tomar en cuenta
que el espacio mues-
tral estd considerado
por 36 elementos ya
que son dos dados y
aplicando el principio
del producto se obtie-
nen 62.

* Puede tratar de que los
gjercicios el estudiante
los resuelva sin consul-
tar el LE y luego compa-
rar sus respuestas.

[B] Aplicar probabilida-
des.

%P

é}\% Ejercicio 2.3

(30 min) Permitir que
los estudiantes resuel-
van cada ejercicio en
forma individual y lue-
go compartir las so-
luciones en la pizarra
para verificar que hubo
entendimiento.

Solucién:

a4y b3
c) c1) % c) %

C3) % Ca) %
d 5 e 3
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Unidad Ill. Leccidn 2. Objetivo:  [A] Calculan la probabilidad de un evento.
Clase 3 [B] Resuelven problemas cotidianos aplicando pro-
(Continua en la siguiente pagina) babilidad.

Evaluacion: Ejercicio 2.4

[A] Unidn de eventos

{@} Ejemplo 2.2

Clase 3. Eventos

10 min e s ass s s s .
Sk ) . ‘-@i Ejemplo 2.2. Se lanzan dos dados, ¢Cuéntos resultados posibles se

Tratar de resolver sin pueden obtener donde la suma de los nimeros obtenidos sea 5 6 8?
consultar el LE

gSqucio’n.
M: ¢Cua’| es e| espacio i Es importante considerar que en este experimento se estd pidiendo la }
ocurrencia de dos posibles eventos: ¢

muestral que se obtie-
ne de lanzar los dados?

H B: Obtener dos nimeros cuya suma sea 8 B
RP: Encuentran el espa- n(A) = 4 La unién de dos even-

H B) = H tos se puede dar cuan-
cio tomando en cuenta n(B) =5 do no tengan nada en

A: Obtener dos niumeros cuya suma sea 5.

n(A o B) =n(A) + n(B) (Principio de conteo de la suma)

. 2 _ =4 +5 =9 comin o compartan
que S tiene 62 elemen La expresi6n anterior se puede escribir como: elementos en comdn
tos. 5‘ n(AUB) =n(A) +n(B) y se llama Unién de Eventos. I %

. } B B .3
M: C'Cual de los resulta Definicién 2.6. Union de Eventos. H @ H
dos da una suma de 5? Sea A y B dos eventos cualesquiera de un espacio de eventos, la L AUBAUB-'

unién de los eventos Ay B es el evento que consta de los elementos
RPI (1, 4) (2, 3) (3, 2) que pertenecen a A o By se representa por AU B. Los‘ elementos que se
repiten se cuentan solo
(4r 1) una vez.
M: (_Cua' |e5 de |os re- &2 Ejercicio 2.4. Dados dos eventos, exprese la union de los eventos pe-
didos, si:

sultados da una suma
A={2,4,6,8}, B={1,3,5,7,9}, C={cara, escudo},

de 8?

D = {azul, rojo, negro, verde}, E={2,3,5,7,11,13,17},
RP: (2, 6) (3, 5) (4, 4) el espacio muestral estd dadopor S=AUBUCUDUE
(Sr 3) (61 2) a)AUB b)AUC c)CuD

d)AUE e)AUBUE
*Aplicando el principio

En el Ejercicio 2.4, los eventos B y E tienen elementos

de conteo de |a suma en comun {3, 5, 7}. Este evento resulta de la interseccién de By E. [B] E’z#
se encuentra el total de Definicién 2.7. Interseccion de Eventos. ' ‘ob ‘
7 Sea Ay B dos eventos cualesquiera de un espacio de eventos. H H
€asos que dan 50 8 La interseccion de los eventos A y B es el evento que contiene los :
elementos que simultédneamente pertenecen a Ay a B y se repre- e AN 3
senta por AN B Si los eventos no tienen
COI’IC'UiI" Se deduce |a elementos en comun la
., : ., interseccion es vacia.
expresion de la unidn
de eventos
AUB = n(A) + f’l(B) 72 ‘ Unidad IIl » Leccién 2 » Clase 3. Eventos
X Eiorcici . <
N Ejercicio 2.4 c) CUD = {cara, escudo, azul, rojo, [B] Interseccion de Eventos.
(10 min) Solucién: negro, verde} (7 min) *De forma similar que
a)AuB={1,2,3,4,5,6,7,8,9} d) AUE ={2,3,4,5,6,7,8,11,13,17} en [A] desarrollar la clase para
b) AuC=1{2, 4,6, 8, cara, e) AUBUE={1,2,3,4,5,6,7,8,9, definir la interseccién de even-
escudo} 11,13, 17} tos.
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Objetivo: [C] Determinan cuando dos eventos son mutua-
mente excluyentes.

Evaluacion: Ejercicio 2.5, Ejercicio 2.6

%
é\? Ejercicio 2.5. Se lanzan tres dados y se registra la suma de los puntos [5}6
en el siguiente subconjunto del espacio muestral:

3,4,5,6,7,8,9, 10, 11, 12, 13, 14, 15, 16, 17, 18} @
Considerar los eventos siguientes:

ANB=0
A: Salir un nimero multiplo de 3.

B: Salir un nimero primo.

C: Salir un nimero mayor o igual que 12.
Determinar:

a) n(AnB) b) n(An C)

c)n(ANBNC) d) n(BnC)

Definicién 2.8. Eventos Mutuamente Excluyentes [c]
Sean Ay B dos eventos, se dice que A y B son mutuamente exclu-

yentes o disjuntos si no tienen elementos en comun,

es decir, si: ANB=g [%}j

‘- .................................................................................. : Enel Ejemplo 2.3, Ay B
; "@: Ejemplo 2.3. En el lanzamiento de un dado se establecen los eventos: } son mutuamente exclu-
H A: Obtener nimero par, A = {2, 4, 6} i yentes. En el Ejercicio
) ) 2.4, By E no son mu-

B: Obtener nimero impar, B = {1, 3, 5} tuamente excluyentes.

g)\% Ejercicio 2.6.

a) La siguiente figura, muestra un diagrama de un espacio muestral S de
un experimento. Se indican los eventos A, B, y Cy sus resultados repre-
sentados por puntos. Encuentre:

a.1) n(S)

a.2) n(A), n(B), n(C)

a.3)n(AUB)

a.4) n(ANnB)

a.5)n(AuUC)

a.6) ¢Qué eventos son mutuamente excluyentes?

b) Dados los siguientes eventos identifique, éCudles de ellos son mutua-
mente excluyentes y cudles no?
Experimento: En una bolsa hay 4 bolas azules numeradas del 1 al 4y se
extrae una bola.
b1) Sacar una bola con el nimero 1 6 4.
b2) Sacar una bola con un nimero par o mayor que 2.
b3) Sacar una bola con un nimero impar o nimero primo.
b4) Sacar una bola con nimero multiplo de 2 o con el nimero 5.
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b) b;) son mutuamente excluyentes
b,) no son mutuamente excluyentes
bs) no son mutuamente excluyentes
b,) son mutuamente excluyentes

Clase 3

(Continuacion)

Z<§°§ Ejercicios 2.5

Soluciones:

A={3,6,9, 12, 15, 18}

B={3,5,7 11,13, 17}

C={12, 13, 14, 15, 16,
17, 18}

a)l b) 3

c)0 d)2

[C]

Eventos Mutuamente
excluyentes
(7 min)

* De forma similar que
en los procesos ante-
riores.

*Es importante que los
estudiantes  identifi-
guen cuando dos even-
tos son mutuamente
excluyentes puesto que
es un concepto que
sera utilizado en las cla-
ses posteriores.

?;\? Ejercicio 2.6
(11 min) Solucién
a)a;) 16

a,)5,6,3

az) 9

a,) 2

as) 8

ag) AyC;ByC.
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Unidad Illl. Leccion 2.

Clase 4

(Continda en la siguiente pagina)

[A] Propiedades de la
probabilidad. (15 min)

L0 Ejemplo 2.4
M: ¢Cual es la probabi-
lidad de obtener el co-
lor amarillo?
RP: 3/8
M: ¢éCual es la proba-
bilidad de obtener un
color?
RP: 1
M: ¢Cual es la probabi-
lidad de obtener el co-
lor verde?
RP: ninguna
M: éporque?
RP: La ruleta no tiene
color verde
¢Qué puede concluir?
*Si la probabilidad es cero
el evento no ocurrira.

la probabilidad es
uno el evento siempre
ocurrira.
*Si es posible que un
evento ocurra, la proba-
bilidad es mayor o igual
a0y menoroigualal.

[B] Regla de adicién
(10 min)

5@3 Ejemplo 2.5
M: ¢Cual es la probabi-
lidad de obtener 5 ¢ 8?

o1
RP: a

Objetivo:

Evaluacion: Ejercicio 2.4

[A] Determinar las propiedades de la probabilidad.
[B] Determinar la regla de adicién para eventos.

Clase 4. Propiedades de la probabilidad

....................................................................................

* Ejemplo 2.4. Se gira una ruleta de 4 colores divi-

dldO en 8 partes iguales de las cuales 2 son blancas, 3 Av
t son amarillas, 1 es rojay 2 azules.

§a) ¢éCudl esla probabilidad de obtener el color amarillo? W
b) ¢éCuadl es la probabilidad de obtener el color azul?

c) ¢Cudl es la probabilidad de obtener un color?

d) éCudl es la probabilidad de obtener el color verde?

:
+ Solucion:

i El espacio muestral estd dado por los colores de la ruleta: S = {blanco 1, }
H H

¢ blanco 2, amarillo 1, amarillo 2, amarillo 3, azul 1, azul 2, rojo}; n(S) =
i Sean los siguientes eventos:

A: Salir el color amarillo; n(A) =3 P(A) = %
B: Salir el color azul; n(B) = P(B) = % = %

C: Salir un color; n(C) = 8 P(C) = % =

D: Salir el color verde; n(D) =0 P(D)=0

.......................................................................................

De lo anterior se puede concluir las propiedades de la probabilidad:

Propiedades de la probabilidad:

1) Paracualquier evento A,0<P(A) <1
2) P(@)=

3) P(S)=1;Ses el espacio muestral.

.......................................................................................

@ Ejemplo 2.5. En el Ejemplo 2.2, determine la probabilidad de obtener

una sumade 59 8.

H { Solucion:
HEISE
N
i n(B)=
H Paug) =453 =2 -1

......................................................................................

Regla de la adicion para eventos mutuamente excluyentes:
Para todo evento A y B mutuamente excluyentes se da:
P(AUB)=P(A) +P(B)
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[A]

B

Note que en la ruleta
no hay color verde, por
lo que el nimero de
elementos en el evento
D es cero.

En c) la probabilidad
que salga un color
siempre serd posible.

En a)y b) se aplico pro-
piedad 1

En c) se aplicd propie-
dad 3

En d) se aplicd propie-
dad 2

[B]

&

En el Ejemplo 2.2, los
eventos A y B son mu-
tuamente excluyentes.

* Hacer notar al estudiante que los eventos son mutuamente ex-

cluyentes.

Concluye: Cuando dos eventos son mutuamente excluyentes y
se desea conocer la probabilidad de que ocurra uno u otro se

debe aplicar: P(AU B) =P(A) + P(B)
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Objetivo: [A] Resolver problemas de probabilidad aplicando. Unidad lll. Leccion 2.
La regla de adicion. Clase 4

(Continuacién)

Clase 5

(Continda en la siguiente pagina)

Evaluacion: Ejercicio 2.9

Z&‘Z Ejercicio 2.7
(20 min) Solucién
3%3 Ejercicio 2.7.

a) éCuadl es la probabilidad de sacar un Rey (negro o rojo) o una Reyna roja a) 26
en una sola extraccion de una baraja de 52 cartas?

b) En una urna hay 10 pelotas numeradas del 1 al 10. Calcule la probabili- b) b ) l b ) l
dad de: g 2/ 5
b1) Sacar un niumero multiplo de 5.
b2) Sacar un niumero multiplo de 5 o divisor de 4. C) 09

c) Si Ay B son dos eventos mutuamente excluyentes y la probabilidad de
A es 0.2 y la probabilidad de B es 0.7. Calcule la probabilidad de que d) d ) 2 d ) 13
ocurran ambos eventos. 1711 2l 39

d) Una empresa rentadora de carros tiene disponibles de la marca X, 3 15 9
carros rojos, 4 blancos y 2 negros; de la marca Y, 6 rojos, 2 blancos y 5 3) ﬁ 4) ﬁ
negros. Si se selecciona un carro al azar para rentarlo a un cliente, ¢ cudl
es la probabilidad de: 3 2
d1) Sea X'y de color blanco. e) el) - ez) —
d2) Sea de la marca V. 11 11
d3) Sea de color blanco o de color rojo 8 9
dd) Sea Yy de color negro o sea X de color blanco 63) H e4) ﬁ

e) Una bolsa contiene 6 caramelos rojos, 3 caramelos verdes y 2 carame-
los amarillos; si se saca un caramelo al azar, calcule la probabilidad de
que éste sea:
el) Verde. I
22) Amarilo. [Hasta aqui Clase 4]
e3) Rojo o amarillo.
e4) Verde o rojo.

[Desde aqui Clase 5]

Clase 5. Reglade adicion oo [A] Regla de Adicién
g' Ejemplo 2.6. Se lanzan dos dados, calcule la probabilidad de que Ia‘z [A] (15 m|n)
i suma sea 8 o los sumandos sean pares. H
; SOI;(CSI())L]:%. Los eventos no sogkr;npj -@ Ejemplo 2'6
A:La suma sea 8; n(A) =5 tuamente excluyentes Tratar de resolver sin
B: Los sumandos sean pares; n(B) = 9 E consultar el LE.

H
La probabilidad de que la suma sea 8 o los sumandos sean pares estd
dada por la regla de la adicion: H

*Hacer que el estu-

Pero hay elementos en comun que se deben restar: H 1
PavR) =S+ S -2 -1 PANB)= 15 diante se dé cuenta de
....................................................................................... qgue en este caso hay
elementos que perte-
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necen al evento Ay el
evento B por lo que se
deben restar.

Concluye regla de adi-
ciéon para eventos que
no son mutuamente
excluyentes.

Concluye: que cuando los eventos son mutuamente excluyen-
tes la interseccidn es vacio.
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Unidad Illl. Leccion 2.
Clase 5

(Continuacion)

Clase 6

(Continua en la siguiente pagina)

Objetivo: [A] Determ

inar el complemento de un evento.

[B] Calcular la probabilidad de eventos .

Evaluacion: Ejercicio 2.9, Ejercicio 2.10

§'§Z’ Ejercicio 2.8

(30 min)

Discutir las soluciones
en la pizarra y supervi-
sar el trabajo individual.

Solucién:

a4y  be

c)c) % C2) %
) gs G oo
Cs) % Ce) %

c) % Cs) %

[Hasta aqui Clase 5]

[Desde aqui Clase 6]
[A]

204 Ejemplo 2.7

(10 min)

*Siguiendo las mismas
indicaciones de la cla-
se 3 induzca a los estu-
diantes a deducir que
es un evento comple-
mentario.

Concluye: Los eventos

De lo anterior se concluye en:

&

Regla de la adicion:

Sean Ay B dos eventos, la probabilidad de la ocurrencia de los even- P(ANB)=0

tos A o B esta dada por:

P(A U B) = P(A) + P(B) - P(A N B)

P - A
En el Ejemplo 2.5.

é’;\? Ejercicio 2.8.
a) En una baraja de 52 cartas calcule la probabilida
Corazén rojo en una sola extraccion.

b) En una bolsa hay 10 bolas numeradas del 1 al 10. Calcule la probabili-
dad de sacar un nimero par o un nimero primo.
c) En un grupo de 85 pacientes se tienen los datos siguientes:

d de sacar un As o un

Tipo de sangre Hombres Mujeres Total
] 12 15 27
A 21 25 46
B 5 2 7
AB 2 3 5
Total 40 45 85
Calcular la probabilidad de que al seleccionar un paciente
al azar se de:
c1) Tipo sanguineo A. c2) Tipo sanguineo A o sea mujer.
c3) Tipo sanguineo B. c4) Sea hombre.
c5) Sea mujer. ¢6) Tipo sanguineo A o B.
c7) Tipo sanguineo A o AB. c8) Tipo sanguineo B o sea hombre.

Clase 6. Propiedades del complemento de un evento

......................................................................................

'@:’ Ejemplo 2.7. Se tiene espacio muestral S={a, b, ¢, d, e, f, g} [A]

SeaA={b,d, e}

¢Qué elementos no estan en A?

R:a, ¢ f g

A estos elementos se les llama el comple-
mento de A ya que no estan en el evento A,

pero pertenecen al espacio muestral S.

A: Obtener un 6.
B: Obtener un numero diferente de 6.
Las posibilidades para A es una, {6}; sin embargo,

pacio muestral.

............................................................
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208 Ejemplo 2.8. Se lanza un dado y se dan los siguientes eventos:

Ay B son eventos complementarios ya que al unirlos conforman el es-

paraBes{l,?2,3,4,5}

...........................

de un evento

complementarios de
un evento A son los
eventos que estan en
S pero no pertenecen
aA.

£0 Ejemplo 2.8. (5 min)

M: al lanzar un dado, éCuales
son los elementos del even-
to, obtener un 6?

RP: 6

108 Unidad Ill e Leccidn 2 e Clase 6. Propiedades del complemento de un evento

¢Cuales son los elementos de un evento
de obtener un niumero diferente de 67}
RP:{1,2,3,4,5}

Concluye: A y B son eventos comple-
mentarios.



Objetivo: [A] Resolver problemas de probabilidad aplicando.
La regla de adicion.

Evaluacion: Ejercicio 2.9

Clase 6

(Continuacion)

(Continda en la siguiente pagina)

Definicién 2.9. Complemento de un evento.

Sea A un evento de un espacio muestral, el complemento de A es 7[%}1
todos aquellos elementos que estan en el espacio muestral pero En este libro se usa con
que no pertenecen a A. _ _ _ frecuencia A para com-
El complemento de A se denotapor A0 AS AUA=S;ANA=0 plemento de A.

n(S) = n(A) + n(A)

3;\{3 Ejercicio 2.9. Determine los elementos del complemento de los si-
guientes eventos:

a) Sise extrae un mable blanco de una caja que contiene: 1 mable blanco,
1rojoy 2 azules. A es el evento de sacar un mable blanco

b) Si se tiene como espacio muestral S={0, 1, 2, 3,4,5,6,7, 8, 9}.
A es el evento de obtener un niumero par.

c) Se lanza una moneda. A es el evento de obtener cara.

......................................................................................

5@} Ejemplo 2.9. Se extrae una carta de una baraja de 52 cartasy Aes el [B]
evento de sacar una carta de diamante. Calcule la probabilidad de que A
! ocurra.
¢ Solucién: : [%&
n(S) =52 n(A) = 13; hay 13 cartas de diamante En este caso se pide co-

nocer la probabilidad

1
P(A) = =5 = & Respuesta
(A) 52 " 4 (Resp ) de sacar una carta que

: Sise aplica la regla de adicién, tenemos: sea trébol o espada o
¢ P(sea trébol) + P(sea corazén) + P(sea espada) H corazén.
: 3, 13 . 13 _ 39 :
52 52 52 52
Si obtenemos el complemento de A
n(R)=52-13=39 Por tanto, P(R)= 23 -3

......................................................................................

De lo anterior se deduce:

Teorema 2.1 SiA yA son dos even-
Si A y A son dos eventos complementarios entonces P(A) = 1 — P(A). tos  complementarios
La probabilidad de que un evento ocurra es igual a 1 menos la proba- recue_rde que:
bilidad de que el evento no ocurra. AUA=Sy AnA=02.
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*Explicar al estudiante
que en eventos com-
plementarios se da la
situacién que un evento
ocurra o que no ocurra.

Concluye en la adicion
de eventos comple-
mentarios.

%

6\% Ejercicio 2.9

(5 min) Solucién

a) A es 1 mable rojoy 2
azules

b) A=1{1,3,5,7,9}

c) A = {escudo}

[B]

Probabilidad de even-
tos complementarios

20 Ejemplo 2.9

(7 min)

* Usar la misma estra-
tegia de las clases ante-
riores.

*Plantear el problema
y permitir que los estu-
diantes propongan for-
mas de resolverlo.

*Deducir que la pro-

Concluir en el teorema 2.1

*Hacer notar al estudiante que cuando dos eventos son com-
plementarios, la unidn de ellos es el espacio muestral y la in-
terseccidn es vacio.

babilidad de un even-
to se puede obtener
operando 1 menos la
probabilidad del com-
plemento.
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Objetivo: [A] *Definen la probabilidad condicional.

*Calcular la probabilidad condicional de eventos.

Unidad Illl. Leccion 2.

Clase 6

(Continuacion)

al - Evaluacion: Ejercicio 2.11
ase

(Continua en la siguiente pagina)

%
é}\i) Ejercicio 2.10
(18 min) Solucion:

a) al) l az) l & Ejercicio 2.10.
5 4 De un grupo de 40 estudiantes se le aplicéd una prueba de matematicas, y se obtuvieron los resultados
19 siguientes:

a3) 20 Nota Hasta (%) Entre (%) Entre (%)
2 3y6 7y10
b) 0.11 Cantidad de estudiantes 2 8 30
39 a) Se elige un alumno al azar. Calcule la probabilidad de:
C) w al) Haya obtenido una nota entre 3y 6.

[Hasta aqui Clase 6]

[Desde aqui Clase 7]

[A] Definir Probabili-
dad Condicional

(15 min)

M: éQué significado tiene
la palabra condicional?
RP: Limita la ocurrencia
de algo.

Si se tiene dos eventos
condicionales ¢Qué pue-
de decir de ellos?

RP: Que la ocurrencia de
un evento esta condicio-
nada por la ocurrencia
del otro.

Concluye: La probabi-
lidad de que un even-
to ocurra dado que ha
ocurrido otro evento se

a2) Que no obtenga una nota entre 7y 10.
a3) Que no obtenga una nota hasta 2.

b) Sila probabilidad de que un futbolista logre el gol en un penal es de 0.89; ¢ Cual es la probabilidad de
que no logre el gol?

c) Enun contenedor hay 1,000 televisores, de los cuales 4—10 son defectuosos, si se saca un televisor al

azar, ¢Cudl es la probabilidad de sacar un televisor no defectuoso?

Clase 7. Probabilidad condicional

conoce como probabi-
lidad condicional.

*Concluir en la formula
para calcular la proba-
bilidad condicional.

110

s L [A]
Definicion 2.10. Probabilidad Condicional.
Sea Ay B dos eventos en un grupo muestral S, la probabilidad de que
el evento B ocurra dado que el evento A ha ocurrido, es una probabi-
lidad condicional y se denota por P (B/A) y se lee: “probabilidad de B
dado A”
P(B/A) = ”(:(R)B)
J [%}L
g (2N n(AnB)
P (B/A) =
Teorema 2.2 n(A)
Sea Ay B dos eventos de un espacio muestral la probabilidad de que n(AnB)
B ocurra dado A estd dada por: _n(S)
T n(A)
_P(ANB) “
P (B/A) = P(A) n(S)
) _P(ANnB)
T PA)
Del Teorema 2.2 se puede deducir:
P(A N B)=P(A) - P(B/A)
78 Unidad Ill « Leccién 2 = Clase 7. Probabilidad condicional
*Deducir el Teorema 2.2. (10 min) n(An B)
P(B/A) n(An B) P(B/A) n(S) P(B/A) P(A N B)
n(A) n(A) P(A)
n(S)

Concluir que en el teorema se puede despejar para P(A N B).
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P T PPy

Ejemplo 2.10. La siguiente muestra el nimero de estudiantes de un

instituto, matriculados en cada una de los niveles de ensefianza desde

7mo a 10mo grado.

7mo. 8vo. 9no. 10mo. Total
Mujeres 50 82 86 82 300
Varones 73 99 103 125 400

a) éCudl es la probabilidad de escoger al azar a un estudiante que sea de

7mo grado, dado que sea mujer?

Solucioén:
Los eventos
A: Es mujer.

son:

B: Es estudiante de 7mo.

n(ANB) 50 _ 1

PBA)= )

300 T 6

n(ANB) =50

n(A) =300

b) éCudl es la probabilidad de escoger al azar un estudiante de 9no dado

que sea varon?

Solucién:

Eventos: A: Es vardn.

103
P (B/A) = 200

B: Es de 9no grado n(AnB)=103

%
(&% Ejercicio 2.11. Considerando la tabla del Ejemplo 2.10, calcule la pro-

babilidad de:

a) El estudiante sea de 10mo grado dado que sea mujer.

b) El estudiante sea de 10mo grado dado que sea varén.

c) El estudiante es de 8vo grado dado que sea mujer

d) Sea varén dado que sea estudiante de 8vo grado.

e) Sea mujer dado que sea estudiante de 9no grado.

g R 4

7

Leer los datos de la ta-
bla para obtener la in-
terseccidn de eventos,

Columna

7mo.

Mujeres [ 50 |[Fila

Varones | 73

La interseccion de filay
columna es el dato
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Clase 7

(Continuacion)

‘:@3 Ejemplo 2.10

(15 min)

Tratar que los estudian-
tes lo hagan solos y lue-
go consultar LE.

20

& Ejercicio 2.11

(15 min) Solucién
41

a) 150

5
b) 76
41

¢) 150

99
181

86
e) 189

d)
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Unidad Illl. Leccion 2.

Clase 8

(Continda en la siguiente pagina)

"@" Ejemplo 2.11

(10 min)

*Tratar que el estudian-
te piense la manera de
resolverlo y proponga
su solucién y luego la
compare con la pro-
puesta por el LE.

%P

6\3 Ejercicio 2.12

(35 min)

Hacer supervisiones in-
dividuales del trabajo
de los estudiantes y pa-
sar a la pizarra para que
propongan soluciones
a los problemas.

Solucién:

a) a) % ay) %

b)by) b)) L2

C) Cl) 12176 CZ) %

Cs) % Ca) %

Cs) %

Objetivo: [A] Resuelven problemas de la vida cotidiana apli-

cando probabilidad condicional.

Evaluacion: Ejercicio 2.12

Clase 8. Aplicacion de la probabilidad condicional

H ‘(0 Ejemplo 2.11. Una urna contiene tres bolas rojas y dos bolas blancas ‘ [A]
t idénticas. Se extraen dos bolas al azar, una después de la otra, sin reemplazo: }
a) ¢Cudl es la probabilidad de que la primera bola sea roja?
+ b) éCudl es la probabilidad de que la segunda bola sea roja dado que la

primera bola es roja?

i c) éCudles la probabilidad de que ambas bolas sean rojas?

H
+ Solucién:

Los eventos son:
A: La primera bola es roja.
B: La segunda bola es roja.
n(S)=5

a) P(A)= %, son 3 bolas rojas de 5 que hay en la urna

b) P(B/A) = %, en este caso en la urna quedan 4 bolas de las cuales

2 son rojas.
2 P(ANnB
c) ComoP (B/A)= (P(A) ) y se pide encontrar P(A N B)
se tiene: P (ANB)=P(A)-P(B/A)
-3.1_3
H 5 2710 3

& Ejercicio 2.12.

a) En una bolsa se introducen unas tarjetas con los nombres de los es-
tudiantes de una clase con 16 mujeres y 12 varones; se extraen dos
tarjetas al azar una después de la otra. ¢ Cual es la probabilidad de que
salgan dos tarjetas con el nombre de dos mujeres?
al) Con devolucién de la primera tarjeta.
a2) Sin devolucion de la primera tarjeta.

b) Una caja contiene 15 caramelos de limén y 15 caramelos de menta. Se
extraen 2 caramelos al azar, hallar la probabilidad de que el primero
sea de menta y el segundo de limén.
b1) Con devolucién del primer caramelo.
b2) Sin devolucion del primer caramelo.

c) Lasiguiente tabla muestra la cantidad de estudiantes matriculados por
seccion de matemdticas.

Seccion Mujeres Varones Total
A 30 24 54
B 40 60 100
C 30 48 78
Total 100 132 232
80 Unidad Il » Leccién 2 « Clase 8. Aplicacion de la probabilidad condicional
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Objetivo: [A] Definir Eventos Independientes.

[B] Calcular la probabilidad de eventos indepen-

dientes.

Evaluacion: Ejercicio 2.13, Ejercicio 2.14

Unidad Illl. Leccion 2.
Clase 8

(Continuacién)

Clase 9

(Continda en la siguiente pagina)

Se escoge un estudiante al azar, calcule la probabilidad de:
cl) Pertenezca a la seccion A.

c2) Sea mujer.

c3) Sea mujer que pertenezca a la seccion B.

c4) Pertenezca a la seccién C sabiendo que es mujer.

¢5) Sea un varoén sabiendo que pertenece a la seccién A.

*d) En una urna hay 5 letras E, I, O, T, X. Se extraen sucesivamente las 5
letras. Calcule la probabilidad que se forme la palabra EXITO en los
siguientes casos:
d1) Con devolucion.
d2) Sin devolucion.

Clase 9. Eventos independientes

':@:' Ejemplo 2.12. Un dado rojo y un dado verde son lanzados. H [A]
Sean los eventos: :
A: Obtener un nimero par en el dado rojo.
B: Obtener un numero multiplo de 3 en el dado verde.

Los elementos de A son A ={(2,1), (2,2), (2,3), (2,4), (2,5), (2,6), (4,1),

(42), (4,3), (4,4), (4,5), (4,6), (6,1), (6,2), (6,3), (6,4), (6,5), (6,6)} - B
La ocurrencia de A no
Los elementos de B son B={(1,3), (1,6), (2,3), (2,6), (3,3), (3,6), (4,3), (4,6), afecta la de B.
(5,3), (5,6), (6,3), (6,6)} =
PRl LI, 1.7..“
¢Cual es la probabilidad de que se dé A? : Ay B son independien- }

itesy si Ay Bnoson:

¢Cual es la probabilidad de que ocurra B? : independientes se dice :

--------------------------------------------------------------------------------------- 5 que son dependientes. 2
¢La ocurrencia del evento A afecta al evento B y viceversa? : :
! Solucion: H
pa)=28 = 1
T
. No afecta la ocurrencia
' Los eventos Ay B se les llama eventos independientes.
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Concluye: El evento de sacar un nu- *La probabilidad de que un evento
mero par en el dado rojo no afecta independiente ocurra estd dada por:
el resultado en el dado verde. P(A/B) = P(A)
Concluye A y B son eventos inde-
pendientes P(B/A) = P(B)

*d) d;) P(se forme la
palabra EXITO)
21,1111
T5X5 X5 X5 X5
_ 1
~ 3125

Todas las letras tienen

las mismas probabili-

dades de ser elegidas).

d,) P(Se forme la pala-
bra Exito)

= P(1er E) - P(2¢ X/12 E)
. P(3ra |/1ro E N 2da X) .
P(4tc T/1ra E n 242 X n
3ra |) . P(Sto O/lra EnN 2da
XN3rin4aT)

1,111
-5 4 3 2
:i

12

[Hasta aqui Clase 8]

[Desde aqui Clase 9]

[A]

Eventos Independientes
(15 min)

M: ¢Cudndo dos eventos
son independientes?
RP: Cuando la ocurren-
cia de un evento no afec-
ta la ocurrencia del otro.

@ Ejemplo 2.12
*Tratar de resolver sin
consultar él LE.

M: éLos eventos Ay B
son independientes?
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Clase 9

(Continuacion)

Concluir en definicion 2.11

0/ 0’

é}\s Ejercicio 2.13
(5 min)
P(A/B) = P(A)

P(B/A) = P(B)

Wk N[

Concluir con el Teore-
ma 2.3

(5 min)

M: éCébmo calculamos
la probabilidad de dos
eventos independien-
tes?

RP: P(ANB) = P(A) - P(B)

% 0
é}\% Ejercicio 2.14
(20 min) Solucion

Definicidon 2.11. Eventos Independientes.
Sean Ay B dos eventos, se dice que Ay B son eventos independien-
tes, si la ocurrencia o la no ocurrencia de A no afecta la ocurrencia
o la no ocurrencia de B y viceversa. Se denota por:

P(A/B) =P(A) o P(B/A)=P(B)

%
& Ejercicio 2.13. Calcule la probabilidad de que A ocurra, dado que ocu-
rre By la probabilidad de que B ocurra dado que ocurre A. En el Ejemplo
2.12.

Teorema 2.3. Probabilidad de eventos independientes.
Sean Ay B dos eventos independientes en un espacio muestral, la
probabilidad de que Ay B ocurran estan dada por:

P(ANB)=P(A) - P(B)

2

& Ejercicio 2.14.

a) Si se lanza una moneda normal tres veces, calcule la probabilidad de
obtener tres caras.

b) Se extrae una carta de una baraja de 52 cartas, se devuelve y se extrae
una segunda carta, ¢cual es la probabilidad de que ambas sean Reyes?

c) Se lanza un dado dos veces, ¢cudl es la probabilidad de que el primer
lanzamiento resulte 3 y en el segundo lanzamiento resulte un nimero
impar?

d) Un estudiante responde al azar 5 preguntas de verdadero o falso en
una prueba. ¢Cudl es la probabilidad de que las acierte todas?

e) Una persona ha olvidado el cédigo de un candado de combinaciones
de 4 digitos, que se puede formar con las cifras del 0 al 9 y estas pue-
den repetirse. La persona recuerda dos cifras intermedias; ademas se
sabe que el primer nimero es par distinto de cero y que la tltima cifra
es impar mayor que 4. (Cudl es la probabilidad de acertar el cdodigo
correcto?
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Objetivo: [A] Definir Experimentos independientes.
[B] Calcular la probabilidad de Experimento Inde-
pendientes.

Evaluacion: Ejercicio 2.15

Clase 10. Experimentos independientes

¢ 0 Ejemplo 2.13. Ejemplos de experimentos: 2 [A]
a) Lanzar un dado y lanzar una moneda. :

¢ b) Extraer una bola de una urna que contiene 5 bolas numeradas del 1 aI

5y lanzar un dado.

i ¢) Extraer una carta 5 veces de una baraja con devolucion.
d) Lanzar una moneda 10 veces.
¢ e) Lanzar un dado 5 veces.
i ¢Qué caracteristicas tienen entre si los experimentos? H
¢Qué puedes concluir de los resultados que se obtendran en cada caso?

A los experimentos anteriores se les conoce como experimentos Indepen
dlentes

H

3
@<’
@

Definicién 2.12. Experimentos Independientes.
Dos experimentos son independientes si el resultado que se obtiene
en uno de ellos, no afecta en los resultados que se obtenga de otro.

,.:.Q"..EJEJI‘IDJQZJ.Q Se Janza un dado.y. s ga.una.tulefa que.ticoe 4.cox, [B]
¢ lores (rojo, azul, amarillo y verde). ¢Cudl es la probabilidad de obtener eI
E numero 5y el color azul? H

; Solucién: ,
" SEn AT EeVENTS dE Shtener el iuMeErs™s; e el experiments del duds. "
Sea B: El evento de obtener el color azul al girar la ruleta.
1
PA)= 5, PBI= 7

, Ay B.son-evantos de dos-experimantos independiontes.  cceeeererranaeaa
! Entonces

P(ANB)=P(A)- P(B)

@ Ejemplo 2.15. Se toma una moneda y un dado.

i Los experimentos inde-
i Calcular la probabilidad de obtener caray el niimero 2.

H pendientes tienen su
S GOz =+ eeeeeeeeesteeceteantetatteaettetteeetetetetantteeantannaaanneen’ propio espacio mues-
Sea A: El evento de obtener cara en el experimento de lanzar la moneda. tral; al lanzar el dado
Sea B: El evento de obtener el nimero 2 en el experimento de lanzar un dado. S=1{1,23,4,5,6};al

Ay B son eventos de dos experimentos independientes lanzar la moneda

pmmreaneees qoeeeeneeseesessneas speeeeeeananeeny . S = {cara, escudo}
PA)= 5 P(B)= 5 :
- _1 01 :
P(ANB)=P(A)-P(B)= 5 - & :
-------------------------- :."l...---------.’
-1
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Unidad Illl. Leccion 2.
Clase 10

(Continua en la siguiente pagina)

[A] Experimentos In-
dependientes
(15 min)

*Es importante hacer
énfasis en la identifica-
cion de experimentos
independientes y que
noten la diferencia en-
tre eventos indepen-
dientes y experimentos
independientes.

5@3 Ejemplo 2.13

M: éSon experimentos
Independientes?

RP: si

M: éPor qué se puede
decir que son indepen-
dientes?

RP: Porque los resulta-
dos de un experimento
no afectan a los resul-
tados del otro.
Concluye en definicion
2.11.

[B]

O’ Ejemplo 2.14, 2.15
y 2.16

(15 min)

Hacer que los estudian-
tes lo piensen y pro-
pongan soluciones.
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Clase 10

(Continuacion)

Concluye en el teore-
ma 2.4

*Para obtener la pro-
babilidad de dos expe-
rimentos independien-
tes utilizar:

P =P(A1) - P(A2)
Siendo A; un evento en
el experimento 1y A;
un evento en el experi-
mento 2.

5@3 Ejemplo 2.17

(10 min)

*Este problema tiene
la particularidad que se
debe aplicar combina-
ciones para encontrar
todas las maneras de
obtener 1 en 5 lanza-
mientos de un dado
es decir C(5, 3) y esta
multiplicarlo por la pro-
babilidad de obtener
1 tres veces, que esta

dada por (%)3 y por

la probabilidad de no
obtener 1 dos veces

()"

Teorema 2.4. Si dos experimentos T; y T, son independientes, en-
tonces la probabilidad P de obtener eventos A; en T; y evento A,
enT,es:

P =P(A;) - P(Ay)

" Ejemplo 2.16. Se lanza una moneda 3 veces, ¢Cudl es la probabllldad
de obtener 3 veces escudo?

H
: Solucién:
A evento de obtener escudo en cada lanzamiento

5 P(A) = 5 Como son tres lanzamientos
i 1 1.1
H P(sacar 3 veces escudo) = 5 - 3°5°3

.....................................................................................
................................................................................

H " Ejemplo 2.17. Se lanza un dado 5 veces, calcule la probabilidad de
obtener tres veces el nimero 1.

H Soluuon.

¢ A: Es el evento de obtener el nimero 1

i Primera lanzada,

: P(A)

i Segunda lanzada,
P(A) =

Tercera lanzada,

P(A) =

H m\»—l o=

H
¢ Aplicando el Teorema 2.3, vemos algunos casos:
H

anzami

2
H (6]
ic(5,3)={o x
; 0

©06

X O 0 F
"XOOWB
o xx sl
00 xuQ

Probabilidad

1 5

©; €~€~€,€,€=(€)3(€)2

ES necesario conocer de cuantas maneras se puede obtener 3 veces uno y

H para ello utilizamos combinaciones.

.......................................................................................
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&

Cada lanzamiento es
un experimento inde-
pendiente ya que los
resultados de una no
influyen en los resulta-
dos del otro.

@
iINTENTE!: Calcule la
probabilidad, si son 5

lanzamientos y se de-
sea obtener 3 escudos

&

Cada lanzamiento es
un experimento inde-
pendiente ya que los
resultados que se ob-
tienen en cada lanzada
no se afectan entre si.

&
O representa 1

X representa un nime-
ro diferente de 1

116 Unidad Ill  Leccidn 2 e Clase 10. Experimentos independientes




Objetivo:  [A] Determinar la férmula para calcular la probabi- Unidad Ill. Leccidn 2.
lidad de experimento repetidos. Clase 10
(Continuacién)
Evaluacion: Ejercicio 2.16
Clase 11

(Continda en la siguiente pagina)

.......................................................................................

: | ;
: C(5,3) = ﬁ = 10, por lo tanto en los 5 lanzamientos la probabili- ;
dad de obtener 3 veces 1 es: ;

10 (5 (3) = 388

.......................................................................................

B

10 representa las ma-

neras que podemos
obtener 1 con los 5 lan-
zamientos.

X0

N Ejercicio 2.15

(5 min) Pueden asignar
de tarea. Solucién

c53)(3) 3/ =16

*b) b
& Ejercicio 2.15 ) 1)
a) Un examen consta de 5 preguntas de verdadero y falso. ¢Cudl es la C(6 3) 5 3 . 5 3
probabilidad de que un estudiante acierte 3? 4 12 12
*b) En una urna hay 5 pelotas rojas, 6 azules y 1 blanca. Se extraen, al azar,
6 pelotas con reemplazo. ¢ Cudl es la probabilidad de: 214375
b1) 3 pelota sean rojas? =
b2) 6 pelotas sean azules? 746496
b3) 3 pelotas sean azules, 2 sean rojas y 1 sea blanca? 6 6
by) C(6,6) (% )
- (L)y- &
2 64
Clase 11. Probabilidad de experimentos repetidos bs)
La probabilidad de experimentos repetidos se refiere, a la probabilidad de [A] 6| 6 3 5 2 1 1
x éxitos en n intentos repetidos en un experimento. Del Ejemplo 2.17, se ~ ﬁ(—> (—> <—)
sabe que: & 32111\ 12/ V12 \ 12
Si la probabilidad de éxito en un intento individual es P, entonces la pro- La probabilidad bino- 12
babilidad es: mial, se aplica a experi- = TSZ

Teorema 2.5. Probabilidad de experimentos repetidos.
C(n, x) - PX(1 = P)r-*
Se le conoce como probabilidad binomial

g}\i) Ejercicio 2.16. Resuelva los Ejercicios 2.15, aplicando la probabilidad
binomial.

.......................................................................................

H @ Ejemplo 2.18. ¢ Cudl es la probabilidad de que al lanzar una moneda
i tres veces salgan dos veces cara y una vez escudo? H

.......................................................................................

Solucion:
* En cada experimento las posibilidades son dos: cara o escudo.

* Los eventos de cada experimento son independientes y los experimen-
tos también son independientes.

e Elvalor de la probabilidad de cada experimento es el mismo.

mentos que tienen dos
resultados posibles.

*Si P es la probabilidad
de éxito, (1 — P) es la
probabilidad de fallo.

[Hasta aqui Clase 10]

[Desde aqui Clase 11]

Formula del calculo de
probabilidad Binomial
(10 min)

*Tomando en conside-
racion los Ejemplos 2.16
y 2.17 de la clase 10 se
deduce la férmula para
calcular la probabilidad
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de eventos repetidos.

o *Concluir en el Teore-
2D . .. 0 e .
N Ejercicio 2.16 O Ejemplo 2.18 (10 min) ma 2.5
(Las soluciones son las *Aplicando la férmula para encontrar pro-
mismas del Ejercicio 2.15) babilidad binomial, resolverlo sin consul- Probabilidad de Experi-
(10 min) tar el LE y luego comparar las respuestas. mentos Repetidos.
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Clase 11

(Continuacion)

*Pasar a la pizarra para
que los estudiantes
compartan las solucio-
nes.

2‘,@2 Ejercicio 2.17
(15 min) Solucion:

a)a)c7,7)(15) (35
_ 823543
~ 10000000

) <7715 ) (15
2187
~ 10000000

e (1)-

o)) C38)(15) (1)

_ 43046721
~ 100000000

c)ce (45 (15)
_ gy 4782969
100000000

_ 4782969
~ 12500000

d)dy)c(6,6)(5)°(5 )’

-1
" 64

0 €(65)( 3 )'(
3

=32

N[

N[>

)

.......................................................................................

Sea x la cantidad de caras que se obtienen en 3 lanzamientos. Cuando se }

lanza la moneda la probabilidad de obtener cara o escudo es %

Cuando x = 2, se tiene:

P= %, n =3 lanzamientos
C(n, x) - PX(1 = P)r—x

=c2) (3 (1-3)""

=g (3)(3)

.......................................................................................

:}\52 Ejercicio 2.17.

a) La probabilidad de que un estudiante obtenga el titulo de Bachiller en
Ciencias y Humanidad es de 0.3; hallar |a probabilidad de que un grupo
de siete estudiantes matriculados en 10mo grado, finalmente:

al) Ninguno finalice la carrera.

a2) Finalicen todos, la carrera.

b) Una familia tiene 4 hijos, calcule la probabilidad de que tres de ellos
sean nifios.

c) En una empresa que hace computadoras, el 10% de sus productos sa-
len defectuosos. Si se toma una muestra de 8 computadoras, determi-
na la probabilidad de que:

c1) Ninguna de las computadoras salga defectuosa.

c2) Solo una de ellas salga defectuosa.

d) Una persona que participa en un concurso debe responder verdadero
o falso una afirmacioén que se le hace, en cada una de seis etapas. Si la
persona responde al azar, ¢ Cual es la probabilidad de que acierte en:

d1) Seis etapas.
d2) Cinco etapas.
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Objetivo:  Fortalecer los conocimientos adquiridos de la Unidad Ill. Leccion 2.

leccion. Ejercicios de la leccion

a)j

Ejercicios de la leccion

1 1 1
b) b)) & b) 5 b)) 5

a) éCudl es la probabilidad de que al rodar un dado salga un nimero Clase 1y 2 Probabilidad
primo?

b) En una caja hay 6 bolas: 3 rojas, 2 azules y 1 verde. éCudl es la C) i
probabilidad que, al sacar una bola al azar, sea: 4
b1) Verde.
b2) Azul. 1
b3) Roja. d) a

c) éCudl es la probabilidad de sacar un guante, al azar, este sea derecho
rojo de un total de 5 pares de guantes rojos y 5 pares de guantes negros? 1

e)
d) En una bolsa se tienen 20 fichas numeradas del 1 al 20. Si se saca una 120

al azar, éCudl es la probabilidad de sacar un nimero multiplo de 4?

e) En la entrada a clases, 5 estudiantes guardaron su celular en 5 bolsas f) fl) A fZ)
oscuras idénticas. Cuando finalizé la jornada, descubren que las bolsas
han sido cambiadas de posicién. éCual es la probabilidad de que cada
uno escoja su celular en el primer intento?

f) Se extrae, al azar, una carta en la baraja de 52 cartas. Determine la Clase 4y 5
probabilidad de los siguientes eventos: 3
f1) Sacar un 7. f5) 26

f2) Sacar una carta negra
f3) Sacar un As é un Rey
f4) Sacar un 2 (negro o rojo) 6 un 4 negro g) gl) P(A) - %

’

f5) Sacar un 3 (negro o rojo) 6 un As negro

g) Los siguientes diagramas de Venn, indica el nimero de resultado de un P(B) = 25
experimento correspondiente a cada evento y el nimero de resultados

que no corresponden a los eventos. Tomando en cuenta estos datos

calcule la probabilidad que se pide. P(AUB) = % ,
g1) g2) 3
51 P(A)= P(A) = P(ANB) = 75
6 8 )| P(AUB)= ‘ P(AUB)=
15 _ 5

P(ANB)= P(ANB)= g2) P(A):W: 19’-

Unidad Il » Leccion 2 » Ejercicios de la leccién 87 P(AU B) _ _
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Ejercicios de la leccidn
(Continuacion)

h) hy) 255

92
ha) 575

) 51
103

378
hs) 515

h) 217
o) 515

i) 0.65
) i) L
J2)

j3)

vls N

k) Solucién en la si-
guiente pagina.

h) La siguiente tabla, muestra el resultado de 515 entrevistas durante una
encuesta que se le hizo a estudiantes de diferentes areas de estudio,
respecto ala opinién que tienen sobre la modificacion del plan de estudios.

Area A Favor (F) En contra (C) | No opina (N) | Total
A 110 15 7 132
B 100 10 5 115
D 40 70 30 140
E 38 40 50 128
Total 288 135 92 515

Si se elige al azar, una entrevista de las 515. Calcule la probabilidad que
el estudiante:

h1) Esté a favor. h2) No opine.

h3) Sea de lacarreraE.  h4) Esté en contray pertenezca a la carrera B.
h5) Esté a favor o que pertenezca a la carrera E.

h6) No opina o pertenezca a la carrera A.

i) Si la probabilidad de que un evento ocurra es de 0.35. Calcule la
probabilidad de que el evento no ocurra.

j) En un curso de 50 estudiantes se hace una competencia de cultura
general. Se obtienen los siguientes puntos:

PUNTOS Hasta2.9 | Entre3y3.9 | Entredy7

Ndmero de estudiantes 10 15 25

Si se escoge un estudiante al azar, cudl es la probabilidad de:
j1) No obtener una puntuacion entre 3y 3.9.
j2) No obtener una puntuacién entre 4y 7.
j3) No obtener una puntuacién hasta 2.9.

k) La siguiente tabla, muestra la informacion del personal de una fabrica
que ha sido o no capacitado y el servicio que brindan a los clientes de
cierta ciudad.

B B’
(Buen (Servicio
servicio) deficiente) Total
C Capacitado 48 16 64
’ No capacitado 24 62 86
Total 72 78 150
88 Unidad Ill « Leccién 2  Ejercicios de la leccién

Clase 6. Probabilidad
del complemento de
un evento.

Clase 7y 8 Probabilidad
condicional.
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Ejercicios de la leccidn
(Continuacion)

k) k) 22

Sea B: El evento de que el empleado brinda buen servicio. kZ) f
B’: El evento de que el empleado no brinda buen Servicio.
C: El evento de que un empleado ha sido capacitado en la fabrica.
C’: El evento de que un empleado no ha sido capacitado en lafdbrica. k3)

Sise selecciona un empleado al azar, calcule la probabilidad de escoger:
k1) Un empleado que brinde buen servicio. k )
k2) Un empleado que ha sido capacitado en la fabrica. 4
k3) Un empleado que ofrezca buen servicio y ha sido capacitado en la

Fabrica. k
k4) Un empleado que brinde un buen servicio dado que ha sido 5)
capacitado en la fabrica.

k5) Un empleado que brinde un buen servicio dado que no ha sido 1
capacitado en la fabrica. k6) —_

k6) Un empleado que no brinde buen servicio dado que ha sido 4
capacitado en la fabrica.

k7) Un empleado que no brinde buen servicio dado que no ha sido k7) 3_1

capacitado en la fabrica.

I) Cierta empresa ha recibido 25 solicitudes de empleo para una plaza Clase 9 Eventos Inde-
disponible de gerente. De los aspirantes, 10 tienen mas de 30 afios pendientes
y el resto menos de eso. 17 de los aspirantes tienen Licenciatura y 8 I) |1) 16
tienen Maestria. De los que son menores de 30 afios, 6 tienen el grado
de Maestria. Si se hace una seleccién al azar, calcule la probabilidad de

25

que: 9
11) Sea seleccionado un aspirante de mas de 30 afios o que tenga IZ) ﬁ
Maestria

12) Sea seleccionado un aspirante menor de 30 afios dado que tenga 9
una Licenciatura. |3) ——
13) Sea seleccionado un aspirante menor de 30 afios con Licenciatura. 25

14) Sea seleccionado un aspirante menor de 30 afios y con Maestria. 6
25

m)En un examen hay 15 preguntas de las cuales son 5 verdadero o falso y
10 tipo seleccién con cuatro opciones. ¢Cudl es la probabilidad de que
un estudiante al responder al azar, acierte 3 de verdadero o falsoy 7 de

tipo seleccién? Clase 10
Experimentos Indepen- m)
n) ¢Cual es la probabilidad de que al lanzar una moneda tres veces se dientes

obtengan dos caras? C(5, 3) (l)-’)(%)z .

cwo. (313
2025
2097152
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e (3)(3)
3

8
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