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Presentacion

La Secretaria de Educaciéon presenta la “Guia del Docente” de
Matemadtica para Educacion Media, que tiene su fundamento en el
Plan de Estudio y Programas Curriculares, Area de Matematicas, misma
qgue fue elaborada por un equipo técnico en el marco del Proyecto
Mejoramiento de la Ensefianza Técnica en el Area de Matematicas
(PROMETAM FASE 1I1).

Con esta Guia se pretende apoyar al docente en la intervencion
activa de mediacién entre el contenido y las formas de aprendizaje.
Ademas, brindar apoyo metodoldgico para favorecer los aprendizajes
significativos que impacten en la motivacion de los jévenes y como
consecuencia, se incremente la retencién y aprobacion, y se mejore el
rendimiento académico de los estudiantes en los centros educativos.

En la busqueda del cambio hacia una nueva Honduras, el recurso
humano es el Unico capaz de generar riquezas a través de la aplicacion de
sus conocimientos, competencias y acciones; por lo que se espera que
los docentes realicen una labor educativa con calidad y pertinencia y la
Secretaria de Educacidn a su vez, se compromete para que la poblacion
tenga acceso a una educacién, que mejore en cada generacion.

Secretaria de Estado
en el Despacho de Educacion
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Instructivo de uso
“Guia del Docente”

Esta Guia esta disefiada para orientar a los docentes cémo ensefiar los contenidos para
cada grado, prescritos en el Plan de Estudios y Programas Curriculares, Area de Matemati-
cas, usando como parte del proceso el Libro del Estudiante.

Hay un plan de estudio para todas las clases y se espera que el docente lo ajuste segln el
rendimiento y el entorno de sus estudiantes.

En el Libro del Estudiante hay una diversidad de ejercicios para garantizar el trabajo indi-
vidual. Muchos de éstos podran ser utilizados como tareas para resolver en casa y deben
ser revisados individualmente o en forma colectiva, siempre dirigida por el docente para
afianzar el conocimiento.

Para mayor informacién véase la “Estructura y Aplicacion de la Guia del Docente”.
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ESTRUCTURA Y APLICACION DE LA GUIA DEL DOCENTE
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Objetivo de la Guia del Docente

Este libro es una guia que explica el plan anual de estudio y el desarrollo de las clases basado en el
contenido del Plan de Estudios y Programas Curriculares, Area de Matematicas. Si el Docente apro-
vecha esta Guia, le ayudara a desarrollar su clase de manera efectiva y eficientemente para que el
rendimiento de los estudiantes mejore.

Estructura de la Guia del Docente

Estructura Global: Esta formada por dos partes: la “Estructura y aplicacion de la Guia del Docente”
que explica el contenido de la Guia y la forma como se utiliza y el “Desarrollo de Clases de cada Uni-
dad” que describe los pasos a seguir para alcanzar los objetivos de cada clase.

Estructura de la Unidad: En cada unidad se desarrolla paso a paso los contenidos conceptuales to-
mados del Plan de Estudios y Programas Curriculares (PEPC). La estructura de cada unidad se explica
detalladamente en el instructivo.

Instructivo para el uso de la Guia del Docente y del Libro del Estudiante

Esta Guia del Docente (GD) fue diseifada para ensefiar los contenidos indicados en el PEPC, utilizan-
do eficazmente el Libro del Estudiante (LE), para explicar los principios de cada tema y la manera de
desarrollar la clase.

Aunque se indica la manera de usar el LE, no necesariamente se describe una forma Unica de desarro-
llar la clase, sin embargo, se ha intentado que los docentes puedan dar la clase sin dedicar mucho tiem-
po a los preparativos. El docente podra hacer las modificaciones adecuadas cuando lo crea necesario.

En la GD se presenta la Programacion Semestral y Desarrollo de Clases de cada Unidad.
Programa Semestral
Es la lista de los contenidos del grado indicados en el PEPC, con el niUmero de clases asignadas a cada

tema. Con la misma, los docentes deben conocer qué tienen que ensefiar, y hacer su plan semestral
de modo que se cumplan todos los temas.

Desarrollo de Clases de cada Unidad
Esta divida en cinco secciones:

1) Competencias de la unidad: Presenta las competencias que se pretenden desarrollar en el estu-
diante en el desarrollo de la unidad.

2) Relacion y desarrollo: Muestra el flujo de los contenidos del grado por semestre, relacionandolos
con contenidos de grados anteriores y con las matematicas siguientes.

3) Plan de estudio de la unidad: Presenta la distribucion de las clases en cada leccion.

4) Puntos de lecciéon: Presenta aspectos importantes a considerar en el desarrollo de cada leccién.

5) Desarrollo de clase: Presenta el objetivo, la evaluacién y el proceso de ensefianza.
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1) Competencias de la unidad

Se presentan las competencias para cada uni-
dad, tal y como estan descritas en el PEPC
Area de Matematicas.

2) Relacién y desarrollo

Se muestran los contenidos de la unidad y su
relacidon con otras unidades (ya sean de este
grado, o anteriores). Los docentes deben
diagnosticar si los estudiantes tienen domi-
nio sobre los contenidos relacionados de los
grados anteriores, de lo contrario dependien-
do del nivel de insuficiencia en el manejo, se
puede hacer lo siguiente:

(a) Si la mayoria de los estudiantes carecen
de comprensién, de tal modo que no se
puede ensefnar el contenido del grado, se
les da un repaso de dos o tres horas clase.
Para el menor manejo del contenido, es
mejor darles tareas al mismo tiempo que
la ensefianza del contenido del grado.

(b) Si la mayoria entiende bien se le puede
dar orientacidn individual a los que lo ne-
cesiten.

3) Plan de estudio

Se indica la distribucidn de las horas y el con-
tenido. Como el tiempo total de la clase de
matematicas es limitado, se recomienda se-
guir los lineamientos indicados en la Guia.

4) Puntos de leccién

Como cada unidad esté dividida en lecciones,
en esta parte se explican los puntos en que
se deben prestar mayor atencién durante el
desarrollo de la clase. Los docentes deben en-
tender la idea central por lo cual se desarrolla
el plan de clase.

5) Desarrollo de clase

Estd descrito el plan de cada clase para 45 mi-
nutos e incluye los objetivos, la evaluacién y
el proceso de ensefianza. No es recomenda-
ble prolongar la hora de clase, salvo en el caso
donde los estudiantes hacen una tarea espe-
cial o el horario asi lo exige.

a. Objetivo
Se representa el objetivo de la clase (hay
casos donde un sdlo aplica a dos o mas
clases seguidas). Es necesario tener éste
claro para cada clase.

b. Evaluacion
Se indican los ejercicios que el estudian-
te debe realizar en forma independiente
o grupal considerando la estrategia que
decida el docente con el propdsito de ve-
rificar el logro del objetivo.

En caso de que existan dificultades en la
mayoria de los estudiantes el docente
debe reforzar esa parte.

c. Proceso de enseianza
Se proponen actividades que el docente
debe realizar durante la clase siguiendo el
orden propuesto en el Libro del Estudiante.

La propuesta se basa en comenzar la clase
planteando un ejemplo y tratar de que los
estudiantes lo resuelvan sin consultar el
LE, por lo que se debe garantizar el tiempo
suficiente para que piensen y propongan
sus ideas, luego los docentes tienen que
darles explicaciones de forma concisa y
con pocas palabras tratando de no hablar
mucho, y considerando las ideas de los es-
tudiantes concluir en la regla, definicién,
principio, etc. de la clase, para luego reali-
zar la ejercitacién.

En este proceso de ensefianza en algunas
clase se utiliza la simbologia M, RP y *.

M: Significa preguntas o indicaciones de
los docentes a los estudiantes.

No es recomendable hace preguntas
que los estudiantes pueden contes-
tar con respuestas breves como “si” y
“no”. Son muy importantes las pregun-
tas que hacen pensar a los estudiantes,
sobre todo en cada clase se necesita
una pregunta principal que los concen-

tre en el tema de la clase.
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RP: Significa reacciones previsibles de los
estudiantes.

Hay que preveer las reacciones de los
estudiantes, incluyendo las respuestas
equivocadas. Para corregir las respues-
tas equivocadas, no es bueno decir
solamente <<esta mala>>y ensefiar la
respuesta correcta o hacer que contes-
ten otros nifios.

Hay que dar tiempo para que piensen
porque estda equivocada, al mismo
tiempo los docentes tienen que pen-
sar por qué se han equivocado y re-
flexionar sobre su manera de ensefiar
y preguntar. Ademas las respuestas de
sus estudiantes pueden ser indicadores
para evaluar el nivel de entendimiento.

*: Hace referencia a los puntos y sugeren-
cias de la clase y actividades del docen-
te. Se refiere a puntos importantes que
el docente debe tomar en cuenta para
que el desarrollo de la clase sea exitoso.

En algunos casos en el LE aparecen
ciertas clase utilizando asterisco (*)
esto significa que son clases o ejem-
plos, ejercicios opcionales que el do-
cente puede desarrollar dependiendo
el nivel de entendimiento de los estu-
diantes.

Para ser mas practico el uso de esta GD en el aula
de clases se da una descripcion general, por lo
tanto, no se les indica a los docentes todas las ac-
ciones a realizar, asi que segun la necesidad hay
gue agregar mas o modificarlas. En forma gene-
ral se aplican las siguientes acciones.

* La GD no dice nada sobre la evaluacién conti-
nua porque ésta corresponde al objetivo, sin
embargo, propone como se puede evaluar
éste, a través de la ejercitacion. La evaluacién
debe hacerse durante la clase y al final de la
misma segun la necesidad.
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e No estd indicado el repaso de la clase. Este se
hace segun la necesidad.

e Cuando se les dan los ejercicios, los docentes
deben recorrer el aula identificando los erro-
res de los estudiantes y ayudandoles a corre-
girlos.

e Cuando la cantidad de ejercicios es grande, se
hace la comprobacién y correccién de errores
cada 5 ejercicios, o una adecuada cantidad,
para que los estudiantes no repitan el mismo
tipo de equivocacién.

e Preparar tareas como ser ejercicios comple-
mentarios para los estudiantes que terminan
rapido.

e La orientacién individual no estd indicada,
sin embargo, es imprescindible. Los docentes
pueden realizarla en las ocasiones siguientes:
— Cuando recorren el aula después de dar

los ejercicios.

— En el receso después de la clase.

— Enlarevisién del cuaderno (hay que tener
el cuidado que los estudiantes no pierdan
el tiempo haciendo fila para que el docen-
te corrija)

En la Guia del Docente se indica en la pagina del
Libro del Estudiante las partes punteadas que se
sugieren que el docente debe tener en la pizarra,
sin embargo cada uno puede hacer su propia es-
tructura de uso de la pizarra.

La estructura del LE y su uso

El docente puede comenzar cada unidad con un
repaso de lo aprendido anteriormente. Esta par-
te no estd indicada en las horas de clase y los
docentes asignan el tiempo para trabajar segun
su criterio.

La unidad esta dividida en lecciones, clases, ejer-
cicios de la leccién (algunas unidades no tienen
ejercicios de leccién). Cada clase tiene ejemplos
y ejercicios.



Los ejemplos corresponden a los temas impor-
tantes de la clase. En la orientacién de estos
ejemplos es importante hacer que los estudian-
tes piensen por si mismos; por lo tanto, para pre-
sentarlos, los docentes lo escriben en la pizarra
para que los estudiantes no vean la respuesta en
el LE antes de tratar de resolverlo.

Para resaltar los puntos importantes de la clase
estos se remarcan.

Cada icono representa:

En el LE se proponen ejercicios de leccion esto
con el objetivo de suministrar suficientes ejer-
cicios para que el estudiante pueda resolver en
el aula o como tarea en casa. El docente deberd
utilizarlos de acuerdo a conveniencia ya que no
se tiene tiempo estipulado para esta seccion.

La pagina del LE tiene dos columnas. Una co-
lumna de contenidos y otra columna de recor-
datorios, sugerencias o notas. En el desarrollo
de cada clase se encuentran varios iconos, que a
continuacién se explica cada uno.

Ve

Icono Explicacion

@ El desarrollo de un ejemplo.

%® | Lapropuesta de ejercicios o problemas.
&

%

V§|!|

Aclaraciones o ampliaciones de conceptos trabajados en el libro a la vez algunos aspec-
tos que se deben tener especial cuidado cuando se estd estudiando un tema.

Pt

)

Recordatorios de temas, fdrmulas, conceptos, etc., vistos en afios o clases anteriores.

i e

Conceptos, fdrmulas, principios, reglas, etc., que es necesario que se memoricen para
lograr mejor comprension de los contenidos.

zi Sugerencias que se proporcionan al momento de resolver un ejercicio o problema.
B

La GD lleva la solucion de los ejercicios propues-
tos en el LE. Los docentes tienen que tomar en
cuenta que en el caso de ejercicios y problemas
con respuestas abiertas puede haber otras res-
puestas.

A continuacidn se explica el significado y simbo-
logia de la pagina del desarrollo de clases.
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Significado de cada expresion y simbologia en la pagina del desarrollo de clases.

Numero de
unidad,
lecciony

clase.

Actividades.

Orientaciones

Metodoldgicas.
I

Tiempo
indicado por

actividad.
e

Y

Unidad I. Leccidn 1.

Clase 3

(Continda en la siguiente pagina)

[A] (10 min)

& Ejercicio 1.8

e Para realizar ésta
construccién se debe
verificar que los estu-
diantes tengan sus ins-
trumentos de medi-
cion y si es necesario,
recordarles como se
verifica el paralelismo.

* Puede presentar al
menos dos resultados
en la pizarra, para que
los estudiantes lle-
guen a generalizar los
resultados y deducir el
teorema.

Se omite solucién.

[ E—
Puntos y

sugerencias
dela
ensefanza.

PR B
Soluciones

de los
ejercicios
propuestos.

[B] (ZO*min)

’-@f Ejemplo 1.2

* Realizar en clase la de-
mostracion del teore-
ma, al menos la parte
1), ésto les servird de
guia para las demos-
traciones propuestas
en los ejercicios.

& Ejercicio 1.9

* Asignar el ejercicio 1.9
en clase, éste permite
aplicar el teorema di-
rectamente, utilizando
medidas especificas.

Solucién en pag 26.

Objetivo de
cada clase.

Indicador de
evaluacion
por objetivo.

Objetivo:  [A] Verificar el teorema de los dos puntos a partirde <
una construccion.
[B] Demostrary aplicar el teorema de los dos puntos.
Evaluacién: [A] Realizar la construccion del ejercicio 1.8
. <
[B] Resolver los ejercicios 1.9, 1.10, 1.11
Materiales: Reglay escuadras.
Clase 3. Teorema de los dos puntos
X Ejercicio 1.8. Al —
Construya: Verifique: (4]
 Dibuje un AABC «DE || AC En el Ejercicio 1.8, utili-
« Marque los puntos medios de AB y BC, « Compare DE con ce regla para las medi-
a comoDyE r i respecto a AC. ciones y escuadras para
« Trace DE verificar el paralelismo.
El resultado anterior se cumple por el siguiente teorema.
8]
Teorema 1.4 B
Teorema de los dos puntos
En el AABC, Dy E son los puntos medios de ABy D E
BC respectivamente, entonces DE || ACy
-1
DE = 2 AC. A C
‘@' Ejemplo 1.2. Demostracion de Teorema 3.4. Utilice la siguiente
construccién auxiliar: Sea F el punto que pertenece a la prolongacién de
DE tal que DE = EF, tal como se muestra en la figura.
<
1) BE || AT 12)pE=dac
Proposicién ificacis i Proposicién
1 DA Hipotesis i1 DF=2DE |E es punto
2. 19 Hipotesis H medio
3. T Hipétesis i2. DF=AC ADFC es un
4. Eesel puntome- | Por2y3 H paralelogra-
dio de BCy OF mo
5. BDCF es un para- | Por 4 y condicion Poriy2 %+
lelogramo de suficiencia de
paralelogramos Por3 Para realizar las demos-

Por5

\ ...+ traciones, debe anali-
Porly6 zar los teoremas de la

8. ADFC es un para- | Por 5, 7 y condi- leccién anterior sobre

lelogramo cién de suficiencia congruencia de tridn-
de paralelogramos gulos y sobre cuadrilé-
9. DE || AC Por 8 y definicion teros.

de paralelogramo

& Ejercicio 1.9. En el APGR, A y B s0n los
puntos medios de PQ y RQ respectivamente.
SiRP =16, m£P = 58° y m£Q = 38°, obtenga
ABy mZBAQ. 4 A Q

6 Unidad I+ Leccion 1 » Clase 3. Teorema de los dos puntos

Nota: Para la demostracion del teorema, se debe partir de una construccion
auxiliar, los estudiantes deben utilizar el siguiente concepto:
¢ Condiciones suficientes para los paralelogramos.

8 Unidad | » Leccién 3 » Clase 3. Teorema de los dos puntos

Vl Guia del Docente ¢ Matematica Il 112 grado

Pagina
del LE.



4. Programacion Semestral:

Unidad (h . id Pag. de GD
nidad (horas) ontenido (Pag. de LE)
I. Geometria Congruencia de triangulos 2-36
elemental (2-18)
(13 horas) Semejanza de triangulos 37-41
(19 -23)
Il. Limitey Limite de funciones 43 -60
continuidad (26 —38)
(3y *10 horas) Continuidad de funciones 61— 64
(39-42)
Asintotas 64 — 65
(42 - 43)
. Diferenciacion e Derivada de funciones polindmicas 66 —-74
integrales de fun- (46 —50)
ciones polinomicas | apjicacién de las derivadas 75 -85
(22 horas) (51-57)
Integrales 86-99
(58 - 67)
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Desarrollo
de Clases



Matematicas Il

Unidad | Geometria elemental

1. Competencias de la Unidad

1. Demostrar la congruencia y semejanza de tridngulos aplicando las propiedades y postulados.
2. Utilizar los criterios de congruencia y semejanza de triangulos en la resolucién de problemas.
3. Demuestran propiedades de los cuadrilateros.

2. Relacion y Desarrollo

/—< Matematicas 82 >ﬁ

Congruencia de tridangulos .
& - & Matematicas 92
Cuadrilateros

e Paralelogramos I:> Semejanza de triangulos

e Rectangulos, rombos y cuadrados Poligonos regulares y el circulo
e Trapecios

r_< Matematicas Il )—

Unidad |
e Leccion 1: Congruencia de tridngulos

e Leccion 2: Semejanza de triangulos

2 Unidad | ® Geometria elemental



3. Plan de Estudio de la Unidad (13 horas)

Leccion Clase/hora Contenidos Términos y signos
1. Congruencia 1 Criterios de congruencia de | LLL, LAL, ALA
de triangulos triangulos Congruencia (=)

2 Caracteristicas delos cuadrilateros | Paralelogramo
3 Teorema de los dos puntos Paralelismo ()
4,5y6 Propiedad de la mediatriz Circuncentro
7,8 Bisectriz Incentro
9,10 Baricentro Medianas

Ejercicios de la leccion

2.Semejanzade | 1 Definicién de semejanza, criterios
triangulos de semejanza de triangulos
2 Semejanza y razon de area

3 Semejanza y razén de volumen y

area de superficie

Ejercicios de la leccion

Puntos de leccion

Leccion 1: Congruencia de triangulos

En octavo grado se estudié la congruencia de tridngulos y los criterios que determinan cuando dos
triangulos son congruentes haciendo demostraciones sencillas de manera intuitiva, en esta leccion se
trata de demostrar las teoremas y corolarios sobre congruencia de tridngulos y cuadrilateros aprendidos
en anos anteriores, considerando que los estudiantes tienen dominio al momento de establecer
correspondencias entre lados y dngulos de figuras congruentes.

La demostracién de teoremas utilizando la congruencia de tridngulos puede resultar dificil para los
estudiantes, ya que exige un nivel de razonamiento mas elevado, por lo que en el libro se proponen
ejemplos y ejercicios donde las demostraciones son guiadas para luego dar paso a resolver ejercicios no
guiados, ademas se tratan los puntos notables de los tridngulos incluyendo construcciones con reglay
compas para verificacion de propiedades.

Leccion 2: Semejanza de triangulos

La definicion de semejanza es un poco dificil de comprender por parte de los estudiantes. La de la
Clase 1 es una forma de ensefarla y aprenderla. La igualdad entre la razén de semejanza y entre los
lados correspondientes no estd demostrada en el libro, por su complejidad. Tampoco los criterios de
semejanza de triangulos.

Unidad | * Geometria elemental 3



Unidad I. Leccion 1.

Clase 1

(Continda en la siguiente pagina)

Desarrollo de Clases

[A] Establecer los crite-
rios de congruencia de
triangulos (10 min)
%20

* Ejercicio 1.1
Observa la figura ¢ Cudles
son las parejas de trian-
gulos congruentes y que
criterio lo determina?

Solucidn:

Pareja 1: ay c (LAL)

Pareja 2: by g (ALA)

Pareja3:dy e (LLL)

M: ¢Qué puede concluir

del tridngulo b y h?

Concluir.

RP: No son congruentes

porque el lado que mide

4 no esta comprendido

entre los dngulos de 30°

y 70° en el tridngulo h.

e Hacer la misma pre-
gunta para el caso del
tridnguloayf.

e Es importante hacer
que los estudiantes
establezcan la corres-
pondencia entre vér-
tices, dngulos y lados
entre tridngulos con-
gruentes.

e Concluir con los crite-
rios de congruencia
para cada caso.

2’3@? Ejercicio 1.2

(12 min)

En clase pueden resolver
el Ejercicio a), b)yc); el
resto para tarea en casa.
Solucién en pag. 21.

Objetivo:  [A] Demostrar aplicando los criterios de congruencia
de triangulos.

Evaluacion: [A] Resolver Ejercicio 1.2.
[B] Resolver Ejercicio 1.4.

Leccién 1. Congruencia de Triangulos

Clase 1. Criterios de congruencia de triangulos

Congruencia de tridangulo [A] %
Q\ Ejercmol 1. Encuentre las parejas de tridngulos congruentes En una congruencia de

triangulos se da una

correspondencia  entre
vértices, lados y dngulos.

En la congruencia

70%/ P 1
A C A c’

........................................................................................ } AABC = AA'B'C’ Se da:
Parejal: Pareja2: _ Pareja 3: *Correspondencia en-
Criterio: ____ Criterio: ____ Criterio: tre vértices

AN, BB, CeC

i *Lados correspondien-

tes de triangulos con-

gruentes son congruen-
tes

Dos tridngulos son congruentes si satisfacen uno de los siguientes

criterios:

a) Los tres lados son respectivamente congruentes (LLL).

b) Dos lados y el dngulo comprendido entre ellos son respectiva-
mente congruentes (LAL).

> ) ) AB=AB
c) Un lado y los dos dngulos adyacentes a él son respectivamente I
congruentes (ALA). BC=BTC
....................................................................................... AC=RCT
R Einavi :
& Ejercicio 1.2. t *Los angulos corres-
) Para cada par de triangulos dibujados a continuacion diga cudl es el yondientes son con-
criterio de congruencia. gruentes

a.l a.2 LA= LN
; /B= /B
H LC=/LC

...............................

b) En la figura AE interseca a BD en C tal que AC = EC y BC = DC. Demues-
trequeel ZA= LE. D E

2 Unidad | » Leccién 1 » Clase 1. Criterios de congruencia de tridngulos

Discutir en la pizarra las soluciones presentadas por los estudiantes.

Es posible que algunos estudiantes tengan dificultades con las demostra-
ciones por lo que se sugiere que el maestro apoye haciendo el esquema de
la misma para indicar el camino a seguir y de esa manera desarrollar en los
estudiantes el razonamiento deductivo.

4 Unidad | e Leccién 1 e Clase 1. Criterios de congruencia de triangulos



Objetivo:
a cuadrilateros

Evaluacion: [B] Resolver ejercicio 1.4

[B] Aplicar los criterios de congruencia de tridngulos

c) La figura ABCD es un cuadriladtero donde A
AB = CD; BC = DA.
Demuestre que AABC = ACDA

d) En el tridngulo isésceles AABC, hay dos
puntos Dy E en los lados congruentes AB y
AC respectivamente y BD = CE. D
Demuestre que:

dl. BE=CD.
d2. Si F es el punto donde se cortan BE y

CD entonces BF = CF B

&
En un triangulo isos-
celes los  angulos

E opuestos a los lados

congruentes son con-
gruentes y viceversa.

e) En la figura las rectas AB y DC son
paralelas, DA biseca el ZBDE y BC
biseca el ZDBF. Demuestre:
el. ADAB = ABCD

e2.AD || BC E D

Aplicacion de congruencia a los cuadrilateros

............................................................................

.......... : (8] ’@

O L
& Ejercicio 1.3. Demuestre que los la-
dos opuestos de un paralelogramo son
congruentes. Llene las casillas en blanco.

La relacién de los an-
gulos que se forman
cuando se tienen dos
rectas paralelas y una
transversal.

B C
Proposicion Justificacion
1. Enel AABCy ACDA, ‘ ‘
el LBAC= /DCAy
/BCA = £DAC
2. TA=AC \ |
3. AABC = ACDA Por 1, 2 y criterio de congruencia
4. AB = l:l Por 3y ser lados correspondien-
BC= |:| tes de tridngulos congruentes.

Teorema 1.1
Los lados opuestos de un paralelogramo son congruentes.

:,\i) Ejercicio 1.4. En el cuadrildtero ABCD, AD = BCy AB = DC.
Demuestre lo siguiente: A
a) Los AABC y ACDA son congruentes

b)AD || BC y AB || BC
B

............................................................................

............

C
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Nota: Puede dejar mas ejercicios complementarios para la casa de la
seccion de ejercicios de la unidad que le permitan al estudiante desa-
rrollar habilidades en la demostracion de teoremas.

Esta clase se puede desarrollar en una hora o en dos dependera del
desempeiio y los conocimientos previos que tengan los estudiantes.

Clase 1

(Continuacion)

[B] Aplicacion de con-
gruencia a cuadrilateros.
(10 min.)

g)‘? Ejercicio 1.3
Demostrar que los lados
opuestos de un paralelo-
gramo son congruentes.
¢ Dibujar el paralelogra-
mo en la pizarra ¢Qué
nos piden demostrar?
RP: que los lados opues-
tos de un paralelogra-
mo son congruentes.
M: Justifique cada uno
de los pasos de la de-
mostracion en el Ejer-
cicio 1.3 soluciones
RP: 1) alternos inter-
nos y AB || CD, AD ||
BC respectivamente.
2) congruencias del
mismo segmento
3) ALA
4) CD vy DA.

e Pasar estudiantes a la
pizarra para comple-
tar la demostracion.

e Concluir que en un
paralelogramo sus la-
dos opuestos son con-
gruentes.

%

f)‘% Ejercicio 1.4
(13 min)

Solucidén en pag. 23

Concluir que los criterios
de congruencia de trian-
gulos se pueden utilizar
para demostrar teore-
mas de los cuadrilateros.
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Unidad I. Leccion 1.

Clase 2

(Continda en la siguiente pagina)

[A] Condiciones suficien-
tes para que un cuadrila-
tero sea paralelogramo.

‘@" Ejemplo 1.1.

(15 min)

M: Escribir el enunciado y
dibujar el paralelogramo
en la pizarra. ¢Cual es la
hipotesis y cual es la tesis?
RP: AB = CD; CB = AD La
tesis es ABCD es un para-
lelogramo.

M: ¢ Qué criterio deter-
mina la congruencia de
los AABC y ACDA.

RP: LLL.

M: ¢Cémo son los ZCAB
y ZACD; ZBCAy £DAC?
RP: Son congruentes y
alternos internos.

M: éQué se puede con-
cluir de los AB y CD; BC
y DA?

RP: Son paralelos.
Concluir que ABCD es un
paralelogramo por la de-
finicién.

Teorema 1.2

Concluir que cualquier cua-
drildtero que redna una de
las condiciones del recua-
dro es un paralelogramo.

2’,\3’ Ejercicio 1.5

(12 min)

Solucién en pag. 23.

En clase puede resolver a)
y dejar como tarea en casa
b) y c) y el resto desarro-
llarlo en casa como tarea.
En el caso de que el tiempo
finalice asigne como tarea.

Objetivo:  [A] Aplicar los criterios de congruencia de tridngulos
y demostrar las condiciones de suficiencia para que
un cuadrilatero sea un paralelogramo.

Evaluacion: [A] Resolver Ejercicio 1.5

Clase 2. Caracteristicas de los cuadrilateros

Condiciones para ser paralelogramo thttiatiad A|5‘ [A]
T s K
H 3@5 Ejemplo 1.1. Demuestre que un cuadrildte-
¢ ro cuyos lados opuestos son congruentes es un
: paralelogramo. B C [21
Proposicion Justificacion 71&
H . Un paralelogramo es
H 1. En el AABCy ACDA Hipdtesis un cuadrildtero que tie-
AB = CD; BC = DA ne dos pares de lados
H 2. CA=AC Congruencia del mismo segmento opuestos paralelos.
H 3. AABC = ACDA Por 1, 2 y criterio de congruencia
H LLL H
H 4, LCAB= LACD Por 3 y ser angulos correspon-
/BCA = £DAC dientes de tridngulos congruentes
5. AB || CD y BC || DA Por 4 y condicién de paralelismo :
H (angulos alternos internos)
: ABCD es un paralelogramo Por 5y definicion de paralelogramo.

Teorema 1.2
+| Condiciones para ser un paralelogramo H o
‘ Un cuadrilatero es un paralelogramo si cumple una de las siguientes | @'
i| condiciones: Otra condicion para ser
: a) Dos pares de lados opuestos son paralelos. (Definicién) H un paralelogramo: Los
‘ b) Dos pares de lados opuestos son congruentes. ‘ angulos  consecutivos
: c) Dos pares de angulos opuestos son congruentes. son suplementarios.
. d) Las diagonales se cortan en el punto medio.
: e) Un par de lados opuestos son congruentes y paralelos. ;
. o
" E

é’;\f‘l’ Ejercicio 1.5.
a) Demuestre las condiciones ¢, d y e para que un cuadrildtero sea un

paralelogramo. Elf
o ) ) A D Tenga en cuenta las
b) En el dibujo los puntos E y F estén en la diagonal condiciones para ser
BD del paralelogramo ABCD y distan lo mismo E un paralelogramo  al
de los vértices By D respectivamente. Demues- demostrar by c.
tre que el cuadrildtero AECF es un paralelogra- B C
mo.

c) Se toman 4 puntos E, F, Gy H en los lados AB, A

BC, CD y DA del paralelogramo ABCD de modo "
que AE = CG y BF = DH. Demuestre que EFGH es E
un paralelogramo. B FC

4 Unidad | » Leccién 1  Clase 2. Caracteristicas de los cuadrilateros

Nota: En el | y Il ciclo se estudié las propiedades y las condiciones para que un
cuadrilatero sea un paralelogramo, en el I ciclo se continua estudiando pero
se le da mayor énfasis a las construcciones y algunas demostraciones sencillas,
por lo que es importante que en este grado el estudiante demuestre estos
teoremas que le servirdn como base para demostrar otros que involucran cua-
drilateros.
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Objetivo:

[B] Aplicar los criterios de congruencia de tridngulos

y demostrar las condiciones de suficiencia para que
un paralelogramo sea un rectangulo, cuadrado o un

rombo.

Evaluacion: [B] Resolver ejercicio 1.6
Resolver ejercicio 1.7

Rectangulos, rombos y cuadrados

.......................................................................................

HI X . s D:
H & Ejercicio 1.6. Demuestre que un cuadrildtero H
¢ cuyas diagonales son congruentes y se cortan en el H
¢ punto medio es un rectangulo. Llene las casillas en P
blanco. 8 ci
Proposicion Justificacion
1. PA=PB=PC=PD Hipdtesis

2. APAB, APBC, APCD, APDA \ |
son tridangulos

3. LAPD = /CPB, \ |
/APB = /CPD
4. APAD = APCB
APAB = APCD
5.msPAD=__J=[_J=[Jy | | \
mepaB=[J=[ =[]
6. m/DAB=m/ABC=m/BCD | Por 5y (suma de los angulos
m/.CDA =90° internos de cuadrilatero) + 4

7. ABCD es un recténgulo. \ |

........................................................................................

Teorema 1.3

Las diagonales de un:

Rectangulo son congruentes y se cortan en el punto medio.

Rombo son perpendiculares y se cortan en el punto medio.
Cuadrado son congruentes y perpendiculares y se cortan en el punto
medio.

g‘% Ejercicio 1.7.

a) Demostrar que, si en un cuadrildtero las diagonales son perpendicu-
lares, congruentes y se cortan en el punto medio entonces este es un
cuadrado.

b) Demuestre que el cuadrilatero cuyas diagonales son perpendiculares y
se cortan en el punto medio es un rombo.

(8]

&

Un rectédngulo es un

cuadrildtero que tiene
cuatro angulos rectos.

&

Es importante saber
que:

Todo cuadrado es un
rectangulo.

Todo cuadrado es un
rombo.

La inversa no se cum-
ple.

Unidad | » Leccion 1 » Clase 2. Caracteristicas de los cuadrilateros 5

X i .. . . .
N\ Ejercicio 1.7. (8 min). Solucién en pag. 26.
Si el tiempo no ajusta resolver como tarea.

Clase 2

(Continuacion)

[B] Rectangulos rom-
bos y cuadrados

§§2 Ejercicio 1.6

(10 min)

M: Escriba el enuncia-
do en la pizarra y dibu-
je el paralelogramo.
Antes de que los estu-
diantes abran el libro
puede hacer preguntas
como las siguientes:
éCudl es la hipdtesis?
éQué datos nos dan en
el teorema? ¢Qué nos
piden demostrar?

Permitir que los estu-
diantes sugieran una
estrategia para demos-
trar este ejercicio en el
caso de que no hayan
ideas entonces que
completen las casillas
en blanco de la demos-
tracion dada.

Solucion en pag. 25.

¢ Concluir que la figu-
ra es un rectangulo
cuando las diagona-
les cumplen ciertas
caracteristicas.

Unidad | e Leccidn 1 ¢ Clase 2. Caracteristicas de los cuadrilateros 7



Unidad I. Leccidn 1. Objetivo:  [A] Verificar el teorema de los dos puntos a partir de
Clase 3 una construccion.
(Continda en la siguiente pagina) [B] Demostrary aplicar el teorema de los dos puntos.
Evaluacién: [A] Realizar la construccion del ejercicio 1.8
[B] Resolver los ejercicios 1.9, 1.10, 1.11
Materiales: Reglay escuadras.

[A] (10 min)

g}\i) Ejercicio 1.8

e Para realizar ésta
construccion se debe
verificar que los estu-
diantes tengan sus ins-
trumentos de medi-
cion y si es necesario,

Clase 3. Teorema de los dos puntos

&2 Ejercicio 1.8. [A]

Construya: Verifique:

* Dibuje un AABC « DE || AC

* Marque los puntos medios de AB y BC, e Compare DE con
nombrandolos como Dy E respectivamente respecto a AC.

e Trace DE

@
En el Ejercicio 1.8, utili-
ce regla para las medi-
cionesy escuadras para
verificar el paralelismo.

El resultado anterior se cumple por el siguiente teorema.

recordarles como se i| Teoremal.4 B i@ %
e . | Teorema de los dos puntos H @
verifica el para|e|lsm0. i| Enel AABC, Dy E son los puntos medios de AB y
Y —— K — D E H Teorema de los dos
:| BCrespectivamente, entonces DE || ACy H L
H 1 AC puntos también se lla-
i be=1Lac : pi | e
e Puede presentar al ; 2 A € i ma ‘Teorema del see

triangulo” y “Teorema
del conector de puntos
medios”.

menos dos resultados
en la pizarra, para que
los estudiantes lle-
guen a generalizar los

':@:' Ejemplo 1.2. Demostracion de Teorema de los dos puntos. Utilice
la siguiente construccion auxiliar: Sea F el punto que pertenece a la
prolongacion de DE tal que DE = EF, tal como se muestra en la figura.

1)DE || AC 2)DE = 1ac

.

resultados y deducir el Proposicién Justificacion ¢ 5' Proposicién | Justificacién ‘5 B
1. B0=DA Hipétesis {1 DF=2DE |E es punto }
teorema. i 2. BExEC Hipétesis : medio del DF. :
. ., 3. DE=EF Hipétesis 112, DF=AC ADFC es un
Se omite solucion. 4. Eesel puntome- | Por2y3 i paralelogra- :
¢ diodeBCyDF : mo
¢ 5. BDCF es un para- | Por 4 y condicidn :3. 2DE=AC Porly2 H ¢
[B] (20 mln) lelogramo de paralelogramo i} ' @
BN ~ EF H _1 H _ X
H 6. BD - FC Por 5 54 DE=3 AC [ Por3 H Para realizar las demos-
L ; %W% F;oréye ADB B B traciones, debe anali-
- - . . oroyserAa, D, H
@ Ejemplo 1.2 colineales H zar !c?s teorerpas de la
5 H . leccién anterior sobre
e Realizar en clase la de- o IA'IJFC es un para- | Por 5218 Y C"I“I“" congruencia de tridn-
., elogramo cion e paralelo- | bl drila-
mostracién del teore- gramo : o Y opre cuadtE
10. DE || AC Por 9 y definicié ’
ma, al menos la parte : I or 2 v gennieion
H de paralelogramo
1), ésto les servira de N N
guia para las demos- &R Ejercicio 1.9. En el APQR, A y B son los B
. puntos medios de PQ y RQ respectivamente.
traciones propuestas SiRP = 16, m£P = 58° y m/Q = 38°, obtenga
en los ejercicios. ABY mZBAQ. P A Q

o 6 | nidad i+ Leccion 1 Clase 3. Teorema de los dos puntos

&Z) Ejercicio 1.9

e Asignar el ejercicio 1.9
en clase, éste permite
aplicar el teorema di-
rectamente, utilizando
medidas especificas.

Nota: Para la demostracion del teorema, se debe partir de una construccién
auxiliar, los estudiantes deben utilizar el siguiente concepto:

e Condiciones suficientes para los paralelogramos.
Solucién en pag 26.

8 Unidad | e Leccién 1 e Clase 3. Teorema de los dos puntos



Unidad I. Leccion 1.
Clase 3

(Continuacién)

Clase 4,5y6

(Continda en la siguiente pagina)

las casillas en blanco.

?ﬁi Ejercicio 1.10. Demuestre que el
cuadrildtero EFGH que se obtiene uniendo§
los puntos medios de cada lado de cualquier }
cuadrilatero ABCD es un paralelogramo. Llene

g‘% Ejercicio 1.12.

Construya:

o Trace un segmento, AB

o Trace la mediatriz de AB

* Coloque un punto P sobre la mediatriz,
no colineal con Ay B

Lo anterior es una propiedad.

.......................................................................................

. B
P sl Justificacié . Co : Para los ejercicios 1.10
roposicion ustificacion y 1.11: Aplique el teo-
1. E, F, Gy H son puntos medios de | Hipotesis rema del segmento
AB, BC, CD, DA respectivamente medio de un triangulo
2. Enel AABD, EH || BD ‘ ‘ a los tridngulos que se
forman con las diago-
3. Enel ABCD, |:| Teorema de los dos puntos nales &
4. EH || FG lgualando 2y 3
5. En AACD, HG || AC \ |
6. |:| Teorema de los dos puntos
7. m” EF lgualando 5y 6 goeeeneeessnsssesans s antseeneey \
8. EFGH es un paralelogramo. ‘ ‘ A b
g)\% Ejercicio 1.11. H
En el dibujo AB = DCy los puntos E y F son los puntos medios de los lados :
AD vy BC respectivamente. El punto G es el punto medio de la diagonal AC, } P
¢Qué tipo de triangulo es AEFG? H C K
Clase 4, 5y 6. Propiedad de la mediatriz
Propiedad de la mediatriz [A]

Construccion
Verifique:
e Compare PA con PB

&

La mediatriz de un seg-
\ mento es la recta per-

Teorema 1.5 Propiedad de la mediatriz
La recta { es la mediatriz de AB.

1) SiPestaen {, entonces PA = PB

2) SiPA=PB, entonces P estd en (.

pendicular al segmento
en su punto medio.

...............................
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3. CA = CB... C es el punto medio
del AB.

4, APAC = APBC... Por 1, 2, 3 ycri-
terio de congruencia LLL.

5. m/ZACP =m/BCP =90°... Por 4
y ser angulos correspondientes

de tridngulos congruentes y ser
angulos adyacentes.

6. PC L AB... Por 5.

7. P estda en € y es la mediatriz.
Por 3vy6.

[B] Continuacién
(15 min)

é\% Ejercicio 1.10

e Para el Ejercicio 1.10
hacer énfasis en la su-
gerencia dada.
Si los estudiantes pue-
den seguir el esquema
del ejercicio 1.10, po-
dran desarrollar de ma-
nera similar la demostra-
cion del Ejercicio 1.11.

Solucién en pag. 27.

2’;\? Ejercicio 1.11

¢ Sino queda tiempo de
desarrollar los ultimos
ejercicios puede asig-
narlos de tarea.

Solucién en pag. 27.

[Hasta aqui Clase 3]

[Desde aqui Clase 4]
[A]

2’;\? Ejercicio 1.12

(25 min)

Los estudiantes deben
concluir que PA = PB.

Demostracion parte 2)
Se debe considerar la
sugerencia y solo el caso
que el punto P sea dis-
tinto al punto C.

Solucién:

1. PA = PB... Hipotesis.

2. PC=PC... Congruencia
del mismo segmento.

Unidad | e Leccién 1 ¢ Clase 4, 5y 6. Propiedad de la mediatriz 9



Clase 4,5y 6

(Continuacion)

2’5@? Ejercicio 1.13

(20 min)

Para los ejercicios a) y
b) Hacer énfasis en que
apliquen la propiedad
de la mediatriz.

Solucién en pag. 27.

[Hasta aqui Clase 4]

[Desde aqui Clase 5]
[B] (45 min)

%8

& Ejercicio 1.14

Los estudiantes deben
concluir que las me-
diatrices coinciden en
un punto. Seria inte-
resante comparar que
no importa el tipo de
triangulo que constru-
yan, esto siempre se
cumple.

%
&Z Ejercicio 1.15. De-
mostracion

Solucién en pag. 28.

.
.
H

i 1)SiPestden®, PA=PB

22) Demuestre que si

Proposicion Justificacion PA = PB, entonces

[ — Pestal.
1. AC=BC C es punto medio del AC.
2. LACP = /BCP | Perpendicularidad (angu- :
los rectos). H
3. PC=PC Congruencia del mismo ‘
segmento H

4. APAC = APBC Por 1, 2, 3 y criterio de .

congruencia LAL

5. PA= PB Por 4 y ser lados corres- :
pondientes de triangulos :
congruentes. H
B
O
& Ejercicio 1.13.
a) Si D es el punto medio de BCy AD L BC, demuestre A b
que el AABC es isosceles. G
b) En la figura, M esta en el GK, GE = KE, E H C

GM = KM y H esta en la recta EM.
Demostrar que GH = KH.

Circuncentro de un tridangulo

Z;\? Ejercicio 1.14.

a) Construya el AABC

b) Trace las mediatrices de los lados del AABC.

c) ¢Qué observa respecto a las mediatrices? ¢ Coinciden en un punto?

Teorema 1.6. Concurrencia de las B 2,
mediatrices. €3

Las mediatrices de los lados de un &

tridngulo son concurrentes. Su punto de

concurrencia equidista de los vértices A C

del triangulo.

:;\52 Ejercicio 1.15. Demuestre el teorema
anterior considerando a P como punto de
interseccion de las rectas €.y €,, aplicando la
propiedad de la mediatriz debe concluir que P
también estd en la recta €;y que PA = PB = PC.

8 Unidad | » Leccién 1 « Clase 4, 5y 6. Propiedad de la mediatriz

&

Para la parte 2), debe
llegar a demostrar que
C es punto medio y que
mZACP =m/BCP =90°

4
En el ejercicio a), no
utilice congruencia de
tridngulos en la demos-
tracién, emplee la pro-
piedad de la mediatriz.

[B]

Construccion
Dos o mds rectas son
concurrentes si hay un

solo punto que esta en
todas ellas.

10 Unidad | e Leccién 1 ¢ Clase 4, 5y 6. Propiedad de la mediatriz




Clase 4,5y 6

(Continuacion)

o, O
é}\g Ejercicio 1.16
Para el ejercicio 1.16

B

g‘? Ejercicio 1.16. 7@
Utilice la construccién del Ejercicio 1.14 y nombre con P el punto de in- Circunferencia
terseccion de las mediatrices y trace una circunferencia con centro en Py
con radio PA.
1) ¢Qué observa con respecto a la circunferencia y los vértices del tridn-

gulo?
2) ¢Como se llama este tipo de circunferencia?

circunscrita.

Al punto P se le llama circuncentro.

h
H

i | Definicién 1.1

H El punto de concurrencia de las mediatrices de los lados de un
tridngulo se llama circuncentro del tridngulo.

: Es la circunferencia que
: pasa por los tres vérti-
¢ cesdel tridngulo

g)\? Ejercicio 1.17.

a) Construya un triangulo acutdngulo, obtusangulo y rectangulo; y la cir-
cunferencia circunscrita a cada uno. Compare la ubicacion del circun-
centro en cada caso.

b) éCémo ha de ser el tridngulo para que el circuncentro se sitlie en uno
de sus lados? Cuando eso sucede, écon qué punto coincide el circun-
centro? ¢Por qué?

Ortocentro [c1

&

Una altura de un tridn-
gulo es el segmento
perpendicular  desde
un vértice a la recta
que contiene el lado

X9 - ..
N Ejercicio 1.18. Para cada uno de los siguientes tridangulos se han
trazado sus tres alturas.

__ T gl opuesto.
\ FarSuRY|
[N / SOy
1 oas . .z \’\
a) éQué tienen en comun los tres tridngulos?
b) ¢éEn qué tipo de tridngulos las alturas se intersecan en un vértice?
c) ¢En qué tipo de triangulos las alturas se intersecan en el interior del
triangulo?
d) ¢En cudl se intersecan en el exterior?
Ese punto se llama ortocentro.
Teorema 1.7. Concurrencia de las alturas.
Las tres alturas de un triangulo son concurrentes en un punto
llamado ortocentro del triangulo.
Unidad | » Leccion 1 » Clase 4, 5y 6. Propiedad de la mediatriz 9

deben hacer uso de la
construccién realizada
y deben concluir que
la circunferencia pasa
por los tres vértices y
se llama circunferencia
circunscrita.

(Se omite solucidn)

2’;\? Ejercicio 1.17

En el ejercicio 1.17 de-
ben concluir sobre la
relacién de los tipos de
tridngulos y la ubicacion
del circuncentro.

a) e Tridngulo acutdn-
gulo: El circuncen-
tro esta en el inte-
rior del tridngulo.

e Tridngulo obtusan-
gulo: El circuncen-
tro estd en el exte-
rior del tridngulo.

e Tridngulo rectangu-
lo: El circuncentro
es el punto medio
de la hipotenusa
del tridngulo.

(Se omite la construccién).

b) Triangulo rectangulo y
coincide con el punto

%8

é‘s Ejercicio 1.18. Solucién

a) Las tres alturas se intersectan en un punto.
b) Tridngulo rectangulo.

c) Tridngulo acutangulo.

d) Tridngulo obtusangulo.

medio de |a hipotenusa.

[Hasta aqui Clase 5]
[Desde aqui Clase 6]

[C] (45 min)

Unidad | ® Leccidn 1 e Clase 4, 5y 6. Propiedad de la mediatriz 11



Unidad I. Leccion 1.

Clase 4,5y6

(Continuacion)

Clase7y 8

(Continua en la siguiente pagina)

K
& Ejercicio 1.19
Solucion. Véase la pag. 29

[Hasta aqui Clase 6]

[Desde aqui Clase 7]

[A] Construir la bisectriz
de un angulo (10 min)

:&2 Ejercicio 1.20.

M: éQué es la bisectriz
de un dngulo?

Concluir: Es el rayo que
divide el angulo en dos
angulos congruentes.
Hacer la construccion
de la bisectriz del ZABC
y ubicar P en la bisectriz.

* Al trazar las perpen-
diculares a los lados del
angulo desde P, haga
gue el alumno note que
se formaron dos tridn-
gulos rectangulos.

M: ¢Cémo son los tridn-
gulos que se formaron?
Concluir: Congruentes.
M: ¢Qué criterio define
la congruencia de los
triangulos?

Concluir:  Criterio de
congruencia de los
triangulos rectangulos.

*Concluye: los puntos
en la bisectriz de un an-
gulo estdn a la misma
distancia desde sus dos
lados.

Objetivo: [A] Demostrar el teorema de la bisectriz de un
angulo.

Evaluacion: [A] Resolver el ejercicio 1.21

é’;\ﬁ’ Ejercicio 1.19. E B F
Demuestre el teorema anterior.
Considere la siguiente construccion auxiliar:

En el AABC, por cada vértice se trazé una paralela al lado opuesto, for- A c
mando el ADEF. Demuestre que las mediatrices de los lados del ADEF son

las tres alturas del AABC. 3

Utilice las condiciones para ser paralelogramo. Los simbolos >, >> en

los segmentos estan in-
dicando paralelismo.

Clase 7 y 8. Bisectriz

&) Ejercicio 1.20. [A] Construccidn
Construya: Verifique: 4
a) Dibuje el ZABC y trace su bisectriz. Compare la longitud de KP 7El
b) Marque un punto P en la bisectriz. con respecto a la de [P. Puede trazar la bisec-
c) Desde P, trace segmentos que sean triz utilizando regla y
perpendiculares a los lados BA y BC. compds, o haciendo
d) Nombre los puntos de interseccion uso del transportador.

como Ky L respectivamente.
%

El resultado anterior se cumple en el siguiente teorema: 7ﬂ
e eeeeeeeeeceteseseeseeetetetetetit s teenan st e taeeta s e s tetetatataseaerata . La bisectriz de un angu-

H lo lo divide en dos an-
gulos congruentes.

1| Teorema 1.8. Propiedad de la bisectriz
: de un éngulo.

El punto P estd en el interior del ZABC.
P equidista de los rayos BAy BC si y sélo
si el rayo BP es la bisectriz del ZABC.

Equidista:

P equidista de BA y BC
entonces PK L BAy
PLLBC,

Ademas, PK = PL.

Si Ky L equidistan de P, entonces el rayo BP es la bisectriz del ZABC.

. Proposicion Justificacion . f&

PLPK=PL | Hindtesi L rema aue miolucrs un

H 2. PK LBA; PLLBC HipGtesis A

H — ) . H siy sélo si” deben de-

: 3. BP=BP Congruencia del mismo segemento. : mostrarse ambos senti-

, 4. ABKP = ABLP Por 1, 2, 3y criterio de congruencia hipo- , dos

: tenusa-cateto de triangulos rectangulos. :

. 5. ZKBP = £LLBP Por 4y por ser dngulos correspondientes . El/

: de triangulos congruentes. : W

: 6. Rayo BP es la bisec- | Por 5y definicién de bisectriz. : — T

i triz del LABC i ﬂ< L B—A’

ettt oo eetonaeneteeaan eeeoae et eaan e teann e e taanan et eane et eaanneaeaann 4 PLLBCy los criterios

o de congruencia para

& Ejercicio 1.21. Demuestre el otro sentido del teorema. triangulos rectangulos.

Si rayo BP es la bisectriz del ZABC entonces Ky L equidistan de P.

10 ‘ Unidad | » Leccién 1 » Clase 7y 8. Bisectriz

3@: Demuestre el teorema 1.8 (7 min)

M: Escribir el enunciado y dibujar la construccién en la pizarra. ¢ Cual
es la hipdtesis y cual es la tesis?

RP: Ky L equidistan de P

La tesis es BP es la bisectriz de ZABC.

12 Unidad | e Leccién 1 ¢ Clase 7 y 8. Bisectriz



Objetivo:

circunscrita al mismo.

[B] Construir un tridngulo y una circunferencia

Evaluacion: [B] Realizar la construccion del Ejercicio 1.22

Material

es: Regla y escuadras

X9

& Ejercicio 1.22.

En el AABC,

a) Trace las bisectrices de sus dngulos.

b) ¢Coinciden las bisectrices en un punto?, si es asi

éel punto esta en el interior o exterior del triangulo?
Nombre el punto de interseccién como I.

c) Trace desde éste, segmentos perpendiculares a BC, CA y AB.(Nombre
esos puntos P, Q y R respectivamente).

d) Compare la medida de estos segmentos (IP, IQ y IR).

Esto nos lleva al siguiente teorema:

Teorema 1.9. Concurrencia de las

bisectrices de un triangulo.

H

H
Las bisectrices de los angulos de un :
tridngulo son concurrentes en un :

punto que equidista de los tres
lados.

2;\5‘2 Ejercicio 1.23. Complete la demostracion del teorema 1.9.
En el AABC, sea | el punto de interseccidn de las bisectrices de ZBACy ZBCA.

Proposicion Justificacion H
1. Al es la bisectriz del ZBAC Hipétesis
2.[ Jeslabisectrizdel ZBCA | Hipétesis

3.1 equidista de AB y AC

4.l equidistade ACy[ |
5. 1 equidista de AB y BC

6. |:| es la bisectriz de|:|

Por 1y propiedad de bisectriz. :
poray[ ]
Por 3, 4 y propiedad transitiva.
Por 5y propiedad de la bisectriz. ~ }

%
&2 Ejercicio 1.24. Utilizando la construccién empleadaen el Ejercicio 1.22,
trace la circunferencia de centro | con radio Pl. ¢ Por qué la circunferencia

es tangente a los tres lados?

Definicién de Incentro

El punto de concurrencia de las bisectrices
de los dngulos de un tridangulo se llama

Incentro.

(6]
&

I - A
La construccion del
Ejercicio 1.22 se utiliza

posteriormente.

&

Circunferencia inscrita:
Si una circunferencia
es tangente a los tres
lados de un triangulo
entonces se dice que
la circunferencia esta
inscrita en el tridngulo
y el tridngulo esta cir-
cunscrito en la circun-
ferencia.

Unidad I » Leccién 1 » Clase 7y 8. Bisectriz 11

%e
6\2 Ejercicio 1.23. (3 min)

*Pedir opiniones a los estu-
diantes acerca de que camino

pueden

seguir para demostrar

este teorema, si no surgen ideas

pueden completar |
cién que estd en LE.

a demostra-

Solucidn en pag. 29.

Unidad |  Leccién 1 e Clase 7 y 8. Bisectriz

Clase7y 8

(Continuacion)

M: éQué estrategia se
puede seguir para de-
mostrar este teorema?
RP: Demostrar que los
triangulos ABKP y ABLP
son congruentes.

Hacer la demostracion
del teorema.

é’;\? Ejercicio 1.21

(5 min) *Es importante
que el estudiante note
gue el teorema 1.8 debe
ser demostrado en am-
bas direcciones ya que
consta de un siy sélo si.
Solucién en pag. 29.

[B] Construir la bisec-
triz de los angulos de
AABC (10 min)

2"§§ Ejercicio 1.22

a) Se omite la construc-
cion.

b) Coinciden / interior

c) Se omite la construc-
cién.

d) Son congruentes.

Concluye: Las bisectri-
ces de los angulos de
un tridngulo son concu-
rrentes en un punto que
equidista de los tres la-
dos.

13



Clase7y 8

(Continuacion)

%e
é}\g Ejercicio 1.24

(10 min) En la construc-
cion del ejercicio 1.22
trace una circunferencia
con centro en el punto |
y de radio PI.

Solucion en pag. 30.
*Hacer notar al estudian-
te que la circunferencia
trazada estd inscrita en
el tridngulo.

Concluye: que a ese pun-
to se le llama incentro.

[Hasta aqui Clase 7]
[Desde aqui Clase 8]

2’;\5’2 Ejercicio 1.25
(10 min)
(Se omite la solucién)

[C]

2’3@2 Ejercicio 1.26

(20 min)

Analizar la construccién
M: ¢Como son los dangu-
los ZPBCy £QCB?

RP: Angulos externos

M: éQué tipo de construc-
cion se hizo en AABC?
RP: Bisecar angulos ex-
ternos

* Concluye que los rayos
BE y CE son bisectrices
de los dngulos exterio-
res del AABC y concu-
rren en el punto E.
*Verificar si la bisectriz
del angulo interior ZBAC
concurre en el punto E.

Definir excentro (10 min)
Trace una circunferencia
con centro en el excen-

Objetivo:

Evaluacion:

[C] Trazar las bisectrices de los angulos exteriores de

un triangulo.

e Demostrar que dos bisectrices exteriores y una
bisectriz interior se intersecan en un punto y este
equidista de los lados del triangulo.

e Definir excentro.

[C] Resolver los ejercicio 1.27

& riorcic . - L
W Ejercicio 1.25. Realice la siguiente construccién:
Construya un tridngulo equildtero y luego construya su circunferencia

inscrita.

&Z’ Ejercicio 1.26. Explique las construcciones realizadas en cada paso.

[c] E_»,
B - A
Puede calcar las figuras
y hacer las verificacio-
nes con regla, trans-

R
S P’
B B /§ B Z £
A C A C Aﬁc{a

Conteste:

a) éCémo se llaman los dngulos PBC y QCB?
b) éQué son los rayos BE y CE?
c) Verifique si la bisectriz del angulo interior ZBAC es también concurren-

te en el punto E.

portador y compas.

&
-
La bisectriz de un dngu-
lo exterior de un trian-
gulo, se le llama bisec-
triz exterior.

El punto E se llama Excentro.

Teorema 1.10

El punto donde se intersecan dos bisec-
trices exteriores y una bisectriz interior
en un tridngulo, se llama excentro y éste

equidista de los lados
del triangulo.

3\5‘1’ Ejercicio 1.27. Complete la demostracion. Considere en el AABC las
bisectrices BE y CE de los angulos exteriores ZPBC y £ZQCB respectiva-
mente y tome tres puntos P, Q y R tal que, PE L AP, RE L BC, QE L AQ.
Demuestre que el rayo AE es la bisectriz del ZBAC. (Vea la figura de Teo-

rema 1.10).

Proposicion

B
Estd es también una
aplicacion de la propie-
dad de la bisectriz.

Justificacién =

S

1. Rayo BE es la bisectriz de ZPBC |:|
2. |:| es la bisectriz de |:|

3.PE L AP, RE 1 BC, QE L AQ

4. PE=RE Por 1, 3y propiedad de bisectriz. 3 .
¢Cuantas de estas cir-
s ] Por 2, 3y propiedad de bisectriz. cunferencias se pueden
construir en el AABC?
6.PE=QE \ |
7.[ ] eslabisectriz de | | | |
12 ‘ Unidad | » Leccion 1 « Clase 7 y 8. Bisectriz

La circunferencia ins-
crita en un tridngulo es

Hipdtesis tangente a uno de los
lados y a las prolonga-
I:l ciones de los otros dos.

tro y radio EB. M: ¢Pasa la circunfe-
rencia por las extensiones de dos de
los lados del triangulo?

o 0’
6\3 Ejercicio 1.27. (15 min)
Solucién en pag. 30

14 Unidad | e Leccion 1 ¢ Clase 7 y 8. Bisectriz

*Pedir opiniones a los estudiantes
acerca de que camino pueden seguir
para demostrar este teorema, si no
surgen ideas pueden completar la
demostracidn que esta en LE.

RP: Si



Objetivo:  [A] Demostrar que las medianas de un tridngulo se
intersecan en un punto.
e Definir baricentro como el punto donde se
encuentran las tres medianas de un triangulo.

Evaluacién: [A]Resolver ejercicio 1.28

Clase 9y 10. Baricentro

Trazar las medianas de un tridngulo [A] ’
P ‘ o
20 Ejemplo 1.3. .."' A : Los segmentos AD, CF
a) Dibuje en el cuaderno un tridngulo y némbrelo H y BE son medianas del
AABC. I AABC.
b) Encuentre los puntos medios de los lados uti- " AD, CF y BE se cortan
lizando la construccion de la mediatriz de en el punto G.
un segmento. K 4
c) Una los vértices con el punto medio del',."

H
lado opuesto correspondiente. s B — D c: -
Yeeccccccccccccccccccccccccccccccssscccn’
........................................................................................ l J
7 H ”
Una mediana de un triangulo : En esta demostracion
H
es el segmento cuyos extremos son un vértice del tridngulo y el H trazamos ~ segmentos
punto medio del lado opuesto. H auxiliares como estra-

. . . tegia para su solucién.
Todo tridngulo tiene 3 medianas.

un punto.

.................................................................................. R
[Ne )
i | Teorema 1.11 Las tres medianas de un tridngulo se intersecan en‘]

H 1@-‘ Ejemplo 1.4. Demuestre el Teorema 1.11.
¢ Solucién:

En el AABC, sean D y E los puntos medios de AB y AC respectivamente
(Vea la figura de la derecha).

Proposicion Justificacion

1. En el AABC, BE y CD son me- | Construccién e hipétesis

dianas y se cortan en G. [%?7
2. Rayo AG cortaa BCen Lyse | Construccién El punto donde se in-

extiende a R tal que AG = GR. tersecan las medianas
3. D es el punto medio de AB. Por 1 de un 'tria'ngulo se lla-
4. G es el punto medio de AR. Por 2 ma baricentro.
5. Enel AABR, DG || BR Teorema de los dos puntos
6. GC || BR Por 5
7. E es punto medio de AC. Hipétesis
8. Enel AARC, GE || RC Teorema de los dos puntos
9. BG || RC Por 8
10. BGCR es paralelogramo. Por 6, 9 y definicién de paralelo-

gramo

11.BL=1C Por 10y la propiedad de la diago-

nal del paralelogramo.
12. L es el punto medio de BCy | por 11
AL es una mediana del AABC.

.......................................................................................

Unidad | » Leccion 1 « Clase 9y 10. Baricentro 13

medio de BC utilizando el criterio de que las diagonales
de un paralelogramo se intersecan en su punto medio.

Nombrar el punto donde concurren las medianas como
Baricentro.

Unidad I. Leccion 1.
Clase 9y 10

(Continua en la siguiente pagina)

[A] Construir las me-
dianas de un triangulo.

@ Ejemplo 1.3

(7 min)

Hacer la construccion.
Concluye: las medianas
de un tridngulo son los
segmentos cuyos ex-
tremos son un vértice
del tridngulo y el punto
medio del lado opues-
to.

M: ¢Cudntas medianas
tiene un tridangulo?

RP: 3

M: ¢éConcurren en un
punto?

RP: si

@ Ejemplo 1.4

(15 min)

* Hacer la demostra-
cion en forma similar
a las anteriores. Puede
intentar que los estu-
diantes den ideas de
como podemos hacer
esta demostracién vy
luego consultar el LE.

* La estrategia de esta
demostracién  consis-
te en trazar segmen-
tos auxiliares de tal
manera que forme-
mos un paralelogra-
mo y asi poder de-
mostrar que es punto

Unidad | e Leccién 1 e Clase 9y 10. Baricentro 15



Clase 9y 10

(Continuacion)

QO Ejemplo 1.5

(10 min)

*Es importante que el
estudiante note que
es suficiente con trazar
dos medianas para en-
contrar el baricentro.
M: éQué sucede cuan-
do la punta del lapiz se
coloca en el baricentro?
RP: El tridngulo esta en
equilibrio

Concluye: El baricentro
es el centro de masa
o de gravedad de un
triangulo.

g}‘? Ejercicio 1.28

(13 min). Puede asignar
de tarea en el caso de
gue el tiempo no sea
suficiente.

Solucién en pag. 30.

[Hasta aqui Clase 9]
[Desde aqui Clase 10]

g}‘% Ejercicio 1.29

(35 min).

* Al hacer esta cons-
truccién el estudiante
podra verificar el he-
cho de que la mediana
se divide en tres partes
exactamente iguales vy
a la vez debe notar que
el baricentro esta a dos
tercios de los vértices.
M: ¢Qué sucede con las
medianas del tridangulo?

Objetivo:  [B] Demuestran que el baricentro esta situado a
dos tercios de la distancia de cada vértice del lado
opuesto del tridngulo

Evaluacion: [B] Resolver ejercicio 1.30

{Q} Ejemplo 1.5.

a) Dibuje un tridngulo escaleno grande en una cartulina y recértelo.
b) Trace dos medianas y encuentre el Baricentro.

c) Ubique la punta del lapiz en el baricentro.

d) Comente con sus compafieros que sucedié.

.......................................................................................

tridngulo.

Note que el triangulo
o eeeeeeeceeeceeeeeseeseseeeseeeeseeeeceeeceeeeemaeeaneeeemeeeneeeamaeanmeeanmaeannaa? se equilibro.

/ \
E{ El baricentro es el centro de masa o centro de gravedad de un '}
H H

O
3\4 Ejercicio 1.28.
a) Construya un tridangulo escaleno, un equildteroy unisdsceles y trace las
medianas utilizando regla y compéds.

b) Dado el AABC con mediana AD perpendicular al lado BC. Demuestre que:
b1. AD biseca a ZBAC
b2. AABC es isésceles.

c) Demuestre que la mediana correspondiente al lado no congruente
de un tridngulo isdsceles es perpendicular al lado y biseca al dngulo
opuesto a la base.

d) Demuestre que las medianas correspondientes a los lados congruentes
de un triangulo isésceles son congruentes.

e) Dados dos tridngulos congruentes, la mediana de uno de los tridngulos
es congruente con la mediana del lado correspondiente del otro.

Z)\? Ejercicio 1.29. [B] N
En el AABC, demuestre que si AD, BE y CF son medianas y G es el baricen- @'
tro entonces AG:GD=2:1,BG:GE=2:1,CG:GF=2:1. Puede utilizar como re-
ferencia la figura del
r Ejemplo 1.4.
En el AABC, AD, BE y CF son medianasy G es
el baricentro. Se cumple que: A

AG=3 AD 6 AG = 26D
BG=3 BE 6 BG = 2GE

CG=2 CF6CG=26GF 8

14 Unidad | » Leccién 1 « Clase 9y 10. Baricentro

RP: Se dividen en tres partes.

M: éCudnto mide cada una de las
partes en que se dividié?

RP:1/3

Solucion en pag. 31.

16 Unidad | e Leccion 1 e Clase 9 y 10. Baricentro

*Concluye: El baricentro esta si-
tuado a 2/3 del vértice del lado
opuesto del tridngulo.



Clase9y 10

(Continuacion)

& Ejercicio 1.30.
Encuentre las medidas.

a)
B BE=16

£ D=3, JE=

Fl=4,u= [ ]

’J G DE=EH.EI=[ |
4‘&

H

Unidad | » Leccion 1 « Clase 9y 10. Baricentro 15

Nota: es importante
que los estudiantes ha-
gan la construccién ya
que les permitird visua-
lizar en mejor manera
el teorema y luego po-
der pasar a la demos-
tracion formal.

é’;\? Ejercicio 1.30

(10 min) *Pedir opinio-
nes a los estudiantes se
puede demostrar este
teorema.

Dar tiempo suficiente.
Pasar a la pizarra un es-
tudiante para que pro-
ponga su solucidn.

Concluye: Que el bari-
centro esta situado a
razon de 2/3 de los vér-
tices del triangulo.

Solucién:

a) ED=8,
AF=21

b) JE=3
=2
El=4

Unidad | e Leccién 1 e Clase 9y 10. Baricentro 17



Unidad I. Leccion 1.

Ejercicios de la leccion
(Continda en la siguiente pagina)

Objetivo: Fortalecer los conocimientos adquiridos de

leccion.

Ejercicio 1
Solucién.
x=8
y=4

Ejercicio 2
Solucién.
Véase la pag. 32.

Ejercicio 3
Solucién.
Véase la pag. 32.

Ejercicio 4
Solucién.
Véase la pag. 33.

Ejercicio 5
Solucién.
Véase la pag. 33.

Ejercicios de la leccion

1) En la figura AABC es isésceles donde BA = BC, BE es la mediatriz de AC.
Si los segmentos tienen las longitudes indicadas, halle x, y.

2) En el AABC, las bisectrices de dos dngulos externos de ZBy ZC se
intersecan en P. Demuestre que la suma de la medida del angulo BPCy
la mitad de la medida del angulo A es igual a 90° (dngulo recto).

3) Demuestre que en todo triangulo isdsceles la bisectriz del angulo
externo opuesta a los angulos congruentes es paralela al lado desigual.

4) Demuestre que si por un punto cualquiera de la bisectriz de un angulo
se traza una paralela a uno de los lados del dngulo, el triangulo asi
formado es isdsceles. Demuestre que el triangulo MAQ es isdsceles.

5) Dos exploradores Luis y Maria estan parados a la orilla de un rio en el
punto A directamente enfrente de un arbol T que se encuentra al otro
lado del rio. Ellos marcan cierta distancia a un punto B donde Maria
permanece, sin embargo, Luis camina exactamente la misma distancia
de A a B aun punto C, luego gira y camina en direccidon opuesta al rio
hacia un punto D donde él puede ver a Maria alineada con el arbol.

A, By Cson colineales.

a) Identifique la correspondencia de pares de lados y angulos C

congruentes

b) Demuestre que AABT = ACBD

c) ¢Cémo podrian ellos usar la informacion que se tiene para
encontrar el ancho del rio?

16 Unidad | » Leccién 1 « Ejercicios de la leccion
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Objetivo: Fortalecer los conocimientos adquiridos de la Ejercicios de la leccion
leccién. (Continuacién)

Ejercicio 6
Solucion.
Véase la pag. 33.

A D
6) En la figura de la derecha AD || BC y E es el punto medio de CD. £
Demuestre que los triangulos AADE y AFCE son congruentes. . . .
Ejercicio 7
B ¢ F
C

Solucién.

Véase la pag. 33.
7) En la figura P, Q y R son puntos medios de los lados del tridngulo R P
equildtero AABC. Demuestre que el tridngulo APQR es equilatero. Ejercicio 8
A g B Solucién.

A b Véase la pag. 34.
8) En la figura los cuadrildteros ABCD y BEFC son paralelogramos. B\
E

Demuestre que el cuadrildtero AEFD también es paralelogramo.

| Ejercicio 9
Solucién.

A ’ .pe .7
. . Proposicion Justificacion
9) Se da cualquier AABC y los puntos medios de los lados, P, Q y R. Q
Demuestre que el perimetro del APQR es la mitad del perimetro del P
AABC. A c 1. P es punto | Hipdtesis

medio de AB.
r_/; Q es punto

Primero demuestra medio de AC.
que las bisectrices de R es punto

angulos opuestos del . ==
paralelogramo son pa- medio de BC.

ralelas entre si. 2. PQ= %BC

*10) éQué tipo de cuadrildtero se forma
con las bisectrices de los 4 dngulos de un
paralelogramo? Demuéstrelo.

11) Demuestre que las diagonales de un
trapecio Isdsceles son congruentes

Teorema de
PR = %AC los dos pun-
1 tos
QR = 7AB
3. Perimetro Por 3
AABC = AB +
BC+CA

Perimetro

1
ARPQ= 7 (AB
+BC+CA)

Unidad | » Leccion 1 « Ejercicios de la leccion 17
*Ejercicio 10
Solucion.

Véase la pag. 34.

Ejercicio 11
Solucion.
Véase la pag. 35.
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Ejercicios de la leccion Objetivo:  Fortalecer los conocimientos adquiridos de la
(Continuacién) leccidn.

Ejercicio 12
Soluciodn.
Véase la pa'g 36. 12) Para cada una de las siguientes opciones decide si la informacién dada A
es suficiente para concluir que AABC = AADE, si es asi demuéstrelo.
a)AB=AD; 4B= /D
b) AB = AD; BC = DE E c
Ejercicio 13 <) AB = ADy AE = AC
Solucié d)EB = CDyBC = DE
olucion. B D
EF = EH + HF s o
= l BC + lAD 13) En la figura AD || BC, AEA= EBy \/\’(/K Considere la siguiente
2 2 DF = FC. Encuen_treEongnud de E /’G/ \H\\ F propiedad, la mediana
1 1 los segmentos EF y GH. //’ \\i de un trapecio es pa-
= = (]_1) + = (5) B 11 =C ralela a sus bases y su
2 2 longitud es igual a la
16 mitad de la suma de
= — ellas.
-2
=8
EF=8
En AABCy AACD,
GH = EF —EG — HF
1 1
=8—5(5) - 5(5
L(5)- 1(5)
—g_5 _3
- 2 2
10
=8-7%
=8-5
=3
GH=3
18 Unidad | » Leccién 1 « Ejercicios de la leccion
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Soluciones de Ejercicios Leccionl

Solucidn Ejercicio 1.2.
al) LLL  a2)ALA

Pag. 4
a3) LAL

b) En la figura AE interseca a BD en C tal que AC = EC y BC = DC. Demostrar ZA = LE

Proposiciones Justificacién

1.AC = EC
2.BC=DC
3. ZDCE = /BCA
4, ADCE = ABCA

Hipodtesis
Hipotesis
Angulos opuestos por el vértice

D E

5.ZA=LE

Por 1, 2, 3 y criterio de congruencia LAL
Por 4 y ser angulos correspondientes

de tridngulos congruentes

c) En la figura ABCD es un cuadrildtero donde AB = CD; BC = DA, Demostrar AABC = ACDA

Proposicion Justificacion

1. AB = CD Hipdtesis
2.BC=DA Hipotesis
3.AC=CA Congruencia del mismo segmento

4. AABC = ACDA Por 1, 2, 3 y criterio de congruencia

LLL

A D

d) AABC isésceles (AB = AC), Dy E en los lados AB y AC respectivamente y BD = CE demostrar:

d1) BE = CD
Entre ABECy ACDB
Proposicion Justificacién
1.BD = CE Hipdtesis
2.AB = AC Hipdtesis
3./4B=/C Por 2 (AABC es isdsceles)
4.BC=BC Congruencia del mismo segmento
5. ABEC = ACDB Por 1, 3, 4 y criterio de congruencia
LAL
6.BE=CD Por 5y ser lados correspondientes

de tridngulos congruentes.

d2) F corta a BE y CD entonces BF = CF

Proposicion Justificacion

1. ABEC = ACDB
2. LEBC= £LDCB

Demostrado en proposicion 5 d1)

de tridngulos congruentes

3.BF=CF Por 2 (AFBC es isdsceles)

Por 1y ser dangulos correspondientes

(Continua en la siguiente pagina)
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e) En la figura las rectas AB y DC son paralelas, DA biseca el ZBDE y BC biseca el ZDBF
demuestre:
el) ADAB = ABCD

Proposicion Justificacién
1. DA es bisectriz de ZBDE | Hipédtesis A
2. BC es bisectriz de ZDBF | Hipotesis
3.AB || DC Hipdtesis
4. /EDA = L ADB Por 1 E= )
5. 2DBC = LCBF Por 2
6. LEDB = /DBF Por 3 (angulos alternos internos)
7.2m/ADB =2m/DBC Por4,5y6
8. m/ADB =m/DBC Dividiendo en paso 7 entre 2
9. LADB = /DBC Por 8
10. /DBA = /CDB Por 3 (angulos alternos internos)
11.BD = BD Congruencia del mismo segmento
12. ADAB = ABCD Por 9, 10, 11 y criterio de congruencia ALA
e2) AD || BC
Proposicion Justificacion
AD || BC Por paso 9 de el) y condicidén de

paralelismo (angulos alternos internos)
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Solucion Ejercicio 1.4. P&g.5

En el cuadrilatero ABCD, AD = BC y AB=DC , Demostrar:
a) AABC = ACDA

Proposicion Justificacion A | 5
1.AD=BC; AB=CD | Hipotesis M
2.AD = BC Por 1
3.AB=CD Por 1
4.AC=CA Congruencia del mismo segmento
5. AABC = ACDA Por 2, 3, 4y criterio de B I ¢

congruencia LLL
b) AD || BCyAB || DC

Proposicion Justificacién
1. ZBAC = £DCA Por a) y ser dngulos correspondientes de tridngulos congruentes
2.AB || DC Por 1y condicién de paralelismo
3. ZBCA = £LDAC Por a) y ser dngulos correspondientes de tridngulos congruentes
4.AD || BC Por 3 y condicidn de paralelismo

Solucion Ejercicio 1.5. Pag.6
Demuestre las condiciones:
al) Demostrar la condicion c)
Proposiciones Justificacién
1.m/A+m/B+m/BCD+m/CDA Suma de los angulos internos de un cuadrilatero
=360°
2.mLA=m/BCDym/B=m/CDA Hipotesis F
3.2m/B + 2m/BCD=360° Porily?2 A D
4. m/B+m/BCD=180° Dividiendo
en paso 3 entre 2
5. m/BCD + m/DCE = 180° Angulos adyacentes .
6. m/B=m/DCE Por4ys B c ¢
7.AB || DC Por 6 y condicién de paralelismo
8.2m/BCD + 2m/.CDA = 360° Porly?2
9. m/BCD + m/CDA =180° Dividiendo en paso 8 entre 2
10. m/ CDA + m/ADF = 180° Angulos adyacentes
11. m£BCD = m£ADF Por9y 10
12.BC || AD Por 11 y condicidn de paralelismo
13. ABCD es un paralelogramo Por 7, 12 y definicién de paralelogramo

(Continua en la siguiente pagina)

Unidad | ® Leccién 1 * Soluciones 23



Solucion Ejercicio 1.5.

(Continuacion)

a2) Demostrar la condicion d)
Sea O el punto medio de las diagonales ACy BD

Proposiciones Justificacion A D
1. A0 =CO Hipotesis
2.BO=DO Hipotesis >
3. ZAOD = 2COB Angulos opuestos por el vértice
4. /AOB = /COD Angulos opuestos por el vértice
5. AAOD = ACOB Por 1, 2, 3 y criterio de congruencia LAL
6. AAOB = ACOD Por 1, 2, 4 y criterio de congruencia LAL B C
7. ZADO = ~CBO Por 5y ser angulos correspondientes de triangulos congruentes
8. ZABO = /CDO Por 6 y ser angulos correspondientes de triangulos congruentes
9.AD || BC Por 7 y condicién de paralelismo
10. AB || DC Por 8 y condicién de paralelismo
11. ABCD es un Por 9, 10 y definicién de paralelogramo

paralelogramo

a3) Demostrando la condicién e)

Proposiciones

Justificacion

1.m/ZA+m/B=180°
2.m/B+m/C=180°
3. mLA=m/LC

4. m/C+m/D=180°
5.m/B=m/D

6. ABCD es un

paralelogramo

Hipodtesis

A D
Hipotesis
lgualando 1y 2
Hipotesis
lgualando 2y 4
B C

Por 3, 5y condicién c)

b) Ey F en la diagonal BD del paralelogramo ABCD y distan lo mismo de los vértices B y D. Demuestre
que el cuadrilatero AECF es un paralelogramo

Proposiciones

Justificacion

1.EB=FD
2.AB || DC; AD || BC

En el AABE y ACDF

3. LABE = LCDF
4.AB=CD
5. AABE = ACDF

En el ABECy ADFA

24

6.BC = DA

7. LEBC= LFDA

8. ABEC = ADFA

9. AE = CF

10. CE = AF

11. AECF es un
paralelogramo

Hipotesis
Hipotesis A D

Por 2 (angulos alternos internos)
Hipotesis
Por 1, 3, 4y criterio de congruencia LAL

Hipotesis B C
Por 2 (dngulos alternos internos)
Por 1, 6, 7 y criterio de congruencia LAL
Por 5 vy ser lados correspondientes de tridngulos congruentes
Por 8 y ser lados correspondientes de tridngulos congruentes
Por 9, 10 y condiciépn de paralelogramo
(Continua en la siguiente pagina)
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Solucion Ejercicio 1.5.  (Continuacién)

c) Los puntos E, F, Gy H son puntos de los lados AB, BC, CD y DA del paralelogramo ABCD de modo que
AE = CG y BF = DH. Demuestre que EFGH es un paralelogramo

Proposiciones Justificacion
1. AE = CG HipGtesis A H D
2.BF=DH Hipotesis
En el AEBF y AGDH
3.4B= /D ABCD es un paralelogramo E G
4, AB=CD ABCD es un paralelogramo
5.AB=AE+EB Suma de longitudes
6.DC=CG+GD Suma de longitudes B F
7.EB=GD Por1,4,5,6
8. AEBF = AGDH Por 2, 3, 7 y criterio de congruencia LAL
9.EF=GH Por 8 y ser lados correspondientes de triangulos congruentes
En el AEAH y AGCF
10. ZA=/C ABCD es un paralelogramo
11. DA=BC ABCD es un paralelogramo
12. DA=DH + HA Suma de longitudes
13.BC=BF + FC Suma de longitudes
14. HA = FC Por2,11,12,13
15. AEAH = AGCF Por 1, 10,14 y criterio de congruencia LAL
16. EH = GF Por 15 y ser lados correspondientes de tridngulos congruentes
17. EFGH es un Por 9, 16 y condicién de paralelogramo

Solucion Ejercicio 1.6. Pag.7
Demuestre que un cuadrildtero cuya diagonal son congruentes y se cortan en el punto medio, es un
rectangulo.

Proposiciones Justificacion

1.PA=PB=PC=PD Hipotesis
2. APAB, APBC, APCD, APDA
son triéngulos

3. ZAPD = /CPB, ZAPB = /CPD Angulos opuestos por el vértice |
4. APAD = APCB, APAB = APCD Por 1, 3 y criterio de congruencia LAL|
5. m/PAD =m/PDA|=jm£PCB|=jm£PBCly ||Por2,4|

m/PAB = m/ PBA|=[m/ PCD|=|m/PDC|

6. m/DAB =m/ABC =m/BCD Por 5y (suma de los angulos internos
=m/.CDA =90° de cuadrilatero) + 4
7. ABCD es un rectangulo | Por 6 y definicidpn de rectangulo
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Solucidn Ejercicio 1.7.

a) Demostrar que, si en un cuadrildtero las diagonales son perpendiculares, congruentes y se cortan

Pag. 7

en el punto medio, entonces este es un cuadrado

b) Demuestre que el cuadrilatero cuyas diagonales son perpendiculares y se cortan en el punto medio
es un rombo (Sea O el punto medio de las diagonales ACy BD)

Proposiciones Justificacién A
Sea O el punto medio de las
diagonales ACy BD,
1.AC_LBD Hipébtesis 0
2. m£LAOB=m/BOC=m/COD Por 1 B [ ]

=m/DOA =90°
3.A0=BO=CO=DO Hipotesis
4. AAOB = ABOC = ACOD = ADOA Por 2, 3 y criterio de congruencia LAL ¢
5.AB = BC=CD = DA Por 4 y ser lados correspondientes

de tridngulos congruentes

6. LABO = /BAO Por 3 (AOAB es isdsceles)

. m/ZABO = m/BAO = 45°

.m/ABO + m/0OBC = 45° + 45° =90°

9.m/ABC=m/ABO + m/OBC

10. m£ABC =90°
Haciendo un analisis similar se
concluye que m/ZABC = m/BCD
=m/CDA =m/DAB =90°

11. ABCD es cuadrado

00

Proposiciones

Por 2,6

Por 4,7

Adicion de dngulos
Por8y9

Por 5, 10 y definicién de cuadrado

Solucidn Ejercicio 1.9.

1.A0 = CO

2.BO=DO

3.AC L BD

4. L/AOB= LAOD = /COB = LCOD
5. AAOB = AAOD = ACOB = ACOD
6. AB=AD=CB=CD

7. ABCD es un rombo

Pag. 8

Justificacion
Hipotesis
Hipotesis
Hipotesis
Por 3
Por 1, 2, 4 y criterio de congruencia LAL
Por 5y ser lados correspondientes C

de tridngulos congruentes
Por 6 y definiciéon de rombo

AB =8, m/BAQ =58°

Estos resultados se obtuvieron de la siguiente manera:

26

R
B _ 1
AB= 5

_ 1 _

£ Q AB = 3 (16) =

RP aplicando el teorema de los dos puntos.

8. PR || AB por lo que m/BAQ = 58° por ser angulos

correspondientes con ZP.
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Solucion Ejercicio 1.10. P&g.9

Proposicion Justificacion

1. E, F, Gy H son puntos medios de | Hipdtesis

AB, BC, CD y DA respectivamente
2. En AABD, EH || BD |Teorema de los dos puntos|
3.En ABCD, Teorema de los dos puntos
4.EH || FG lgualando 2y 3.
5. En AACD, HG || AC |Teorema de los dos puntos|
6.[En AABC, EF || AC | Teorema de los dos puntos
7.HG || EF Igualando 5y 6.
8. EFGH es un paralelogramo |Por 4, 7 y definicion de paralelogramo |

Solucion Ejercicio 1.11. Pag.9

(También se puede demostrar basandose en la condicién de pares de lados congruentes de un parale-
logramo, pero se sugiere utilizar el teorema de los dos puntos porque la demostracién es mds sencilla
y es el teorema que se estd abordando en ésta clase)

Proposicion Justificacién

1. AB=DC Hipotesis A E D
2. E, Fy G son puntos medios de Hipotesis
AD, BC y AC respectivamente

3. En AABC, FG = % AB Teorema de los dos puntos g

4. En AACD, EG = % DC Teorema de los dos puntos F
5.FG=EG Porl,3vy4

6. AEFG es isOsceles Por 5

Solucidn Ejercicio 1.13.  Pag. 10
a) Si D es el punto medio de BCy AD L BC, demuestre que el AABC es isdsceles.

Proposicion Justificacion B
1. D es punto medio de BC; AD L BC Hipdtesis
2. AD es la mediatriz del BC Por 1 ALy
3.AB=AC Propiedad de la mediatriz
4. AABC es isésceles Por 3
C
b) En la figura, M estd en el GK. GE = KE, GM = KM y H esta en la recta EM. Demostrar que: GH = KH.
Proposicion Justificacién
1. GE=KEy GM = KM Hipotesis G
2. Hestd en larecta EM Hipotesis
3.EM=EM Congruencia del mismo segmento _ M ;
4. AGEM = AKEM Por 1, 3 y citerio de congruencia LLL - s
5. m/GME = m/KME =90° | Por 4y ser angulos correspondientes de
triangulos congruentes y adyacentes K
6. MH es la mediatrizde GK | Por1, 5
7. GH = HK Propiedad de la mediatriz
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Solucion Ejercicio 1.15.  P&g. 10

Demuestre el teorema anterior (Teorema 1.6) considerando a P como punto de interseccién de las
rectas €,y €;aplicando la propiedad de la mediatriz debe concluir que P esta en la recta €5y PA=PB =PC.
Sean los puntos Py E la interseccién de AB y £,, ACy €, respectivamente.
Proposicion Justificacion
1. 2, es mediatriz de AB en el Hipdtesis
puntoD > AD=BDy
m/.ADP = m/BDP = 90°

2.2, es mediatriz de AC en Hipotesis
el puntoE > AE=CEy

m/AEP = m/CEP =90°

3.8,y €, seintersecanen P Hipotesis

4.DP = DP Congruencia del mismo segmento

5. ADPA = ADPB Por 1, 4 y criterio de congruencia LAL

6. PA=PB Por 5y ser lados correspondientes de tridngulos congruentes
7.PE=PE Congruencia del mismo segmento

8. AAEP = ACEP Por 2, 7 y criterio de congruencia LAL

9. PA=PC Por 8 y ser lados correspondientes de tridngulos congruentes
10. PB=PC Poréy9

11. P estd en la recta €; Por 10 e hipdtesis (83 es la mediatriz del BC) y propiedad

de la mediatriz
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Solucion Ejercicio 1.19.

Pag. 12

Se deja la demostracién del teorema 1.7

En AABC, por cada vértice se trazd una paralela al lado opuesto, formando el ADEF.
Demuestre que las mediatrices de los lados del ADEF son las tres alturas del AABC.
Utilice las condiciones de paralelogramo y el teorema de concurrencia de las mediatrices.

Proposicion

Justificacion

8.

9.

. El cuadrilatero ADCB

es un paralelogramo.

.AD =BC
. El cuadrilatero EACB

es un paralelogramo.

.EA=BC
. A es el punto medio de DE.
. By Cson los puntos medios

de EF y FD respectivamente.

. Las perpendiculares a los DE, EF

y FD son perpendiculares a las
CB, AC y BA respectivamente.
Las mediatrices del ADEF
contienen las alturas del AABC.
Las mediatrices del ADEF se
intersecan en un punto.

10. Las tres alturas del AABC son

Solucion Ejercicio 1.21.

concurrentes en un punto.

Pag. 12

Por construccion E B F

Por 1
Por construccion A C

Por 3
Por2y4 D
Mismoquela5

El

B, EF ||

CyFD || BA

Por5,6y7
Teorema de concurrencia de las mediatrices

Por8y9

Demuestre el otro sentido del teorema: Si rayo BP es la bisectriz del ZABC, entonces Ky L equidistan de P

Proposicion

Justificacion

1. Rayo BP es la bisectriz del ZABC
2. /PBK = /PBL

3. m/PKB =m/PLB =90°

4.BP =BP

5. ABPK = ABPL

6. PK=PL

Solucidn Ejercicio 1.23.

Pag. 13

Hipotesis

Paso 1

Por PK L BKy PL L BP

Congruencia del mismo segmento

Por 2, 3, 4 y criterio de congruencia hipotenusa - angulo
de tridngulos rectangulos

Por 5y ser angulos correspondientes de tridngulos

congruentes.

Complete la demostracidn del teorema de concurrencia de las bisectrices de un triangulo.

Proposicion

Justificacion

1.

Rayo Al es la bisectriz del ZBAC

2.|Rayo Cl|es la bisectriz del ZBCA

3.
4.
5.

£ equidista de AB y AC
£ equidista de ACy BC
£ equidista de ABy BC

6.[Rayo Blles la bisectriz del

Hipodtesis

Hipodtesis

Por 1y propiedad de bisectriz
Por 2 y|propiedad de la bisectriz |
Por 3, 4 y propiedad transitiva
Por 5y propiedad de la bisectriz

29
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Solucion Ejercicio 1.24. P&g. 13

Utilizando la construccién empleada en el ejercicio 1.22, trace la circunferencia de centro | con radio PI.
Los segmentos IP, 1Q, IR son perpendicular a BC, CA, AB respectivamente. Ademas, P, Q, R estan en el
segmento BC, CA, AB respectivamente.

Solucidn Ejercicio 1.27. Pag. 14

Complete la demostracion. Considere en AABC las bisectrices BE y CE de los angulos exteriores ZPBCy
/. QCB respectivamente y PE L AP, RE L BC, QE L AQ. Demuestre que rayo AE es la bisectriz de ZBAC.

Proposicion

Justificacion

1. Rayo BE es la bisectriz del ZPBC
2.|Rayo CE|es la bisectriz del ZBCQ

3.PE L AP, RE L BC,QE L AQ
4. PE=RE
5.RE=QE

6. PE=QE

Hipotesis

Por 1, 3y propiedad de bisectriz

Por 2, 3y propiedad de bisectriz A
[Por 4, 5y transitividad |

7.|Rayo AEles la bisectriz del[ZBAC] | [Por 6 y propiedad de bisectriz de un angulo]

Solucidn Ejercicio 1.28. Pag. 16

a) se omite la solucion

b) Proposicion Justificacion B
1. AD es mediana del AABC | Hipotesis
2.AD L BC Hipdtesis
3.m/ADB = m/ADC=90° | Por2 D
4.DB = DC Por 1 A
5.AD = AD Congruencia del mismo segmento
6. AADB = AADC Por 3, 4, 5y criterio de congruencia LAL ¢
7.AB = AC, ZBAD = £CAD | Por 6y serladosy angulos correspondientes de tridngulos congruentes
8. AABC es isosceles, AD Por 7
biseca a ZBAC
B
c) Proposicion Justificacion
1. AABC es isdsceles (AB = AC) Hipdtesis
2. AD es mediana de AABC Hipdtesis D
al BC A
3.AB = AC Por 1
4. /B=/C Por 1 C
5.BD = CD Por 2
6. AABD = AACD Por 3, 4, 5y criterio de congruencia LAL
7. ZBDA = /CDA Por 6 y ser angulos correspondientes de triangulos congruentes
8. m/BDA + m/CDA = 180° Angulos adyacentes
9.2m/BDA =180° m/BDA=90° | Por7y8

10. AD L BC
11. LBAD = LCAD
12. AD biseca a ZBAC

30 Unidad | ® Leccién 1 e Soluciones
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Solucioén Ejercicio 1.28.

Sea ABC es isdsceles (AB = AC)

d)

Solucioén Ejercicio 1.29.

Proposicion

(Continuacion)

Justificacion

1. BD y CE son medianas del AABC
2.AB = AC
. E es punto medio de AB
D es punto medio de AC
.AE=EB=AD=DC
A= LA
. AABD = AACE
CE

Nouhs w

gl
O
i

Proposicion

Hipotesis
Hipotesis
Por 1

Por2y3
Congruencia del mismo angulo
Por 2, 4, 5y criterio de congruencia LAL

Por 6 y ser lados correspondientes D
de tridngulos congruentes A

Justificacion

1. AABC = ADEF

2. AL es mediana de BC en AABC
DR es mediana a EF en ADEF

3.AB = DE, AC = DF

4. L es punto medio de BC
R es punto medio de FE

5.BL=ER

6./B=/LE

7. AABL = ADER

8. AL= ER

Pag. 16
Proposicion

Hipotesis
Hinotesi F
ipGtesis

c Ng R
Por 1y ser lados correspondientes E
de tridngulos congruentes

Por 2

Por 3

Por 1y ser angulos correspondientes de triangulos congruentes
Por 3, 5, 6 y criterio de congruencia LAL

Por 7 y ser lados correspondientes de tridngulos congruentes

Justificacion

1. AD, BE y CF son medianas del AABC
. G es el baricentro

N

3. Sea R un punto en el rayo AD
de manera que GD = DR

4.DB = DC

5. BGCR es un paralelogramo

6.BR || GC

7.BR || FG

8. F es punto medio de AB

Entre AAFG y AABR

9. LAFG = LABR, ZAGF = ZARB
10. AAFG ~ AABR
11. G es punto medio de AR

12.GF = 5 BR
13.GF= 3 GC
14.GE= 3GBy GD= 3 GA
15.GA=2GD

GC=2GFoGB=2GE
16. AG:GD = 2:1, BG:GF = 2:1, CG:GF = 2:1

Hipdtesis
Hipotesis
Construccion

Por 1

Por 3, 4 y condicion de paralelogramo
Por 5, definicion de paralelogramo
Por 6 y FG esté en la recta FC

Por 1

Por 7 y condicion de paralelismo (angulos correspondientes)
Por9
Por 8, 10 y ser lados correspondientes de triangulos semejantes

Teorema de los puntos
Por6y 12
Igual manera hasta 13

Por13y 14

Por 15
31
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Solucionario Leccion 1 - Ejercicios de la Leccion

2) En el AABC, las bisectrices de dos angulos externos de ZBy ZC se intersecan en P. Demuestre que la
suma de la medida del angulo BPC y la mitad de la medida del angulo A es igual a 90° (dngulo recto).

Proposicion Justificacién

1. Sea rayo CP es la bisectriz de ZMCBy BP | Hipdtesis
es la bisectriz de ZCBN

2. m/ZA+m/B+m/C=180° Suma de angulos internos de un triangulo
3. m/PCB= % Por 1

4. m/CBP = @ Por 1

5. m/MCB=m/ZA+m/B Angulo externo

m/ZCBN=m/ZA+m/C
Por 3, 4 y suma de las medidas de los an-

6. még/ICB + mLZCBN +mZBPC =180° gulos internos del ACPB
7. m4A‘2|'m43 + méA;mLC +m/BPC =180° | Sustituyendo 5en 6 M
8 mLA+mLB+mLA+m/LC+2m/LBPC Multiplicando por 2
=360° C P
9. 180° + m/ZA + 2m/BPC = 360° Sustituyendo 2 en 8
10. m£ZA + 2m/BPC = 180° Operando en 9
11. 5 m/LA+m/BPC=90° Dividiendo entre 2~ A z N

3) Demuestre que en todo triangulo isdsceles la bisectriz del angulo externo opuesta a los angulos
congruentes es paralela al lado desigual.

Proposicion Justificacién
1. Sea AABCisdsceles (CA =CB) | Hipotesis
2. /A= /B Por 1
3. CE es la bisectriz del angulo | Hipotesis D
externo £BCD
4. m/A=m/B Por 2
5. m/DCE = m/ECB Por 3 C £
6. m/DCB =m/DCE +m/ECB | Por 3,5
=2m/DCE
7. m/{DCB=m/A+m/B Por 4 y angulo externo de un tridngulo
=2m/A
8. 2m/LDCE =2m/LA lgualando 6y 7
9. m/£DCE=m/LA Dividiendo entre 2
10.CE || AB Por 9 y condicién de paralelismo A¢ *B
(angulos correspondientes)
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4) Demostraremos primero que las bisectrices de dngulos opuestos son paralelas.

Proposicion

Justificacion

1. AP es la bisectriz de ZBAC | Hipdtesis B b
2. m£ZMAQ = m£ZQAC Por 1
3. MN es paralela al lado AC Hipétesis M Q
4. /QAC= LAQM Por 3 y dngulos alternos internos N
5. ZMAQ = LAQM lgualando 2y 4
6. AAQM es isdsceles Por 5 A C
5) a) AB = CB por construccidony ZA = /£ C ambos son rectos. T
b) Proposicion Justificacion
1. AB=CB Construccién c
2. LZA=/C Ambos son rectos (Por situacién) B A

3. LABT = £CBD
4. AABT = ACBD

Angulos opuestos por el vértice
Por 1, 2, 3, y criterio de congruen-
cia ALA D

c) Como los triangulos AABT y ACBD son congruentes significa que TA = DC por lo tanto basta con
medir la distancia DC y se conocera el ancho del rio.

6)
Proposicion Justificacion A D
1. AD || BC Hipdtesis
2. E es el punto medio de CD. | Hipdtesis E
3. DE=CE Por 2
4, /ADE = /FCE Por 1y angulos alternos internos B C F
5. ZAED = ZFEC Angulos opuestos por el vértice
6 . AADE = AFCE Por 3, 4, 5y criterios de congruencia ALA
7)
Proposicion Justificacion C
1. AABC es equilatero Hipodtesis
2. LA=/B= LC Por 1
3. PQy R son punto medio de | Hipdtesis R p
BC, ABy CA respectivamente
4, AB=BC=CA Por 1
5. AQ=BQ,BP=CP,CR=AR Por 3 . .
6. AQ=BQ=BP=CP=CR=|Pordy5 A —a B
AR
7. AAQR = ABPQ = ACRP Por 2, 6 y criterio de congruencia LAL
8. RQ= QP = PR Por 7 y ser lados corresppondientes de triangulos congruentes
9. APQR es equilatero Por 8
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8)

Proposicion Justificacion
1. AD = BC, AD || BC ABCD es un paralelogramo
2. BC=EF, BC || EF BECF es un paralelogramo
3. AD = EF, AD || EF Porly?2
4. AEFD es un paralelogramo Por 3 y condicién de paralelogramo

10) * Demostraremos primero que las bisectrices de angulos opuestos son paralelas.

Proposicion Justificacion
1. m/ABC=m/ADC Propiedad de paralelogramo
2. m/ABC = 2m/ EBF Definicién de bisectriz A E D
3. m£ADC = 2m/EDF Definicién de bisectriz
4, 2m/EBF = 2m/LEDF Porlyseiguala2y3
5. ZLEBF = LEDF Dividiendo entre 2 B : C
6. LEDF = /DFC AD || BCy angulos alternos internos
7. LEBF = /DFC lgualando 5y 6
8. BE || DF Por 7 y condicién de paralelismo
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* Luego demostrar que el cuadrilatero que se forma con las bisectrices de los dngulos de un paralelogra-

mo

es un rectangulo.

Proposicion

Justificacion

LN R WNE

R R R R R R R
NOoOUDdWNRO

11)

BE || FD

AG || HC
m/ADC=2m/CDQ
m/BCD =2m/DCQ
m/ADC + m/BCD = 180°
2m/CDQ +2m/DCQ = 180°
m/.CDQ +m/DCQ =90°

m/.CDQ+ m/DCQ+m/CQD = 180°

m/.CQD = 90°

.m/ZPQR =90°
.OR || PQyOP || RQ

. OPQR es un paralelogramo
.m/PQR +m/QRO = 180°

. mZQRO =90°

. mZROP =90°

.m/OPR =90°

. OPQR es un rectangulo

Por lo demostrado anteriormente
(De igual manera)

Hipotesis (bisectriz)
Hipotesis (bisectriz)

ABCD es un paralelogramo
Sustituyendo3y4enb5
Dividiendo entre 2

Suma de los dngulos internos
Sustituyendo 7 en 8

Angulos opuestos por el vértice

Porly?2

Por 11 (definicidn de paralelogramo)

Por 12 (propiedad de paralelogramo)
Sustituyendo 10 en 13

Por 10 y dngulos opuestos del paralelogramo OPQR
Por 14 y dngulos opuestos del paralelogramo OPQR
Por 10, 14,15y 16

Proposicion Justificacidn

Entre AADCy ABCD A B

1. AD = BC Hipotesis (trapecio isdsceles)

2. LADC = £LBCD Por ser trapecio isdsceles

3. DC=CD Congruencia del mismo segmento

4. AADC = ABCD Por 1, 2, 3 y criterio de D C
congruencia LAL

5. AC=BD Por 4 y ser lados correspondientes
de tridngulos congruentes
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12) a) Proposicién Justificacién
1. AB= AD Hipdtesis
2. /B=/D Hipdtesis E C

3. /BAC = LDAE
4. AABC = AADE

Congruencia del mismo angulo
Por 1, 2, 3y criterio de congruen-
cia ALA

b) No hay suficiente informacién para determinar la congruencia de AABC = AADE.

c)

Proposicion

Justificacion

Hipotesis

Hipotesis

Congruencia del mismo angulo

Por 1, 2, 3 y criterio de congruencia LAL

d) Sea G interseccién de BCy DE

Proposicion

Justificacion

36
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w)

BC = DE
Trazar el segmento EC
EC=CE

ouhswWwNPE

Hipotesis

Hipotesis

Por construccion

Congruencia del mismo segmento

AEBC = ACDE Por 1, 2, 4 y criterio de congruencia LLL
/ABC= /ADE Por 5y ser angulos correspondientes de
triangulos congruentes A
7. LECB= LCED Por 5y ser dangulos correspondientes de
triangulos congruentes
8. Trazar BD Por construccion
9. GC=GE Por 7 E C
10. BC=BG + GC, DE = DG + GE | Suma de segmentos
11.BG=DG Por 10 G
12. /GBD = ~GDB Por 11 y ABGD isdsceles
13. m/ABD =m/ABC+m/GBD | Suma de angulos B D

14. m/ ADB = m/ADE + m/GDB | Suma de angulos

15. m£ABD =m/ADB
16. AB = AD

17. ZBAC = /DAE
18. AABC = AADE

Por6,12,13, 14

Por 15 y AABD isdsceles

Congruncia del mismo angulo

Por 6, 16, 17 y criterio de congruencia ALA
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Objetivo:

de triangulos.

[A] Entender la definicidn y criterio de la semejanza

[B] Encontrar la medida del lado del triangulo

usando semejanza.

Evaluacion: [A] Ejercicio 2.1

[B] Ejercicio 2.2 a) y b)

Leccion 2. Semejanza de Triangulos
Clase 1. Criterios de semejanza de triangulos

Definicién de semejanza

Se dice que dos figuras son se-
mejantes, cuando se pueden
colocar en la posicion como
muestra la Fig. 2.1 donde

OA'" _ 0oB' _ OC

OA = OB ~ OC
A este valor se le denomina
razén de semejanza entre los triangulos A’'B’C’ y ABC.

Fig. 2.1 Tl

En el caso de los tridngulos se tiene la siguiente definicién de semejanza:

-
Los AABCy AA'B’C’  son semejantes cuando

- B O miA=mLN,mLB=mLB,
mLC=msC

-~
A'B' _B'C' _CA' — . .
El valor de “AB " BC T CA coincide con la razén de semejanza
entre los triangulos A'B'C’ y ABC.

Para confirmar la semejanza de tridngulos, no es necesario verificar todas
las condiciones

........................................................................................

¢ y diga la condicién de semejanza:

ia) b) ) d)
H 4 i H
i 30° N H
2 £~ s
fe) f) g
: 3 ! 2 :
; 70 ;
T H
i &% 15 H

.

........................................................................................

\
H '—@-’ Ejemplo 2.1. Encuentre las parejas de tridngulos que son semejantes

[A]
- '
Se puede dar la vuelta
a una de estas figuras.
Cada punto de las dos
figuras se corresponde
como los puntos Ay A,
etc.

&
Se denota la semejanza
con el signo “~”,
AABC ~ AA'B'C’

&
En 9no. grado se apren-
di6 el criterio de seme-
janza de tridngulos.

Unidad Il » Leccion 2 » Clase 1. Criterios de semejanza de triangulos 19

Unidad I. Leccion 2.
Clase 1

(Continua en la siguiente pagina)

[A] (10 min)

El docente solo puede
decir

“Ser semejantes quie-
re decir tener la misma
forma”, en vez de dar la
definicion general.

Sin embargo, hay que
dar la definicidon exac-
ta de la semejanza de
triangulos.

‘:@} Ejemplo 2.1
(8 min)
Solucién:

Parejas de | Criterio de
tridngulos | semejanza

a)yg) LLL
b)y d) LAL
cye) AA
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Clase 1

(Continuacion)

Criterio de la semejan-
za de tridangulos
(7 min)

::}‘? Ejercicio 2.1

(7 min) Solucion

AABC ~ AACD, porque
/BAC= /CADYy
m/.BCA =90°
=m/LCDA,

(Criterio de semejanza
AA)

AACD ~ ACBD, porque
m/.ACD =90° —m/DAC
=m/DBCy m/CDA
=90° =m4/BDC,
(Criterio de semejanza
AA)

':@:' Ejemplo 2.2
(7 min)

2’;\? Ejercicio 2.2
(6 min) Solucion

x _ 4
a) 375, %Y=

4

2

¢) ABAC ~ ABCD
(Criterio de semejanza
AA)

x+2 _3 __5
3 ~2/Y'7T72

Hay mas ejercicios del
mismo nivel en Ejerci-
cios de la Leccion.

Objetivo: Fortalecer los conocimientos adquiridos de la

leccion.

.......................................................................................

Criterio de semejanza de triangulos:

Dos tridngulos son semejantes cuando cumplen una de las siguien-
tes condiciones:
a) Dos pares de lados son proporcionales y los angulos comprendi-

dos entre estos lados tienen la misma medida (LAL). B B
b) Dos pares de dngulos tienen la misma medida (AA).
: A'B' _ B'C'
c) Los tres lados son proporcionales (LLL). AB = BC
.............................................................................. 5 R m/B=miLB (LAL)
E; 2.1.
<% Ejercicio D mLA=mLR,

Demuestre que AABC ~ AACD ~ ACBD K
mLB=m/LB’ (AA)

AB' _ B'C' _ CA'

I' o
: ‘@" Ejemplo 2.2. Encuentre los valores de x H (LLL)

N

50°\ 3
£60°

Z

i Solucién: En los dos triangulos hay dos pares de angulos iguales, por lo
{ tanto son semejantes, asi que se tiene que

3=7 x=70)= % (Respuesta)

......................................................................................

:}\52 Ejercicio 2.2. Encuentre el valor de x.

a) 3 X
0° 30° 50° 30°

5 4

b)
2
700
X /BAC = £BCD
3
30°
N0° 80N
v 4
20 Unidad Il » Leccion 2 » Clase 1. Criterios de semejanza de triangulos
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Objetivo:

y la de drea.

Evaluacion: Ejercicio 2.3

[A] Entender larelacién entre larazén de semejanza

Clase 2. Semejanza y razon de area

{4 Ejemplo 2.3.En (1) y (2):
; a) Encuentre la razén de semejanza entre la figura de la derecha y la de Ia
izquierda.
b) Encuentre la razdn de drea entre la figura de la derechayladela |qu|erda
¢ ¢) ¢Qué observa?

f @)

2 4 6
H 2 3
30° 30°
1 2 6 9
: i5n: 2 _ 6_3
H Solucién: a) (1) 1 =2 (2) 773
1 H
5(9)3) 9\/3 32 9
b)(1) Z —(2)=4 (2 =(5)N2)=(3) =7 i
S=(%)=a o) (§N3)=(37=32 i
c) ( La razén de &rea = (La razén de semejanza)? .]
i La relacién de arriba se aplica a cualquier figura. '

........................................................................................

3;\% Ejercicio 2.3. Encuentre la razon de drea entre la figura de la derecha
y la de la izquierda. En cada caso las dos figuras son semejantes.

a) H 4 g 9
u; 0O 2 6
1 9
O 5 OO 4 | 6
60° O Ae0° O

b) e)

4

2

70° 70°

6 3 3 5
o D

50°

3

130°

En (2) si kes larazén de

semejanza,
-9_6
"6 4

9=06k; 6=4k; 3=2k

El drea del tridngulo de
derecho

1 1
= 5 (9)(3) = 5 (6k)(2K)

= (El de izquierdo) x (k?)

Es porque se puede

evaluar el area por con-

junto de cuadrados con
cualquier exactitud.

ATTY

Unidad II » Leccion 2 » Clase 2. Semejanza y razén de area 21

Unidad I. Leccion 2.
Clase 2

(Continua en la siguiente pagina)

@ Ejemplo 2.3

(30 min)

El punto es: la medida
de area es el producto
de dos medidas de lon-
gitud, por lo tanto, la
razén de area = (la ra-
z6n de longitud)? don-
de la razén de longitud
es la razon de semejan-
za.

%
& Ejercicio 2.3
(15 min) Solucién

) (2 -

o (3 -3
)(37-%
(33
)(37-%

No es necesario encon-
trar el area.
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Unidad I. Leccion 2.

Clase 3

(Continda en la siguiente pagina)

@ Ejemplo 2.4
(30 min)

El punto es: la medida
de volumen es el pro-
ducto de tres medidas
de longitud, por lo tan-
to, la razéon de volumen
= (la razdén de longitud)3
donde la razén de longi-
tud es la razdon de seme-
janza.

o/ O
Q‘}‘g Ejercicio 2.4
(15 min) Solucién

)0 (3) =

w
()]
2

=27

b) (1)

N
[EEN
[e)]

c
Wl N ws

S~——— \—: S———
Il
D

(
(

Objetivo:

Entender la relacidn entre la razén de semejanza,

la de volumen y la de drea de superficie.

Evaluacion: Ejercicio 2.4

Clase 3. Semejanza y razon de volumen y area de superficie

.......................................................................................

* Ejemplo 2.4.
Encuentre las siguientes razones entre el paralelepipedo rectangulardela :
derechay el de la izquierda, :
:a) De semejanza

i b) De volumen

c) Del drea de superficie 4
6|
8
i Solucién: a) 8= % -4
8(4)(6) _ 8(4\(6)_5_

b) 42)(3) = 23)N5)=2=8

c) Larazdn de area de cada cara = (La razén de semejanza)>=22=4
H Por lo tanto, la razén de drea de superficie es 4 H

.......................................................................................

.......................................................................................

/ \
M . n . .
H { La razén de volumen = (la razén de semejanza)? H

La razén de area de superficie = (La razén de semejanza)?

2;‘{2 Ejercicio 2.4.

a) Encuentre la razén de volumen entre el sélido de la derecha y el de la
izquierda.

b) Encuentre la razén del area de superficie entre el sélido de la derecha
y el de la izquierda.

En cada caso los sélidos son semejantes

(1

i
A I
|
! |
|
- P\ 3 L\ 4
! |
I
i } !
S I S ! |
! . ‘ 1
bodoo . ‘ |
s s I
. 4 | |
s ’ L
s L
2 4
22 Unidad Il » Leccion 2 » Clase 3. Semejanza y razén de volumen y érea de superficie

El volumen del parale-
lepipedo rectangular es
(largo) x (ancho) x (al-
tura)
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Objetivo: Fortalecer los conocimientos adquiridos de la
leccion.

Ejercicios de la leccion

1) En la figura AB || PQ. Clase 1

a) Demuestre que AOAB ~ AOQP.
b) Encuentre el valor de x.

2) Enlafigura X

Q Clase 1
a) Demuestre que AOAB ~ AOQP. 3 4

b) Encuentre el valor de x. 8 6

A 12 B

3) En cada uno de los dibujos, indique los triangulos semejantes y el
criterio de semejanza utilizado.
Clase 1

Unidad | * Leccidn 2 » Ejercicios de la leccion
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Unidad I. Leccidn 2.
Ejercicios de la leccion

Solucion

1)

a) LOAB= /Z0QPy
/0OBA = L0OPQ,
porque AB || PQ.

Como dos angulos co-

rrespondientes son con-

gruentes, AOAB ~ AOQP.

x _2 _6
b) 3=5, x=7
2)

OA_ 8 6 OB

/AOB = £QOP, porque
son angulos opuestos
por el vértice.

Como las razones de
dos pares de lados son
iguales y los angulos
comprendidos son con-
gruentes, AOAB ~ AOQP.

x _4 _
b) 17=g ¥=°6

3)

a) AABC ~ AAED
Criterio de semejan-
za AA

b) ACDE ~ ACAB
Criterio de semejan-
za LAL

c¢) AABC ~ ACBD
Criterio de semejan-
za LAL
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Matematicas IlI

Unidad Il

1. Competencias de la Unidad

1.

ounkwnN

Calcular y analizar en una gréfica el limite de una funcién.
Determinar limites infinitos.

Determinar limites al infinito.

Determinar la continuidad en un punto y en un intervalo.
Aplicar las propiedades de la continuidad.

Aplicar el teorema del valor intermedio.

2. Relacion y Desarrollo

/—< Matematicas 92 >

Factorizacion

/—< Matematica | >

Unidad I: Fundamentos aritméticos y algebra
e Leccidon 1: Numeros reales
e Valor absoluto
¢ Racionalizacion del denominador
e Leccidn 2: Ecuaciones e inecuaciones
e Ecuaciones de segundo grado
Unidad II: Introduccién a la trigonometria

Limites y continuidad

v

/—< Matematica Il >

Unidad I: Funciones algebraicas
e Leccidn 6: Graficas de funciones polinomiales
e Leccidn 7: Expresiones algebraicas racionales

Unidad II: Funciones trascendentales
e Leccidn 1: Funciones exponenciales
e Leccion 2: Funciones logaritmicas

¢ Leccidn 4: Las graficas de las funciones trigonométricas

J

/ ce \
, Q Matematicas lll )

Unidad IlI: Limites y continuidad

¢ Leccién 1: Limite de funciones

e Leccién 2: Continuidad de funciones
e Leccién 3: Asintotas

A
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3. Plan de Estudio de la Unidad (13 horas)

Leccion Clase/hora Contenidos Términos y signos
1 Limite de fun- 1 Definicion de limite de funciones | limite, )Ici_%f(x)
clones 2 Propiedad del limite
*3 Calculo del limite donde el
denominador converge a 0
*q Divergencia diverge al infinito positivo
*5 Limites laterales limite por la izquierda
(derecha),
lim f(x), lim_f(x)
x—at X—>a
6 Limites en el infinito lim flx), lim _£(x)
*7 Funciones exponenciales y loga-
ritmicas en el infinito
*8 Limite de funciones trigonomé-
tricas
*9 Aplicacidn del IimM =1
60 0
Ejercicios de la leccion
2 Continuidad 1 Continuidad en el punto continua en un punto
de funciones | Continuidad en el intervalo, | continua en un intervalo.
existencia del valor maximo y | valor maximo (minimo)
minimo
3 Teorema del valor intermedio
Ejercicios de la leccion
3 Asintotas 1 Asintota Asintota

Problemas de la
Unidad

Problemas de la Unidad A

Problemas de la Unidad B

44
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Puntos de leccion

Leccion 1: Limite de funciones

En el caso de que el tiempo sea insuficiente para estudiar la unidad IV, entonces el docente puede
considerar ensefiar Unicamente las clases 1y 2 y puede omitir el resto de lecciones.

Aun cuando se enseia la Unidad IV, es recomendable ir directo a la Unidad Il después de la Clase 2 para
después regresar a la Clase 3 de la Leccion 1.

En la explicacion del limite, se utiliza el valor absoluto, el tratamiento del cual es dificil para muchos
estudiantes, por lo tanto, puede omitir este tipo de explicacién. Basta que ellos entiendan intuitivamente
utilizando la grafica que el punto tiende a un punto.

En la Clase 7, en el inciso a) se demuestre la propiedad:

X

. . a
Si0O<n€Zya>1, entonces lim —7 =0

X—>oo X

Demostracion:

Seaa=1+c(c>0)y0<I[€Z.
ln+l

(]+n+1)(l+”l)---(l+1) cn+ls

(n+1)! T

a“”+1=(1+c)l+"+1>C(l+n+1,n+1) sen+l=

Sil+n+2>x21+n+1, entonces se tiene que

ax a l+n+1 1

a* ln+1
X (I+n+2Y g (I+n+2)" (n+1)!

cnt1 300 (I 00),

Leccion 2: Continuidad de funciones

La mayor parte de las funciones tratadas en el Libro del Estudiante son continuas y el énfasis estd en dos
caracteristicas de ellas. Uno es la existencia del maximo y el minimo en el intervalo cerrado y el otro es
el teorema del valor intermedio.

Leccion 3: Asintotas
En la Unidad IV cuando se tratan las funciones racionales, aparece el término asintotas oblicuas, por lo
tanto, no se explica sobre ellas en esta unidad.
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Unidad Il. Leccion 1.

Clase 1

(Continda en la siguiente pagina)

Explicacion 1

(20 min)

Basta que los estudian-
tes entiendan con la
ayuda de la grafica.

Dese cuenta que “x->a”
significa que x no toma
el valor de a.

% 0

é}\% Ejercicio 1.1

(5 min) Solucion

a)2 b)1 c)0

202 Ejemplo 1.1
(5 min)
Se utiliza la gréfica.

Objetivo:  Entender intuitivamente la definicidn de limite.

Evaluacion: Ejercicio1.1y 1.2

Nota: a partir de esta unidad se utiliza la unidad de medida radidn para medir los dngulos.
Términos y notacion: sean a 'y b nimeros reales tal que a < b
Intervalo abierto (a,b) = {xe R, a<x<b}
Intervalo cerrado [a, b] = {xe R, asx<bh}
Intervalo semi abierto (a,b] = {xe R,a<x<b}
[a, b) = {xe R, asx<b}

Leccion 1. Limite de funciones

Clase 1. Definicion de limite de funciones

' Explicacion 1. | En la figura, en el eje x el
punto P (x, 0) tiende al punto (g, 0), pero no
alcanza a este punto. En la grafica el punto R
: que corresponde al punto P tiende al punto
P S Enel eje y el punto Q (0, f(x)) que corres-
ponde al punto R y representa el valor de

f(x) tiende al punto (0, b). [%}&7
H No es necesario que
¢ En resumen, cuando x tiende sin limite a a f(x) esté definida en
tomando valores diferentes de a, f(x) tiende sin limite a b. x=a.

i Se expresa esta situacion como: “f(x) converge a b” y se denota mediante: :

:+ Elvalor de b se le llama limite de f(x) cuando x tiende sin limite a a. H

También se utiliza la si-
guiente notacion:

fx)>b (a->x)

En b) f(x) no estd de-
finida en x = —1; en ¢)

f(2)=1.

':@:' Ejemplo 1.1. Encuentre los limites: a) Uinl (2x+3) b) )I(l_.mal

: :
¢ Solucion: a) b) H De b) se ve que:
: :
: y H X
H H limc=c
. . X—a
H T T : (c: constante)
H R H
H X H
H de gréfica se ve que Iim3 1=1 H
H . X H
H lim (2x+3)=5 H
. x—=1 ’
Veceeccccccccccccccccccccccccccccccccccsccccccscsccssssscccscsccscsscscsccccscscsscscan’
26 Unidad Il » Leccion 1 » Clase 1. Definicién de limite de funciones

46 Unidad Il e Leccidn 1 e Clase 1. Definicion de limite de funciones




Objetivo:

calculo.

Evaluacion: Ejercicio 1.3

Entender y utilizar las propiedades del limite en el

Unidad Il. Leccion 1.
Clase 1

(Continuacién)

Clase 2

(Continda en la siguiente pagina)

2,\53 Ejercicio 1.2. Encuentre el limite:

a) lim (x—3) b) lim (-5) c) lim senx d) lim cosx
x—2 x—2 x4 x=E
e) Im}T tan x f) Ivlam2 10 g) Ivlam1 log, x h) 'Ivm«/x

x>

7

* Explicacion 2. lim f(x) = b equivale lo siguiente:

Cuando esta dado un intervalo abierto 7 que contiene el valor de b, existe
un intervalo abierto Jtal que:x EJ, x za=f(x) €]

y=/x)
J T I
P WP S S S
x a b f(x)

En la figura de arriba puede limitarse /y J en la forma:
I=(b-¢g,b+e)={yeR, |y-b| <€}
J=(a-98,a)U(aq,a+d)={xe R,0< |x—al <0}

con los nimeros positivos € y d.

J I
——. ==
3 9 e be

Entonces la definicion tiene la siguiente forma:

Definicion de limite de funciones.
Sea f(x)una funcién definida alrededor de x = a salvo en a. Se deno-
ta lim f(x) = b cuando se verifica lo siguiente:

Para cualquier nimero € > 0, existe un ndmero & > 0 tal que:
0<|x—a|<d= |f(x)-b| <€

Clase 2. Propiedades del limite

s Lo
Propiedades del limite:
Sean @, B y k nimeros reales, f(x)y g(x) funciones. Se supone que

existen lim f(x)=ay lim g(x)= A.

a) lim{f(x) +gl)}=a+4B

X—a

b) lim {f(x)-gx)}=a-8

) lim /1)) = ka
d) Jim, {/(g(x)} = 2B

xX—a (X

e) Si 8 #0, entonces lim ﬁ - %

B

Para el tratamiento
mds riguroso, hay que
definir el limite de tal
manera que explica el
sentido de “tender sin
limite”.

&
Esta forma es uno de
los resultados de la
actitud critica del siglo
XIX, hacia la base del
calculo infinitesimal
que data del siglo XVII.

4
Para la demostracién
se utiliza la definicion
de la Explicacion 2 de la
Clase 1.

Unidad Il » Leccion 1 » Clase 2. Propiedades del limite 27

% o

é;\? Ejercicio 1.2

(15 min) Solucidn

a)-1
VA

1

Incisos d, e, f, gy h solu-
cion en pag. 59.

Explicacion 2

Aqui se explica el senti-
do de la expresién “sin
limite”.

[Desde aqui Clase 2]

Propiedades del limite. (15 min)
Basta entender las propiedades intuitivamente.

Si los estudiantes no
pueden manejar el va-
lor absoluto, deje Ia
parte formal.

[Hasta aqui Clase 1]
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Unidad Il. Leccion 1.

Clase 2

(Continuacion)

Clase 3

(Continua en la siguiente pagina)

* Explicacion
Sélo para los alumnos,
que pueden usar el va-
lor absoluto.

{@3 Ejemplo 1.2

(15 min)

Se trata de justificacion
del calculo del limite,
utilizando las propieda-
des.

No se dibuja la grafica.

En las funciones de
esta clase siempre se
verifica lim fx) =.f(a)
porque son funciones
continuas.

X

& Ejercicio 1.3

(15 min) Solucion

a)2 b)1
4 1

C) g d) —7

[Hasta aqui Clase 2]

[Desde aqui Clase 3]

':@:' Ejemplo 1.3

(5 min)

Aunque parece que el
denominador converge
a 0, se puede calcular
por simplificacion.

Objetivo:

Evaluacion: Ejercicio 1.4y 1.5

Entender intuitivamente la definicion de limite.

¢ Solucion. lim~
. x—=1

Nota: Utilizando d) y e) repetidamente se tiene que:

( f) )I{ig}{f(x)}":d” (n: nimero entero) ]

* Explicacion 3:] sobre la demostracion: se utilizan las siguientes relaciones:
a) [{/) +g)}=(a+ B < If(x) -l +Ig(x) - B
b) [{/t)-g)}-(a =Bl s Iflx)-a] +Iglx)- B
o) [kflx) —ke| = |k| |flx)-a|
d) If)gk) - aBl < If ) -allgk)| + allgk) - Bl
e)’f(X)fg ¢ L —alBl+]algi - Al

g8 1BKIB1-[gt) -8}

Donde [g(x) =B < B8]

......................................................................................

x -1

':@:' Ejemplo 1.2. Encuentre los limites: a) Umz (x2=3x+4) b) Irim3
Solucion: a) Umz (x2-3x+4)

oo ’
—llinzx .!Lmz3x+'lrl_rpz4 pora)yb)

(limx)2=3 lim x+ lim 4
X—2 X—2 X—=2

2 -3(2)
2

por f) y d)
+4

2
. _ Loxt =1 PO TN -
b) 1an3 x=3#0, porlotanto l@s—x —llina(x 1) = )I(ng x=3

Nota: de a) se ve los siguientes:

( lim f(x) =f(a) donde f(x) es un polinomio de x ]

%0
&? Ejercicio 1.3. Encuentre el limite:

a) )IJml 2x3 xtd1

i 3 9x
5 d) XILnjlx 2

c) lim
X—3 x

. 1
9 Imyrtr

Tenga en cuenta las si-
guientes relaciones:
|s+1t] < |s|+ 1]
[st]=1s| 1]
lgt)] = |gl) =B+ 8]
<lgk)-B1+181
lgx)| = 1g(x) =5 + 8]
2|B1-1g)-AB]
Cuando

1812 glx)-81

Este valor equivale a
f1(2), donde
flx)=x2-3x+4.

Clase 3. Calculo del limite donde el denominador converge a 0

.......................................................................................

2 _
x*+2x—3 _ . (x+3)(x—1) _
x—1 = lim x—1 -

.......................................................................................

lim (x+3)=4
x—1

x—1

é’;\? Ejercicio 1.4. Encuentre el limite.

B

Transforme la funcién
en la forma donde el
denominador no con-
verge a 0.

2 2 2 3 2
L oxT—x—2 . X" tx—6 Lot tx—1 LoxT—2x"+3x
i o e L A e R L
3 3 3 2_
. x*—8 -ox3+27 Xt —x—2
*e) imS—y ™) limTst e fim Ty
28 ‘ Unidad Il » Leccién 1 » Clase 3. Calculo del limite donde el denominador converge a 0
(x+1)(x—2) x(x2—2x+3)
. - . _ —_ . — i 2 _ -
a) Jim g = lim (r=2)=-3 d) T = lim (2= 2v+3)

- b) tim X2 3) < i (r43)=5 ) Lipz<x_2)€cxi2§2x+4) = lim (2 + 2+ 4) = 12
&N Ejercicio 1.4 c) nrr]l(z’“%)_(’{m = lim (x+1)= 3 f) lem3(x+3)()Cx+33x+9) = lim (x2—3x+9)=27
(10 min) Solucion A =7 x4+ 2)a—1)
g) Jim——5F7 = lim (x2-1)=3
48 Unidad Il e Leccién 1 e Clase 3. Calculo del limite donde el denominador converge a 0



......................................................................................

e _ B o
: %" Ejemplo 1.4. Encuentre el limite: )IJml /g 711 H 7@
: v i Enel Ejemplo 1.4 solu-
H H cion 1 aplique la racio-
L SN £ et} [ st} N ~ : nta .
ESqucu)n 1: V!_|_r:nl 1 ,lf'_’]’l VrDWrt1) Jclinl(«/;*’l) = nalizacién del denomi-
: nador.

% fx— 5 4
H . . = . +1 1 . H

: Solucién 2: lim x-1 lim (x /7)(\/)( ) = |Im(«/;+l) =2 : 7E'
: =1 fx—1 " %=1 vx—1 x=1 : En el Ejemplo 1.4 solu-
Veceeccceccctcccctcccctcctteccttccctetctteccteecsteccseecsseccssecsscncssnccsnncssnnnn’ cio’n 2 ap“que |a faCtO'

rizacién al numerador:

& Ejercicio 1.5. Encuentre el limit .
) jercmlo . Encuentre el limite: x—1=(x+1)x—1)

Vx+1-2
a) Iln} /— 2 b) Ilrgf7 c) 1@37)673
ox+3-1 x—1
4 Jim 2 e) )L'Lnlx+¢}—2
.x+ax+b_.‘ %&
@ Ejemplo 1.5. Encuentre el valor de a y b que satisfacen Ilm y—1 =3 Si el denominador con-

verge a 0 y existe el
limite, entonces el nu-
merador converge en

o o x“tax+b _
Solucion: lim (x2+ax +b) = !@{7 (x 1)}

x2t+ax+b

= lim lim (x—1) pord)de la Clase 2. 0.
x—1 x—1
=3-0=0.
Por lo tanto, como x tiende a 1 (se sustituye convenientemente en
x2+ax+b)
a+b+1=0.

Luego, x2+ax+b=x2+ax+(—a—1) Sustituyendob=—-a-1
=(x—1) (x+a+1). Entonces,

r x2+ax+b .
im 1 = lim

x—-1 X x—1

Hix+a+1
b= )(xla )—liml(x+a+1)=a+2,

Porlotanto,a+2=3,a=1. Respuesta: a=1,b=-2

.......................................................................................

x2+ax+b
m 2

a) lim=——5— =3 b) lim=—2 7 =-4
+ax+b
c) lim X Tax =2
> x+2
Unidad Il » Leccién 1 « Clase 3. Calculo del limite donde el denominador converge a 0 29

b)-a+b+1=0,Luego x2+ax+b=(x+1)(x+a—-1).
Entonces xliml (x+a—-1)=a—-2,Porlotantoa—2 =-4,
a=-2, b=-3

c)-2a+b+4=0.Luego x2+ax+b=(x+2)(x+a-2).
Entonces I|m (x+a—2)=a—-4.Porlotantoa—4=2,
a=6, b= 8

Clase 3

(Continuacion)

5@3 Ejemplo 1.4

(8 min)

También se trata de can-
celar el denominador.

2’;\? Ejercicio 1.5
(12 min) Solucién
a) )Icim;(\/;_\/zg)(_g_*—Z)
= lm(/x+2) =4
- (Vx=3)(/x+3)
b) lim Tr—3
= )Ici_rg(\/;+3) =6

c) I|m

x=3(x—3) N/x+ 1+2)
1

ana«/x+1+2 -

d) |Im x+2

==2(x+2)(Yx+3+1)

- -1
) xhﬁzx/x+3 +1 2
e) lim (x_1)<x_‘/;_2)

1 - 5x+4

prmii2

x—1 3

':@} Ejemplo 1.5
(10 min)

::,\52 Ejercicio 1.6
(Tarea en casa) Solucion
a)2a+b+4=0.Luego
X2+ax+b=(x-2)(x+a+2).
Entonces

lim (x+a+2)=a+4.
xX—2

Porlotantoa + 4 = 3,
a=-1, b=-

Unidad Il ¢ Leccidon 1 e Clase 3. Calculo del limite donde el denominador converge a 0 49



Unidad Il. Leccion 1.

Clase 4

(Continda en la siguiente pagina)

5@:‘ Ejemplo 1.6

(5 min)

La solucion muestra un
ejemplo de la defini-
cion rigurosa de la di-
vergencia.

No exige a los estudian-
tes hasta este nivel.

Definicion de Diver-
gencia
(5 min)

Z&? Ejercicio 1.7

(8 min) Solucion

a) oo

b) —co

c)0

d) oo

e) oo

Diverge: a), b), d), y e)
Converge: c)

Propiedades de la di-
vergencia

(6 min)

Basta entender intuiti-
vamente.

Objetivo:
divergencia.

Evaluacion: Ejercicio 1.7y 1.8

Entender la definicion vy

las propiedades de

¢ Solucion: si x - 0, entonces x2 > 0y tiende al 0. Por lo tanto, el valor de :

1 T
—5 aumenta sin limite.
X

Clase 4. Divergencia

,eeeececectcecececececccctccccttetetctctcacacacececececctctctctcececcccccccccacacccnn .

@ Ejemplo 1.6. Describa el cambio del valor de % cuando x tiende al O:

En efecto, a cualquier nimero positivo M, si se toma x en (—ﬁ, 0)o:

H (o, %ﬁ)’ entonces se tiene que % > % =M.
(7]

: Si el valor de f(x) aumenta sin limite cuando x > a, entonces se expresa
que f(x) diverge al infinito positivo y se denota mediante

De la misma manera si el valor de f(x) disminuye sin limite cuandox - a, en-

.......................................................................................

%O i . . .
& Ejercicio 1.7. Investigue si converge o diverge.

L (L .
R TRV, o) imf ) o lim (r=1p
d) lim—— e) lim tan2x
x—0sen’x b
( -
Propiedades de divergencia
a) fix)>oy lim fla)=0= lmﬁ PSS
Jix)<oy lim fla)=0= l@’ﬁ =—co
b) /) <g (), lim, flx)=co= lim glx)=co
g(x) < flx), Jjﬂ},f(a) =—00 = l'HL g(x)=—00
o) lim flx) =0 = lim {-/(x)}=~co
fim, fix)==eo = lim, /1)) = e
d) lim, /) =a o oo, lim g()=co = lim, {f(x) + gt} = oo
lim fx)=a o—co, lim glx)=—co = lim {f(x) + glx)}=—oo
e) lim fix)=a >0 o e, lim gix)=o0 = lim {/(x) gx)}= o
) 1
f) lim flx)=00 0 —o0o= lim—r+ =0
X x=a f(x) )
30 ‘ Unidad Il » Leccion 1 » Clase 4. Divergencia

tonces se expresa que f(x) diverge al infinito negativo y se denota mediante.

Cuando se escribe x - a,
X no toma el valor de a.

El simbolo e noesun
nlimero, tampoco se
llama limite.

B

Se omite la demostra-
cion.

50 Unidad Il e Leccién 1 e Clase 4. Divergencia




Objetivo: Entender el concepto de limite por la derechay por
la izquierda.

Evaluacion: Ejercicio 1.10,1.11y 1.12

H @ Ejemplo 1.7. Encuentre Iin}[ x tan?x.
=7

Se utiliza la propiedad e).
i Solucion: lim x = LZT >0y lim tan2x = oo. Por lo tanto
: Xz Xz

I|m xtanZx =oo

Z;\@ Ejercicio 1.8. Calcule:

cos X x+1 x—2
a I|m b I|m c) lim d) lim——>3
) ) x—Z €Os’x )V~05en X )X—~3(r 3y
@ Ejemplo 1. 8 Investigue los valores de sen i cuandox - 0. ‘ ¥
Soluuon |sen = | < 1. Por otra parte, para cada ndmero b € [-1, 1], hay
:valores dexen cualqu|er cercania del 0 que satisface sen = -b x
i Del Ejemplo 1.8 se sabe que sen % no converge cuando x - 0. 1
: : y=sen
: En este caso se dice que sen % diverge cuando x - 0. H *
é';\? Ejercicio 1.9. Investigue si lin'}3 cos% converge o no.
Clase 5. Limites laterales
§ @ Ejemplo 1.9. La funcidn f(x) estd definida como lo siguiente: :
X cuandox<1 .
H flx)= cuandox=1 H
H —x+4 cuando 1< x :
a) Dibuje la gréfica de y = f{x). H
¢ b) Investigue el valor de f(x) cuando x < 1y se acerca a 1. H
: ¢) Investigue el valor de f{x) cuando 1 <xy se acercaa 1. H
§So|ucién: ;
~ - Seacercaal . Seacercaa3
En b) del Ejemplo 1.9, al mjmero 1 se le llama limite por la izquierda y se [g}e
i denota mediante Jim_ f(x) = : S

H Ambas se les llama

En c) al nimero 3 se Ie llama limite por la derecha y se denota mediante } limite lateral.
H I|m Slx) = 5
Se apI|ca la notacién similar cuando la funcién diverge. Se verifican las ,
: mismas propiedades que el limite anterior. ’f
Unidad Il » Leccion 1 » Clase 5. Limites laterales 31

Unidad Il. Leccion 1.
Clase 4

(Continuacién)

Clase 5

(Continda en la siguiente pagina)

5@3 Ejemplo 1.7

(3 min)

Se trata de aplicar las
propiedades.

§'§3 Ejercicio 1.8

(8 min) Solucién

a) oo b) —co
C) oo d) oo

{@3 Ejemplo 1.8
(5 min)
Explique con la grafica.

::,\52 Ejercicio 1.9
(5 min) Solucién
No converge.

[Hasta aqui Clase 4]

[Desde aqui Clase 5]

'2@} Ejemplo 1.9
(6 min)

Definicion de limite la-
teral
(3 min)
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Clase 5

(Continuacion)

':@:' Ejemplo 1.10
(4 min)

7RG
6\3 Ejercicio 1.10
(5min) Solucion

a) oo
b) —oo
c)—oo

d) oo

{@3 Ejemplo 1.11
(7 min)

g}‘? Ejercicio 1.11
(6 min)

Solucién:

a)2 b) 3
c)-3 d)-2
e)-1 f)o

*g) 1 *h) 0

Relaciéon entre el limite
y el limite lateral (2 min)

{@3 Ejemplo 1.12

(5 min)

Encuentre el limite sin
grafica.

En este ejemplo x3 — x2
y x2 + 3x — 6 son conti-
nuas y tienen el mismo
valor en x = 2. Por lo
tanto f(x) es continua 'y
existe el limite.

%

é\? Ejercicio 1.10. Encuentre los limites.

a) lim_ tanx b) lim tanx
x—-Z zt

2 X=3

P

§ ':®3 Ejemplo 1.11. Se define una funcién que se denota mediante [[x]]§
como lo siguiente: :
H [x]=n si neZyns<x<n+l
¢ Es decir [x] representa el nimero entero maximo que no sobrepasa x.

a) Dibuje la grafica de y = [x].

b) Encuentre lim [x] y lim [x].

x—1 x—1T

' Solucion: a) b) xILrTlL [xI=0

o lim xI=14
x—1T B

.......................................................................................

RO i .
(}\\4 Ejercicio 1.11. Encuentre el limite lateral.

a) lim_ [x] b) lim [x] c) lim_ [x] d) lim [x]
x—3 x—3T xX—=2 x——27

e) lim_ [x] f) lim [x] *g) lim_ [x2] *h) lim | [x2]
x—0 x—0t x—>-1 x—--17

Entre el limite y el limite lateral existe la siguiente relacion:

lILTL f(x) existe < JLma flx)y JL”,} f(x) existen y coinciden.

En este caso llﬂ’l' flx)= JL",} flx)= JL”,} flx)

203 Ejemplo 1.12. Se define la funcién f(x) como lo siguiente:

f(x)={x3—x2 six<2

Investigue si lim f(x) existe.
x2+3x—-6 si2<x & X*Zﬂ )

! Solucién: lim f(x)= lim (x3-x2) =4y lim f(x)= lim (x2+3x—6)=45
H x—2"" X—2 x—2t" x—2" H

.......................................................................................

2\? Ejercicio 1.12. La funcién f(x) esta definida como lo siguiente:

3 i _
x3+x six<=2 . s .
flx)= X Investigue si lim_ f(x) existe.
—-x2—-4x si-2<x x—=2
32 ‘ Unidad Il » Leccién 1 » Clase 5. Limites laterales

&
- &g
Se le llama esta funcién
“funcion de parte ente-
ra”.

Ejemplo: [2] =2, [2.9]
=2,[-13]=-2

B
Para g) y h) contruya la
grafica de f(x) = [x2].

o 0
é\% Ejercicio 1.12. (7 min) Solucidn:
xlimff(x) = xlig}(—x3 +x)=6

lim f(x)= lim (—x2-4x)=4
im ()= lim (2?4

Como son diferentes, el limite no existe.
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Objetivo: Entender el concepto de limite en el infinito.

Evaluacion: Ejercicio 1.13,1.14y 1.15

Clase 6. Limites en el infinito
: ‘:@:‘ Ejemplo 1.13. Investigue el cambio de valor de % cuando:
a) x aumenta sin limite.
b) x <0 y |x| aumenta sin limite.

:Solucién' a) l >0 b) i >0 ; [%f;
Se denota el fenémeno de a) mediante vIEn% =0 vy el b) mediante : Se le llama a le% li-
i lim =0 i mite en el infinito posi-

.......................................................................................

. o1
tivoyal lim =~ limite

& Ejercicio 1.13. Encuentre el limite: en el infinito negativo.

Ams B dmy om0 i <%

Los limites en el infinito tienen las mismas propiedades que las de la Clase
2y4.
:'f-'"f ..................................................................................
: "@f Ejemplo 1.14. Sean f(x) =ag x" + a; x"~ 1+ +a, (ap#0)y
: g(x) = boxm+bxm=-1+ - +b, (bo # 0) polinomios.

Jx)
Encuentre lim- -+ L gx) & los siguientes casos:

ayn>m b)n=m c)n<m :
H & e e
¢ Solucién: ﬂ(v)) =xn-m 9 [ h v lim o bx b _ %1 H
: ok bot D4 O TS T O 70
fo [ sge
H a) lim x7=m=oo, porlotanto lim- o = 0 H
: =8 —eo sig0<0 i
H 0 H
_ ) _ ap
i b) I|m xn-m=1, por lo tanto rI|_|:r;nc ) = by :
z 3 5
H c) I|m xn=m=0, por lo tanto I|m ) =0 :
H glx) :
0 Sx) )
&N, Ejercicio 1.14. En el Ejemplo 1.14, encuentre I|m oo (x) en los si-

guientes casos:
ayn>m byn=m c)n<m

?,é” Ejercicio 1.15. Encuentre el limite.

a) | M b) lim M ) ||m75
T =3yt — 4y + 1 w3t —4x+ 1
d) lim 23 +5x+1 e) lim —2x2+1 f) lim Sx2—2x+1
xome —x+3 x> 3y +5x+2 Fmo —x?4x
Unidad Il » Leccién 1 « Clase 6. Limites en el infinito 33

2’;\% Ejercicio 1.15. (7 min) Solucion:
ajo b) 5 )0 d)-= €0 f)-5

Unidad Il. Leccion 1.
Clase 6

(Continua en la siguiente pagina)

5@3 Ejemplo 1.13

(7 min)

Notacidon de limite en
el infinito

o, O
6}\3 Ejercicio 1.13
(5 min) Solucién

a)o b) 0
c)0 d)o

L0 Ejemplo 1.14

(7 min)

Si los estudiantes no
entienden la notacion
del polinomio, se pue-
de usar ejemplos como
ser:

ajn=2,m=1
b)n=2,m=2
c)n=1,m=2

:ﬁ;\% Ejercicio 1.14

(5 min) Solucién:

Si x < 0, entonces el

signo de x"™ es igual

al de (—=1)"—m. Se pone
do

(=12)n—m Do =5

a)oosis>0,—c0sis<0
b) —
c)0
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Unidad Il. Leccion 1. Objetivo: Entender el movimiento de las funciones

Clase 6 exponenciales y logaritmicas en el infinito.
(Continuacion)
Clase 7 Evaluacion: Ejercicio 1.19

(Continda en la siguiente pagina)

':@:' Ejemplo 1.15
(4 min)

......................................................................................

%O . .. §50|ucién;x3_x2:x3(1_l) y lim (1_l):1, lim x3=oco0 Vedse Clase 4, inciso e)
& Ejercicio 1.16 i T d o

Por lo tanto lel (x3—x2) =00

(5 min) SOlUCION: | e e
a) —oo & Ejercicio 1.16. Calcule. B
a) lim_ (x3-x?) b) lim (2x®-3x?) o) lim (x=vx)
T LI LI LRI N . El/
C) (%) : \Y Ejemplo 1.16. Encuentre el limite: |lim (v/x+2 — \/x) : — =
H X H Aplique la racionaliza-
x>¢x+2+¢x cién del denominador.
Vx+2+yx H
LO0X Ejemplo 1.16
(5 mln) & Ejercicio 1.17. Encuentre el limite:
a) Jim(VxF3-/x—1) b) im—1—— ¢ Jim(ya’+1-x)

*yx—y¢yx—1

o/ O

Q‘}‘% Ejercicio 1.17
(Tarea en casa)
Solucién:

Clase 7. Funciones exponenciales y logaritmicas en el infinito

La siguiente propiedad es fundamental:

4 ( .W
a) I|m a) Sea n nimero entero.
X— 00 _ Sia>1,entonces lim x"a*=coy lim x"a*=0
Jx+3+y/x—1 ! . J
=0 De a) se deduce las siguientes formulas:
s L
Sea n nimero entero, .
H b)Si0O<a<1,entonces lim x"a*=0y lim x"a*= ©° /1 par
b) xllm( x+tyx—1 ) ’ x~o X~ —oo p:impar
— 00
) ) e (0<n)
e} ¢) Sil<c, entonces Jm x" log.x = 0 (n<0)
4 RN Bl CET)
d) Si0<c<1,entonces Jim x7 log.x =14 (n<0)
C) xll_rj’olozi ) . 0 (0<n)
x“+1+x e) Si 1<c, entonces ,“:EL X" logex=1{_.o (n<0)
=0 ) - _fo (0<n)
f) Si0<c< 1, entonces xl_l.n& xm logex=1__ (n<0)
[Hasta aqui Clase 6] & * Ejercicio 1.18. Deduce b) a f) de a).
[Desde aqui Clase 7]
34 ‘ Unidad Il » Leccion 1 » Clase 7. Funciones exponenciales y logaritmicas en el infinito

Propiedades del limi-
te en el infinito de las
funciones. o
(25 min) é\g * Ejercicio 1.18
Solucién (Véase Pagina 59)
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Objetivo: Entender la propiedad del limite 2 y el Teorema 1.1

Evaluacion: Ejercicio 1.21

Unidad Il. Leccion 1.
Clase 7

(Continuacién)

Clase 8

(Continda en la siguiente pagina)

T
: ’@" Ejemplo 1.17. Calcule:

fa) Jim (x2-x2) 3¢ b) lim—

§Soluci()n:
fa) (x3-x7) 3= (1- 2)(r* 39). Como fim (1-+)=1

y Jm (x3 3%) = o0, se tiene que Jm@ (x3—x2) 3v = oo,

d) lim (x2+x)log, x
x—ot

Clase 8. Limite de funciones trigonométricas

Propiedad del limite 2
a) Sean f(x) < g(x) en la cercania del nimero g, salvo en a. Si existen
lm]'(x) y lim g(x), entonces lim f(x) < XIl_ry)] g(x).

x—a X—a

b) Sean g(x) < f(x) < A(x) en la cercania del nimero a, salvo en a.
Si existen y_@’ g(x) y y_@’ hix)y y_@l g(x) = )Icm h(x), entonces

lim, /(x) existey  lim /(x) = lim, g(x)

%
é\? * Ejercicio 1.20. Dé un ejemplo en que f(x) < g(x) en la cercania de a
salvoenay que 'limlf(x) = ll_l’n] g(x).

......................................................................................

Ahora lim |x| = lim (=|x|)=0
x—=0 x—0
Por lo tanto lim x sen 1 =0
x—0 X

[Por la propiedad b)]

.......................................................................................

H logsx 1 logax . 1 . logsx
tbh) 50— = —% —5.C lim——% =1y | =0,
: ) P iar 143 x° omo -*mcl+i MRSl ’
H X X
. . logsx H

] Setleneque)!moxhrax—l-o-o. i

& Ejercicio 1.19. Calcule.

. 2° . logix .
) im b) Jim c+3 ©) dim,_ (¢t +2x) 2¢

Vedse Clase 4 inciso e)

Vedse Clase 6 inciso c)

B

Se omite la demostra-

cion.

S

—155en%$1,0<|x|

=-|x| < |x| sen TS [x].

Six>0
~Jx|sxsen & < [x].
Six<0

1
—|x|] £-xsen S |x|.
" 1 "
Luego |x|2xsen X >—|x|.
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&

@ Ejemplo 1.17
(10 min)

%
6\% Ejercicio 1.19

(10 min)
a)x“m)zc—:'%
TR 1-S+g
X

= o0

loglx

b) Jim—2— —15
1+

d) lim (x+1)xlogax

x—07T

=0

[Hasta aqui Clase 7]

[Desde aqui Clase 8]

Propiedad del limite 2
(7 min)

[“R6
& * Ejercicio 1.20
Solucién:

Ejemplo
Sx)=1-|x-al
glx)=1+|x—-al

5@:' Ejemplo 1.18

(8 min)

Es una aplicacion tipica
de la propiedad de limi-
te 2.
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Clase 8

(Continuacion)

':@:' Ejercicio 1.21
(10 min) Solucion
a) Como —| x|

1
Sxcos - < |x|,
. 1
lim xcos — =0.
x—0 X

b

~

Como —| x|

X—

d) Como
1 _senx _ 1
x| 7 T xl
. senx

)!'-r:'go b =0.

Teorema 1.1
(20 min)

q,? Ejercicio 1.21. Calcule.
. 1 . 1 . 2 1 . senx
a) !(ILT?} xcos - b) ym) xsen gl c) lm xZcos 5 d) Jm T

Teorema 1.1. lim send =1
6-0 0

Demostracién: En la figura 0 < 6 < %, PH = sen 8 y QA = tan 0. Por lo
tanto, se tiene que:

El drea S1 del AOPA = % sen 0.
El drea S2 del sector circular OPA es % 0.
El drea S3 del AOAQ = % tan 6.

Como S1 < S2, se tiene que sen 0 < &

senf
cosd

Como S2 < S3, se tiene que d <
Ahora, 0< 6 < %, por lo tanto 0 < cos 4.

Luego de (1) y (2) se tiene que,
send

cos O < <1 .. (3)

Cuando—% <#<0,setiene que 0<—0< % y
sustituyendo — & en (3), se tiene que;

cos (-0) < %{;‘9) <1, es decir cos 0 < segﬁ <1.

Es decir, se verifica (3) para d € (—%, 0) U (o, %).

Ahora IYing cos = IYirr}’ 1=1. Luego por la propiedad b)

36 Unidad Il » Leccion 1 » Clase 8. Limite de funciones trigonométricas

Este Teorema es el fun-
damento del célculo
infinitesimal de las fun-
ciones trigonometricas.
Es esencial que la uni-
dad de medida del an-
gulo sea radian.

cos (—f) = cos §
sen (-0) =—sen O
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Objetivo: Aplicar el teorema 1.1.

Evaluacion: Ejercicio 1.22, 1.23,1.24

Clase 9. Aplicando el Teorema 1.1

......................................................................................

: Solucién: Sea 7 —x=t. Entoncesx -> % =t>0y
COS X =COS (% —1f)=sent,

cos x

Por lo tanto, I|ml o= !m = = 1.
T 5
.

& Ejercicio 1.23. Calcule. a) Jim 1% b) lim_ o2
‘. .............................. e ey :
HEOS Ejemplo 1.21. Calcule. a) I|m == b) I| iMm cen3x :
Soluaon a) Sea 2x = 6. Entonces x > 0 <> 6 > 0. Por lo tanto,

lim SN2 < iy SN 52 p Jim Seg‘g =2-1=2

§b) Sea2x=« y3x=/5. Entoncesx > 0 <> ¢ > 0 < [ - 0. Por lo tanto,

sen2x _ . sen2x 3x 2 . -
M Sen3x = M “2¢ * Sen3x * 3 HE utilizar @ y
2 sena A 5 2 : lim se;\Zx lim
:ghm 73 lim =311=% : x— x—=0
: a0 B—o senf3 Po_2.,.,.2
...................................................................................... =3 =3
g;\% Ejercicio 1.24. Calcule.
. sen3x . X . sen3x
a) l'i‘?) X b) ,,lc'm) tan2x o) lm) sen5x
E—X
tan2x 4
d) "”2) tandx e) J'_':Tl €os 2x

Unidad Il » Leccién 1 » Clase 9. Aplicando el teorema 1

@ Ejemplo 1.19. Calcule: |im tagﬁ
-0
send
. tand _ cosf _ 1 send
Solucion I|2'1 0 - t|9|_)0 0 - ‘y_’o P 0
= éim colsﬁ [Igim segﬁ =1-1=1 Vedse Clase 2 inciso d)
. -0 -0 '
o &
& Eﬁrcgnol 22. Calcule. De ahora en adelante
a) I|m ) send b) lim and se utilizard el resultado
00 de a) y el Teorema 1.1
....................................................................................... indistintamente.
cos x \
@ Ejemplo 1.20. Calcule lim —= La variable puede ser
227" cualquier letra.

B

Si se puede, calcule

2

B 5
3x

sen3x

37

{@3 Ejemplo 1.21

(20 min) Solucién en pag. 60

o, ©
&, Ejercicio 1.24. (10 min)

Unidad Il. Leccion 1.
Clase 9

(Continua en la siguiente pagina)

@ Ejemplo 1.19
(5 min)

2’;\% Ejercicio 1.22
(8 min) Solucién:

6 1
a) fl)l_rn) send 5qo senf
[
= lim sem9
oo O
=1+1
=1

Nota: De ahora en ade-
lante se usara el resul-
tado del inciso a) y el
teorema 1.1 indistinta-
mente.

b) (';'f}) tan@

= I|m cosf

1-1

osenfd ’

L0 Ejemplo 1.20

(5 min)

En este ejemplo se hace
un cambio de variable.

%8
é}\g Ejercicio 1.23
(7 min)

Solucién en pag. 60
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Unidad Il. Leccion 1.

Ejercicios de la leccion

1)a); b)V3

c)3 d) 0

2)
(o 1)(xt1) o 2
3 )Icl—rn(x—l)(x-f—Z) 3

b) lim (c+2)(x=3) _ =5

x—=2(x+2)(x+1) ~

c)

i (2 +x-6)(¢x*=14/x+1)

=2 (xP=1)=(x+1)

(x=2)(x43){xt-14{x+1)
x-2 (x—Z)(xH)

1l
=

3)a)3a+b+9=0,
x2+ax+b
=(x-3)(x+a+3),
lim (x+a+3)
x—3
=a+6=4,
a=-2, b=-3
b)-3a+b+9=0,
x2+ax+b
=(x+3)(x+a-3),
lim_ (x+a-3)
x—--3

=a—-6=-5,
a=1, b=-6
c)2a+b+4=0,
xX2+ax+b
=(x-2)(x+a+2)

lim x+1
=2(xta+2)(yxtH1+Vx+3)

_ 3 __ 3
2(a+4)/5 105"
a=1, b=-

4) a) oo b) oo

Ejercicios de la leccion

1. Encuentre el limite.

b)O c)oo d) i

2 3
.o x“—x+1 Y - . Jx1 . x°—x+2 Clase 2
a))l(lﬂm2 T2 b)an’ll\/A +2x C)l@z?’ d))!@llogg o]
2. Calcule.
a) lim x*—1 b) lim X —x—6 o lim xX’+x—6 Clase 3
=1 x24+x—2 x—-2 x*+3x+2 X—2 \,XZ,]_,\/X+1
3. Encuentre el valor de a 'y b que satisfacen la igualdad.
a) lim CHaxtd _, b) lim x+3  __1 Clase 3
-3 X3 =3 x2+ax+b 5
*c) lim XPH1-Jxt3 3
=2 x’+ax+b 1045
4. Calcule Clase 4
a) I|m b) lim ———
=0 x| | % |cos x|
5. Calcule.
a) lim v/x b) lim y/x(x—1) ¢ lim 1 d) lim x+3 Clases
x=0* x=0"" ot X1 x—2" x2—x—2
6. Calcule.
a) I|m _xox b) I|m 3x tx c) lim —2¢* +x Clase 6
e 2P —2x+1 R x+1 e x—3
d) JET{L(\/X +x+3—\/x +2x)
7. Calcule.
lim 2 b) lim x43* im %82 ) i xl case?
2) Jim s ) lim x o fim =% ) lim_ xlog, x
. 3" . .
O Jm gy M Jm 2-x) g Jim (x~logx)
8. Calcule Clase 8
a) lim cos x b) lim senx
X 1= logox
9. Calcule.
Clase 9
senx . tanx
a) Ilmr x+r b) )Icm X—T <) I'mo sen4x
d) I|m sen 6x e) lim sen3x
—0 sen3x x—71 Sen2x
38 | Unidad Il » Leccion 1 » Ejercicios de la leccion
. x+3
5)a)0 b)0 c¢c)eo d) |jm XT3 =
-2 (x—2)(x+1)
143
(x +x+3) (x*+2x)

58 Unidad Il e Leccién 1 e Ejercicios de la leccidn

x_'m /x +x+3+\/x + 2x _x_'m\/1+ +7+\/1+

Incisos 7, 8 y 9 ver solucién en pagina 60
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2




Unidad Il. Leccion 1. Ejercicio 1.2.  Pag.47. Incisosd, e, f, gy h. Solucién

y
d) @ e) 1 f) 100 100

X
T
|
|
-
f
|
|
|
y =

\NF.\
5]
oN+-——-
[NI5)
/ )
4

I
NN

|
ESE

=)

FNEY SR
NN

-2

g)o 7 h) 2,

Unidad Il. Leccién 1. * Ejercicio 1.18.  Pag. 54.

o e i o (1) <0 i s (30 pora) e 1

1 >x= {oo 71 par por a)y Clase 1.4 c)

. . 1 )x . <
m n X = m (— n _— = m (— n n - .
XI_I,_OOX a ,!I_,oo( x) <a )ll_,oo( 1) X a —o0  plimpar

c) Sea log, x = t. Entonces x—o0 & (—>oo, )!im x" log.x = tlim (c)r-t= tlim t(cn).
Sin >0, entonces ¢” > 1, por lo tanto tlim t(c")' =00 por a).
Sin =0, entonces ¢” =1, por lo tanto tlim t(c")' = tlim t=o0

Sin<0, entonces 0<c”< 1, por lo tanto tlim t(c") =0 porb).

— (0<n)

0 (1<0) porc)y Clase 1.4

d) log.x=—-log, xy1< % Por lo tanto )!im x"log.x =—)!im x" log, x {

e) Sea log.x =t. Entonces x > 0+ & ¢ = —oo, Iin3+x" log.x = tlim (e t= tlim t(cn).
x_, - 00 - 00
Sin >0, entonces ¢” > 1, por lo tanto tlir;n Hcm)'=0
Sin =0, entonces c¢” =1, por lo tanto tlir_n tcn) = tlim t=—o00

Sin<0, entonces 0<c”< 1, por lo tanto tlir_n H(c")=—c0  porb).

P l i n = |i ] = 0 (0<I’l)
f) log.x = Iog%x yl< - Por lo tanto xILrth log.x = xILn&( X Iog% X)= {oo (n<0) Por e) y Clase 4 c)
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Unidad Il. Leccidn 1. Ejercicio 1.23.  P4g.57. Solucidn:
sen . sen(r—t) . sent
a)Sear—x=t x>nret=0 lﬂn—izl%fﬂ'a / =1
/s
x+5
T _ _ T T t T t _
b)Seax+7—t. x> 3 S 1t->0 xl'mncosx —!lrrg) < ﬂ)'lmsent_l
-= cos\1—5
Unidad Il. Leccidn 1. Ejercicio 1.24.  P&4g.57. Solucién:
sen3x _
a) Im3°53%=3-1=3
2x I R
b) |'025en2x cost-2 1-1=5
. sen3x 5x 3 _ 3_3
c) )Icl_rpo 3x ‘sensx 5 -1'l-5 =73
d) I|m sen2x cosdx _ . 2 sen2x 4x cosdx _ 2 4 4 ,_1
sendx cos2x .0 4 2x sendx cos2x ~ 4 -2
e) Sea 2 —2x—tx% St—->0
T L
g L 2 1 ¢ 1 . 1
l'mﬂcosbc lim <7‘[ ) im> sens =2 12
~% os| 5 —1¢
Unidad Il. Leccidn 1. Ejercicios de la leccién.  Pag.58. Incisos 7,8 y9 Solucién:
3
Najeo b0 0 A0 ejeo ) m2'(1-3c) =00 @) Jimafr—128F) oo
8)a)0 b) 0
9)a)Seax+rwr=t. x>-n=t->0 !imw=!ing<—%m>=—l
. tan(t+7m) .. tant _,. _sent 1
b)Seax—-7=t. x> t-0 !I_I;T(l) 7 =!|_(T(1) ! =!L[T(]) / 'costzl
c) I|m 1 _4ax _ 1
4 sendx ~ 4
6 senbx 3x _
d) I|m 6x sen3x =2
~ . sen3(¢t+m) . —sen3t . 3sen3t 2t _ 3
e)Seax-z=t. x>r=10 Itl_r:?)senZ(t"f—ﬂ) B !'_T) sen2t ~ !E‘E,z 3t sen2t ~ 2

60
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Objetivo:
continuidad en el punto.

Evaluacion: Ejercicio 2.1

Entender la definicion y la propiedad de la

Leccién 2. Continuidad de funciones

Clase 1. Continuidad en el punto

......................................................................................

' E03 Ejemplo 2.1. Encuentre lo que se pide. ‘
) <) ,
’ y= gl ’ y= hix)
2 2
1 1 p
12 X 12 x
)Limz fx) !LmZ g LLmZ hix)
/(2) 2(2) h(2)
: Solucién: a) lim2 flx)=1 b) Lmz gx)=1 c) Irim2 h(x) no existe

......................................................................................

Definicion. Continuidad en el punto
Sea y = f(x) una funcidn, f(x) es continua en el punto x = a cuando

lim f{x) =f(a)

X—a

Nota: Aplicando la Explicacion 2 de la Clase 1.1 de la Leccidn 1, la definicidn
tiene la forma siguiente: f(x) es continua en el punto a, cuando se verifi-
ca lo siguiente: Para cualquier nimero € > 0, existe nimero & > 0 tal que
lx—al <d=|fx)-fla)|<e.

2\% Ejercicio 2.1. Elija las gréficas de funciones que son continuasenx=1
a) b) <) d)

Propiedad de la continuidad
Siy=f(x)yy=g(x)son continuas en x = g, entonces las siguientes son
continuasenx =a:
a)y=/lx)+glx)

b)y =/{x) -glx)
)y =kf(x), (k: ntmero real)
d)y=/(x)glx)

e)y= % (gla) #0)

4
El signo “o” significa
que el punto no perte-
nece a la grafica. El sig-
no “e” significa que si
pertenece a la grafica.

B

lim Ah(x)=1
xX—=2
xlln; hix)=2

En el Ejemplo 2.1 solo

f(x) es continua en 2.

f(x) debe ser definida

en ay su alrededor.

Unidad II » Leccion 2 » Clase 1. Continuidad en el punto 39

Unidad Il. Leccion 2.
Clase 1

(Continua en la siguiente pagina)

@ Ejemplo 2.1
(10 min)

Definicion de continui-
dad en el punto
(5 min)

%
6\% Ejercicio 2.1
(5 min) Solucién:
a)yb)

Propiedad de la Conti-
nuidad

(10 min)

Todas se deducen de la
propiedad del limite.
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Unidad Il. Leccidn 2. Objetivo:  [A] Entender la definicién y los ejemplos tipicos de
Clase 1 la funcién continua.
(Continuacién) [B] Entender la definicidn del valor maximo y minimo.

Clase 2

) - , . Evaluacion: [A] Mencionar los ejemplos de la funcion continua.
(Continua en la siguiente pagina)

[B] Ejercicio 2.3

':@:' Ejercicio 2.2

(15 min)
Pa raf(x) - g (X), se Ut”i' Demostracion de que y = f(x) + g(x) es continua.
zab) delaclase 1.2, De hipétesis lim, /(x) =fla)y fim, glx) = gla).
De a) de la Clase 1.2, se tiene que:
Para kf(x), c), lim {f(x) + g(x)} = f(a) + gla).
Para f(x)g (X), d)’ Z;\? Ejercicio 2.2. Demuestre la continuidad de los demas casos de la pro-
f(x) piedad.
Para , e).
2() )

, Clase 2. Continuidad en el intervalo
[Hasta aqui Clase 1]

[Desde aqui Clase 2] Definicion Qe continuidad en el intervalo A [Al [:'
f(x) es continua en x = a del intervalo [a, b) cuando I|m+f(x) =fla). 1&
X—a

Intuitivamente la conti-

f(x) es continua en x = b del intervalo (g, b] cuando Iirp_ fx)=1(b). nuidad significa que la
x—

grafica no esta cortada.

Definicion de continui-
d d I . t I Una funcidn y = f(x) es continua en un intervalo, cuando es continua
ad en el intervalo. en todos los puntos del intervalo
(5 min) v

Propiedad de las funciones continuas.
Funciones continuas tienen la misma propiedad que se explicé en la clase 1.

Propiedad de las fun- Ademds: ‘,
ciones continuas. f) Sif(x) es continua, entonces |f(x)] lo es. o
(5 min) g) Si f(x) es continua, entonces /f(x) lo es donde f(x) > 0.

h) Si f(x) es continua y tiene su inversa /-1, entonces /- lo es.

No es necesario dar una
eXplicaCién rigurosa. Ejemplos de funciones continuas:

1. Funciones polindmicas
2. Funciones racionales
3. Funciones trigonométricas y sus inversas

i i 4. Funciones exponenciales y logaritmicas
Ejemplos de funciones
. Lo B
continuas [ Definicién Valor maximo y minimo (6]
(10 mln) El valor M (respectivamente m) es el maximo (respectivamente mi-
, . nimo) de la funcién y = f(x) cuando:
Dé unos eJempIOS de f(x) £ M [respectivamente m < f(x)] en su dominio. F.,

. . . Existe un valor x = a en su dominio tal que f(a) = M (respectiva- 71&
cada inciso. Puede ser: mente f(a) = m). La condicién “cerrado”
1 y= 2x3 —x+1 p .< es crucial como se ve

' Teorema Valor méaximo y minimo de la funcién continua. en el Ejemplo 2.2.
x3 +5 Si una funcién y = f(x) es continua en el intervalo cerrado, entonces Se omite demostracion.
2. Y="% esta funcién tiene valor maximo y minimo en este intervalo.
x*—x—1
en su dominio. 40 ‘ Unidad Il » Leccién 2 » Clase 2. Continuidad en el intervalo
3. y =senx,
T
y =cos(x - §) Definicion de valor maximo y mi- Teorema Valor maximo y minimo
T nimo de la funcion continua.
y=tan(2x + "y ) . .
(5 min) (5 min)
—_ -1 . . ,
y=sen—x Lo importante es que si algun valor
4, y=-3 es el valor maximo o/y minimo, la
y = log,(x+1) funcion toma este valor en su rango.
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Objetivo:
aplicarlo a la ecuacién.

Evaluacion: Ejercicio 2.4

Entender el teorema del valor intermedio y

Unidad Il. Leccion 2.
Clase 2

(Continuacién)

Clase 3

(Continda en la siguiente pagina)

.......................................................................................

¢) En [0, 2] maximo /4(2) = 1, minimo 4(0) =—
En (0, 2] méximo /(2) = 1, minimo no existe.

@ Ejemplo 2.2. Encuentre el valor maximo y/o minimo en el mtervalo
indicado si existen. H
va) vy b , c
: ) y=/k) b y= gl )
4 3
; m
i el
12345 ¥ 2345 X
En[1, 5] En [0, 5] En [0, 2], (0, 2], (0, 2)
Solucién: a) méximo f(2) = 4, minimo f(1) =
b) maximo g(1) = g(4) = 3, minimo g(3) =

En (0, 2) méximo no existe, minimo no existe.

.......................................................................................

& Ejercicio 2.3. Encuentre el valor minimo y/o méximo en el intervalo
indicado si existen.

Clase 3. Teorema del valor intermedio

Teorema del valor intermedio

Sea la funcién y = f(x) continua en el intervalo [a,b]. Sea f(a) # f(b)
yfla) < k<f(b) of(b) <k<f(a), entonces existe un nimero ¢ en (a,
b) tal que f(c) = k.

: Ejemplo 2.3. Demuestre que la ecuacién x3 — 3x + 1 = 0 tiene una
soluaon en el intervalo (1, 2).

Soluaon Seaf(x)=x3-3x+1. La funcién y = f(x) es continua en [1, 2].
Por otra parte (1) =-1y f(2) =

Comof 1) <0< f(2), porel Teorema del valor medio existe ¢ en (1, 2) taI
que flc)=0.

.........

........................................................................

2;\5‘2 Ejercicio 2.4. Demuestre que cada ecuacidn tiene solucién en el in-
tervalo indicado.

a) 203 +x2-4=0 (1,2)
€)2°-3x=0 (3,4)

b)log,x+x-2=0 (1,2)

d)senx—%x+1:0 (%,ﬁ)

B

Cuando se trata de
maximo y minimo se
indica el valor de x don-
de la funcién toma es-
tos valores.

B

El minimo no existe
porque /(x) toma va-
lores mayores que -1y
que estan en cualquier
cercania de —1.

B

Se omite la demostra-
cién, para la cual hay
que definir el conjunto
de nlmeros reales de
manera rigurosa.

Unidad Il » Leccién 2 » Clase 3. Teorema del valor intermedio 41

@ Ejemplo 2.2
(9 min)

2’;\? Ejercicio 2.3

(6 min) Solucién

a) maximo 5 (x = 3)
minimo 2 (x =0)

b) maximo 3 (x = 4)
minimo 1 (x = 1)

c) maximo 4 (x =2, 6)
minimo 1 (x=-2, 4)

[Hasta aqui Clase 2]

[Desde aqui Clase 3]

Teorema del Valor In-
termedio.

(10 min)

Si la funcién no es con-
tinua, no verifica el teo-

rema.
yl
/clz Ib X

{@3 Ejemplo 2.3
(15 min)

a)f(1)=-1<0<f(2)=16
b)f(1)=-1<0<f(2)=1
c)f(3)=-1<0<f(4)=

/(%) =2- F>05fm=1-

fle)=0

Por lo tanto en cada caso existe un
nimero ¢ en cada intervalo tal que

::,\52 Ejercicio 2.4
(20 min) Solucién
Se expresa el lado iz-
quierdo de la ecuacion

por f(x).
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Unidad Il. Leccidn 2. Objetivo:  Entender la definicion de la asintota.

Ejercicios de la leccidn S
Evaluacidn: Ejercicio 3.1

Unidad Il. Leccion 3.
Clase 1

(Continda en la siguiente pagina)

Soluciones:
1) Se expresa el lado iz-

quierdo por f{x). Ejercicios de la leccién
a)f(1)=-1<0<f(2)=1

1. Demuestre que la ecuacion tiene solucién en el intervalo indicado. Clase 3
b)f(1)=_1<0<f(4)=3 a)xt-2x3+x-1=0 (1,2) b) log: x+2x-3=0 (1,4)
5 O(F)-20=0  (0,1) d)cosx-2v=0 (0, F)
c)f10) = 1>0>f(1)=—§
d)fl0)=1>0>F(TF 16 ;
0) = A 4 Leccion 3. Asintotas
ase 1. Asintotas
\/5 - Clase 1. Asintot
= 2 - 7 Se le denomina asintota a una recta a la cual la grafica se acerca sin limite
y sin tocarla. [g%
Porlo tanto por el teorema Ejemplos de asintotas verticales: . Este tipo de asin:ot;
. . . = = = = aparece en el limite del
del valor intermedio existe a)y=tanx bly=" ©)y =log, x T funcion,

un ndmero ¢ en cada in-
tervalo tal que f{c) = 0.

Enb)y=0eslaasintota
horizontal.

[Hasta aqui Clase 3 de Leccion 2] Asintotas verticales
xX= % +nmr x=0 x=0

[Desde aqui Clase 1 de Leccidn 3] o
(n: nimero entero)

Ejemplos de asintotas horizontales.
Y , 1

Deﬁnlcmn de asintota. aly=-

(5 min)

Ejemplos de asintotas

verticales. Asintotas horizontales
(10 min) =0 y=0

En la Unidad IV, se aprenderan otro tipo de asintotas.

Ejemplos de asintotas

% _— . L .
Q\% Ejercicio 3.1. Dibuje la gréfica. Encuentre la ecuacion de la asintota.

horizontales R UOR o3t elr-log(rs1)

) a)y= -+ y=—x7 C)y=secx y=3= e)y=logs(x+
(10 min) . Y ’

42 Unidad Il » Leccion 3 » Clase 1. Asintotas
o © . . .
& Ejercicio 3.1
(20 min) Solucion p
a)y=1, x=0 o tnm, dy=-1 e)x=-1
5 ) (n: nimero entero)
y=1 Al x=-1 3
I\

e : 7

-1 X 1 P

b)x=-1,y=0 c¢)x=
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Problemas de la Unidad A

Solucion

1. a) Sea \/; =t
Entoncesx > 0t < - 0+

lim \/;Iogz X
x—0*

= lim tlog, 12
-0t 82

(Clase 1.7 e))

=2 lim ¢t log,t=0
am, 82

Unidad Il. Leccion 2.
Problemas de la Unidad

1.

1.

Problemas de la unidad A

Calcule.
a) lim x log,x
x—0"

b) lim x22°%
X—oo

ix

2

c) lim
x—o0t X

. Demuestre que la ecuacion tiene solucién en el intervalo indicado.

a) Iog%x—2x=0 (%,1)

[SIE]

)

b) tanx =3xsenx (%,

Problemas de la unidad B

Demuestre que para cada nimero negativo £, la ecuacion log, x = kx
tiene solucion en el intervalo (0, 1).

Unidad Il  Problemas de la Unidad

Clase 1.7

Clase 2.3

43

Problemas de la Unidad B

Solucion:

1. Sea f(x) = log, x — kx.
f(1) ==k > 0. Por otra parte, co-

mo Iim+f(x) = —oo, existe un nu-
1—0

meroatalqueO0<a<1yf(a)<k.

La funcidn f(x) es continua en [a, 1]

y fla) < k< f(1). Luego por el teore-
ma del valor intermedio, existe un
numeroctalquea<c<1lyf(c)=0.

b) Sea \/; =t. Entonces
X > 00 & oo,
lim x2 2=+~

X— o0

— 1)\e_
- fm e (3) =0
(Clase 1.7 b))

c) Sea «/; = t. Entonces
x>0t >0t
lim 32 = lim 3-
x-;(:)+ X Z—»O*t
=0
2.3)Seaf(x) =log1x—2x.
3

f(%) - Lsosp)=—2

Como f{x) es continua

1
en [§, 1], por el teore-
ma del valor intermedio,
existe un numero ¢ en

(%, 1) tal que f{c) = 0.

b) Como senx # 0 y
/.
cosx # 0 en <3,2),

la ecuacion equivale a

1
XCOSX—§.
XCosx es continua en
T T T
55|y 5 cos 5
1 _nm 1
=3°'2° 6737
T T
7c057—0.

Por el teorema del valor
intermedio existe un

ndimero ¢ en <l l)
372

tal que ¢ cos(c) = %
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Matematicas IlI

Unidad IlI

1. Competencias de la Unidad

1.

N o v s~ wN

Establecer la definicién de la derivada de una funcién polindmica.

Establecer la definicién de recta tangente a una grafica de una funcién polindmica.

Aplicar la derivada para hacer grafica de una funcién polindmica.

Establecer la definicidn de la integral indefinida de una funcién polinémica.

Establecer la definicién de la integral definida de una funcién polinédmica.

Aplicar la integral definida para encontrar area.

Valorar la importancia de la derivada y la integral para resolver problemas de la ciencia y la

tecnologia.

2. Relacion y Desarrollo

66

Matematica Il >

Unidad I: Funciones algebraicas

e Graficas de funciones polinomiales

Matematica Il >

Unidad II: Limites y continuidad

e Leccion 1: Limite de funciones

4

Diferenciacion e integrales de funciones polindmicas

/ Tt \
r \ Matematicas Ill )

Unidad llI: Diferenciacion e integral de funciones polindmicas
e Leccién 1: Derivada de funciones polinomiales
e Leccién 2: Aplicaciéon de derivada
e Leccidn 3: Integrales

Unidad Ill e Diferenciacion e integrales de funciones polinémicas



3. Plan de Estudio de la Unidad (22 horas)

inecuacion

Leccion Clase/hora Contenidos Términos y signos
1 Derivadas de 1 Velocidad en el instante
funciones . .. . ) -
R 2 Definicién de derivada derivada de f(x), diferen-
polindmicas . . . .
ciar, diferenciable (deri-
vable), /"(x)
3 Propiedad de derivada, derivada
de monomios
Ejercicios de la leccion
2 Aplicacién de 1 Definicion de la tangente, | tangente
derivada tangente en un punto de la
grafica, tangente que pasa por un
punto fuera de la grafica
2 variacion de la funcidn, tabla de | creciente, decreciente
variacion
3 Extremos relativos maximo (minimo) relati-
vo, extremo relativo
4 Grafica de funcion de tercer grado
con extremos relativos
5 Grafica de funcién de tercer grado
sin extremos relativos
6 Extremos de funciones
7 Aplicacién de extremos
8 Encontrarel nimero de soluciones
reales distintas de ecuacidon de
tercer grado
9 Encontrar el numero de
soluciones reales distintas de
ecuacién de tercer grado donde
los coeficientes contienen variable
10 Aplicacién a la demostraciéon de

Ejercicios de la leccion
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Leccion Clase/hora Contenidos Términos y signos
3 Integrales 1 Definicién de integral definida, | funcién primitiva, inte-
funcién primitiva de potencia de x | grar, constante de inte-
gracion, integral indefini-
da [ flx)dx
2 Propiedad lineal de la integral
indefinida
3 Definicion de la integral definida, | integral definida, limite
propiedad lineal de la integral | superior (inferior),
definida Jofwdx = (/) ]
4 Propiedad de la integral definida
acerca de sus limites
5 Derivada de la integral definida
con respecto a su limite
6 Representacion del area de la
parte comprendida entre una
grafica y el eje x con integral
definida
7 Tipo basico del cdlculo del area
8 Area de la parte comprendida
entre dos gréficas
9 Calculo del area delimitada por

dos lineas

Ejercicios de la leccién

Problemas de la
Unidad

Problemas de la Unidad A

Problemas de la Unidad B
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Puntos de leccion

Leccion 1: Derivadas de funciones polindmicas
El fundamento del calculo infinitesimal es dificil para los estudiantes de bachillerato y en la mayoria
de los casos no se ensefia bien, la diferenciacidn y la integral de funciones polindmicas es muy facil.

n-]lzlxn+1+c_

Ademas, este aprendizaje proporciona a los estudiantes una buena oportunidad para conocer la eficacia
de matematicas.

Hay sélo dos férmulas a memorizar: diferenciacion (x#)’ = nx7 -1 integral [x" dx =

La leccion empieza la explicacidn acerca de la “velocidad en un instante” y la relaciona con la pendiente
de la tangente de la grafica. Se espera que los estudiantes entiendan el sentido manejando el ejemplo
de valores concretos.

Aunque es importante que los estudiantes conozcan la definicion de la derivada, una vez que aprendan
la férmula, no hay necesidad de recurrirse a ella.

Leccion 2 Aplicacion de derivada

La primera aplicacién que se estudia es la tangente. El hecho de que su pendiente es igual al valor de la
derivada viene de la propia definicidn de la derivada. Es facil encontrar la tangente cuando estd dado el
punto de tangencia, pero encontrar la tangente que pasa por el punto dado que estd fuera de la gréfica
es un poco dificil. Los estudiantes encontraron la misma situacién en Matematica Ill Unidad II.

La segunda aplicacidn es el cambio del valor de la funcidn. La relacién entre el cambio del valor y el signo
de la derivada es demostrado utilizando el teorema del valor medio que se ensefia en la Unidad IV (aln
no estd demostrado en esa unidad). Aqui basta la explicacidon con unos ejemplos y la grafica. Hay que
tener cuidado con el hecho de que f”(a) = 0 no siempre significa que f(x) toma su extremo relativo en
x = a. Utilizando la grafica se puede encontrar el numero de distintas soluciones reales de la ecuacién y
demostrar la inecuacion.

Leccidn 3 Integrales
Después de la definicidn de la derivada, no hay mucha dificultad en el aprendizaje salvo el uso de las
fracciones en el calculo de integral definida. El Libro del Estudiante trata de evitarlo cuanto sea posible.
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Unidad Ill. Leccion 1.

Clase 1

(Continda en la siguiente pagina)

’:@3 Ejemplo 1.1

(15 min)

El objetivo es enten-
der que la velocidad
corresponde a la pen-
diente de la grafica de
tiempo-recorrido.

O Ejemplo 1.2

(30 min)

Si se agranda la vecin-
dad del punto (1,1) de
la grafica y = x2, se ve
como una recta.

La pendiente corres-
ponde a la velocidad en
el instante de x = 1.
Para encontrar la pen-
diente, se toma un
punto cerca de (1, 1) y
calcula la pendiente de
la recta que une este
punto con (1, 1).

Luego se acerca este
puntoa (1, 1)y el limite
es la pendiente.

Objetivo:  Aplicar el concepto de la velocidad en el instante
para definir la pendiente de una funcién.

Evaluacion: Explicar cdmo encontrar la velocidad en el instante.

Leccién 1. Derivadas de funciones polindmicas

Clase 1. Velocidad en el instante

.......................................................................................

H ‘0 Ejemplo 1.1. En la recta numérica, un pun- [A] Relacién entre la
¢ to P sale del punto A y se mueve hacia la dere- m distancia, el tiempoy la
cha. La distancia y metros, entre los puntos P y A P velocidad.

¢+ Adespués de x segundos esta dada como y = 2x. H

a) Haga la grafica de la funcién y = 2x (x 2 0).
¢ b) Encuentre la velocidad metros/segundo (m/s) del punto P.

: H

H H

+ Solucién: H [3"

H : H =
H 7?’;
H
H

b) Ax, representa la dife-

0 1 rencia (o cambio) de x.
H y 0|2 R . Se aplicalo mismo a Ay.
; Ax 1 espuesta: ;

: Ay 2 ;metros/segundoo H Av=1-0=1

; Ay, s P ar=2-0=2

B Ax H

.......................................................................................

Nota: En este ejemplo, la velocidad no cambiay

( velocidad = la pendiente de la grafica. ]

..................................................................................

: Q) Ejemplo 1.2. Una bolita P sale del punto A A m
i caeen la pendiente. La distancia y metros entre A

i y P después de x segundos esta dada como y = x2.

Figura 1.1

Ahora la grafica de y =x2 no es una recta, lo que quiere decir, la velocidad va
cambiando. Sin embargo, si se agranda la parte alrededor del punto (1, 1):
+ la gréfica parece casi una recta. Ahora se trata de encontrar su “pendiente”. }
¢ Encuentre la pendiente completando la tabla.

o 1 2 1 [11 [ 1 [101]1] 1001

.......................................................................................
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Objetivo:

Evaluacion: Ejercicio 1.1

Entender la definicidn de derivada.

Unidad Ill. Leccion 1.
Clase 1

(Continuacién)

Clase 2

(Continua en la siguiente pagina)

X 0 1 0.9 1 0.99 1 0.999 1
Y
Ax
Ay
Ay
Ax
Solucion:
X 1 2 1 1.1 1 1.01 | 1 | 1.001
y 1 4 1 1.21 1 |1.0201} 1 |1.002001
Ax 1 0.1 0.01 0.001
Ay 3 0.21 0.0201 0.002001
Ay 3 21 2.01 2001 |—>2
Ax
X 0 1 0.9 1 0.99 1 0.999 1
y 0 1 0.81 1 0.9801 | 1 ]0.998001| 1
Ax 1 0.1 0.01 0.001
Ay 1 0.19 0.0199 0.001999
Ay
- 1 1.9 1.99 1.999 -2 —
Ax [‘?];
Respuesta: La “pendiente” es 2. Este corresponde a la
“velocidad enx =1".
Clase 2. Definicién de derivada
La Figura 1.2 muestra la grafica de una funcién. Se toman y
dos puntos P(a, f(a)) y Q(a + h, fla + h)) en la grafica. La
pendiente de la recta PQ es Slaxh) |ommmmmmmm e
(a+h)—/fla) ,
% flah)| oo
Ahora el punto Q se acerca al punto P. Entonces la
pendiente de la recta se acerca a la pendiente de la fla) (-------
recta /, es decir:
}U—T}W = la pendiente de / ,; a+}1’ cﬂh X
Figura 1.2
La funcion que corresponde el valor de x = a, a este lgura
limite se llama derivada de f(x).
Unidad Il » Leccién 1 » Clase 2. Definicién de derivada 47

Si se calcula a mano, se
entendera mejor que el
limite es 2.

[Hasta aqui Clase 1]

[Desde aqui Clase 2]
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Clase 2

(Continuacion)

Definicion de Derivada

(20 min)
Se explica relacionando &
con el Ejemplo 1.2 de la befiniciendederivada Otras notaciones ©
| 1 Sea f(x) una funcién. Cuando existe el limite f*(x) = /I1|_rn)$ d .
Clase 1. i se le denomina derivada de f{x). Eﬂx)'
Que el punto Q tien- Cuando se trata de la
de a P Corresponde a Se denomina diferenciacién al encontrar la derivada. funccilény =/x)
, ay :

: ¥y, (derivada de y

que AX tlende a O en e' Nota: Hay funciones que no tienen derivada. con ?becspecto ax).

Ejemplo 1.2

x (x<1) Cuando f{x) tiene su

Ejemplo: f(x) =[

2x—1 (1<x) <1 fl=1 derivada se dice que
: ;L @zt s flx) es diferenciable
Ejemplo de una funcién )
. . fim SN A1) im SR A1) (derivable).
no diferenciable 70" h o h B fenofrn <0
1+h)=
H 2(1+h)-1 (0<h
(5 mln) Por lo tanto (i1 ©<h)
Los estudiantes tienen Jim SEEHZI). 16 existe. i LD =10
- h—0"
que entender qUE 1a | e seaees TR
e ., . L H =g B e h
grafica de funcién dife- i ‘@' Ejemplo 1.3. Sea f(x) = x2. Encuentre f'(x). P
renciable es “suave”. { Solucion:f”(x)= i DI bR (624 200 ) =2 {

: = lim 2R i BV i 04 ) < oy o
oY L. e . #o ko] B e o {ern-1p-a
@ Ejemplo 1.3 Nota: Si se sustituye x = 1 en f’(x), se obtiene /’(1) =2 - 1 =2, el valor que = i, h
(5 mln) se ha obtenido en el Ejemplo 1.2. _ ,,'l”3+2+ 2;*2 =2
:}‘% Ejercicio 1.1. Encuentre f”(x) y f*(1).
%O a) flx) =x b) f{x) = 3x ) flx)=2 d) flx) =x2 +3x Para encontrar f'(1)
& EjerCiCiO 1.1 basta sustituir x = 1 en
(10 mln) Solucién Nota: (Una funcién diferenciable es una funcién continﬂa.] S
St h) —fx)
a) /" (x) =lim S ) S
h—0 * Demostracién: Jim { /() ~la)} = m{W-h}
=i (x+h)—x
_hl—rpO h =me lim /= f"(a)-0=0
= i L= liml = im Al =
_}ll_,oh = b= 1 Luego lim f{x) =fla).
f(1)=1
48 | Unidad Ill » Leccién 1 » Clase 2. Definicion de derivada
x+h) —/x)
"(x) =lim =
b)f (x) PRl h
3(x+h) = 3x flx+h) —fx) 2-2 0
=lim———— Cc)f'x)= lim————— = |lim——— = lim— = lim0 =0 (1)=0
h—0 h )f7) h—0 h h—0 B -0l  h—0 )
=lim="=lim3=3 , St =) {3t -0 3 itk 43k
h—0 h—0 d) /'(x) = lim = lim = lim
fl(l) - 3 h—0 h h—0 h h—0 h
= hlimo(z;c+h+3)=2x+3 (1)=2(1) +3 =5. Nota (5 min)
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Objetivo:
derivada.

Evaluacion: Ejercicio 1.2, Ejercicio 1.3, Ejercicio 1.4

Derivar polinomios utilizando la propiedad

Unidad Ill. Leccion 1.
Clase 3

(Continua en la siguiente pagina)

Clase 3. Calculo de la derivada

Propiedad de derivada
a) c es constante = (c)' =0
b) {kf(x)Y =k f'(x)  k: constante
o) {flx) + glx)Y =/"(x) + g’ (x)
d) {fx) —gx)}Y =/"(x) - g’(x)

Demostracion: a) Sea f(x) = ¢. f'(x) = AQW

[im €—¢
h=0 h

=1lim 0=0
h—0

b)Seagly) = /() g'te) = Jimg MO ZHE)

Slx+ hh) —/Ix) = kf’(x)

=k |im
h—0

c) y d) se demuestran utilizando Matematica Ill, Unidad I,
Leccidn 1, Clase 2.

De la propiedad anterior, se reduce el célculo de la derivada de la funcion
polinédmica al de monomios. En cuanto a esto ultimo, se tiene la siguiente:

Derivada de monomios
(x7) =nx"-1 (n: nimero natural)

* Demostracién.  Primero se tiene la siguiente igualdad

ar—=br=(a=b)(a"1+a2b+ - +qgr-1-ihi+ 4 pn-1)
(n: nimero natural)
Para la demostracion desarrolle el lado derecho.

Luego, seanx+h=a yx=h.

lim L (@—x)(@ -1+ a7 -2+ +x1-1)

(x+h)"—x" _
h h—0 h

x7) = lim
)y = Jim

= lim(an-1+am-2x+ - +x1-1) = pxn-1
h—0
......................................................................................

H ':@:' Ejemplo 1.4. Sea f(x) = 2x3 — 3x + 4. Encuentre f”(x) y *(2).

B

(c)” significa derivada
de ¢ como funcién de x.

Se verifica la inversa de
a).

/’(x) =0enunintervalo
= f(x) es constante en
este intervalo.

Se omite demostracion.

111, 1, Clase 2.

>=
i 1
7w
ISt
o>

Solucién: f”(x) = (2x3 — 3x + 4)’ f(2)=6-22-3
: =(23) = (3x) + (4) =21 No siempre es necesa-
=2(3) =3(x) rio escribir el proceso
=2-3-x3"1-3x1"1 tan detalladamente.
=2-312-3-1
H =6x2-3 K
Unidad Il  Leccion 1 » Clase 3. Calculo de la derivada 49

Propiedad de la deri-
vada (12 min)

Solucion:
c) {/1x) + gx)Y
=flx) +g’(x)
sea d(x) = f(x) + g(x)
d’(x)

- iy L= )t

h-0

= lim flx+h)—flx) +lim glxth)—gx
h h=0 h

h-0

=/"(x) +g’(x)

d) {fx) —g(x)Y
=f"(x)-g'(x)
sea d(x) = f{x) — g(x)
d’(x)

. (c+h) —flx) _ glxt+h)—gl)
,l,'_rf?)[fx ) flx) gl ) gx]

forth=fl) gl k) —gl
h h—0 h

=/"(x)-g"(x)

lim
-0

Derivada de mono-
mios
(5 min)

* Demostracion se pue-
de omitir

20 Ejemplo 1.4

Unidad Ill e Leccion 1 e Clase 3. Célculo de la derivada

(5 min)
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Unidad Ill. Leccion 1.

Clase 3

(Continuacion)

Ejercicios de la leccion

Zi;\f‘i Ejercicio 1.2
(5 min) Solucion

a) f'(x)=12x2 -
f'(2)=46
b) /'(x)=6x+4,

(2)=16

¢) f7(x) =—20x3— 6x + 4
f(2)=-168
d) /”(x) = 6x2,

1(2)=

{@3 Ejemplo 1.5
(4 min)

2’;\? Ejercicio 1.3

(6 min) Solucion

a) y=3x2+5x+2,
y' =6x+5

b) y=4x2-4x+1,
y'=8x-4

c) f(x) =x3+x2-2x,
f(x) -3x2+2x—2

d) f(x) = 4x2
Sx) =

':@:' Ejemplo 1.6
(4 min)

7RG
é\g Ejercicio 1.4
(4 min) Solucion

a) L fir) = 2

b) % g(s)= 65— 1
c) % =2nrh

d) 5 =-152+ 6y

74

é’;\? Ejercicio 1.2. Encuentre f”(x) y f”(2).
a) f(x)=4x*-2x +5 b) f(x) =
c) f(x)=—=5x*—3x2+4x

¢ Solucién: y=(2x—1)(x+3)=2x2+5x -3

: 5@3 Ejemplo 1.5. Sea y = (2x — 1)(x + 3). Encuentre y".

3x2+4x+1
d) f(x)=2x3-3

......................................................................................

.......................................................................................

& Ejercicio 1.3. Encuentre y’ o f”(x).
a) y=(Bx+2)(x+1) b) y=
c) flx) = (x2+2x)(x - 1)

(2x—1)2

: @ Ejemplo 1.6. Sea V(r) =
4
3

dr

i Solucién: %V(r): - 3r2=4mn?

%
&2 Ejercicio 1. 4 Encuentre la derivada:

a) f=nr2, L 1)

dr
c) y=mnrh, dy
dr

Ejercicios de la leccién

1. Calcule la derivada aplicando la definicién.
a) flx) =-2x b) flx) =x2-x

2. Encuentre lo que piden.

a)flx)=5x2=4x+2,  f'x), f'(-1)

b)g(x)=(2x+3)3x-1)  g'(x),g"(-2)

d d
o) hin)= *gfz Wh(t)' Wh(l)

50 | Unidad Il » Leccion 1 » Ejercicios de la leccién

b) gls) =3s2-s,

d) z=-5y3+3y2,

d) f() = 4x + 3)(x - 3)

.......................................................................................

5 nr3 Encuentre iV(r)

d

s gls)
dz.

d

&

d quiere decir “deri-

dr

var con respectoa r”.

......................................................................................

Clase 2

Clase 3

Ejercicios de la Leccion. Solucién
S+ h) = fx)

—2(x+h) —

(—2x)

1.a)f"(x)= |i21 P = lim

h—-0
f(x+h) = f(x)

h

{ e+ )2

—(x+h)}—(x2—x)

Iimih = lim(2) =
h—0 h h—0

. 2xh+ h?
= lim

-2

—h

b) /)= =
=2x-1

Inciso 2 Vedse solucién en la pagina 82

= |Im(2x+h— 1)
h—0

Unidad Ill e Leccidn 1 e Ejercicios de la leccion
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Objetivo:  Definir la tangente de una funcion.

Evaluacion: Ejercicio 2.1

Leccién 2. Aplicacion de derivada

Clase 1. Tangente

(" Definicién de tangente

Sea y = f(x) una funcidn diferenciable. Sea P(a, f(a)) un punto de su
grafica. La tangente de la gréfica en el punto P es la linea que pasa
por P cuya pendiente es f(a).

Ecuacion de tangente
La tangente de la gréfica y = f(x) en el punto P(a, f(a)) es
y=/L"a)x-a)+fla) ..(1)

Demostracion: la pendiente de (1) es f”(a).
(1) pasa por el punto (a, f(a)).

....................................................................................... es m es:

)
: 3@-‘ Ejemplo 2.1. Encuentre la tangente a la graficade y=x2—x+3 en el;
¢ punto (2, 5) de la grafica. H

Solucién: Sea f(x) =x2—x + 3.
i S =2x-1.  f(2)=3

§ La tangente es una linea que pasa por (2,5) y cuya pendiente es 3.
¢ Por lo tanto,
t y=5=3(x-2), y =3x -1 (Respuesta)

......................................................................................

%
&? Ejercicio 2.1. Encuentre la tangente de las siguientes graficas en el
punto dado.

a)y=x2-3x+4, (1,2)
y=—-x3+2x2+1, (-1,4)

b)y==-3x2+4x+1, (1,2)
dy=x-3x, (-1,2)

+ X * Ejemplo 2.2. Encuentre la tangente de la grafica y = x2 que pasa por:
i el punto Q(3,8) fuera de la gréfica. :

i Solucién: Sea f(x) = x2. Sea (a, a?) el punto de tangencia.
: La pendiente de la tangente es f”(a) = 2a.

Como pasa por el punto (a, a?), la tangente es:
H y=2alx-a)+a?, y=2ax-a® (1) :
¢ Esta linea pasa por el punto (3, 8), por lo tanto, sustituyendo (3,8) en (1)::
: 8=2a-3-a?, a-6a+8=0, (a-2)(a-4)=0 :

Sustituyendo a =2 en (1), se obtiene que: y =4x -4 sustituyendo,

Sustituyendo a = 4 en (1), se obtiene que: y = 8x— 16

Unidad Il » Leccidn 2 » Clase 1. Tangente

y=b=m(x-a)
[Matemdtica I. Unidad IV]

a=2,4en(a, a?)
(2,4) y (4, 16)

%

La linea que pasa por
(a, b) y cuya pendiente

a=2y4 : Los puntos de tangencia:

51

{@3 * Ejemplo 2.2

Unidad Illl. Leccion 2.
Clase 1

(Continua en la siguiente pagina)

Definicion de tangente
(10 min)

En el Ejemplo 1.2, la tan-
gente de y = x2en (1, 1)
corresponde a la ima-
gen de la derecha en la
Fig. 1.1.

Ecuacion de tangente
(5 min)

El aspecto importante es
que la pendiente de la
tangente es el valor de Ia
derivada en el punto de
tangencia.

’:@3 Ejemplo 2.1
(10 min)

% o

& Ejercicio 2.1

(20 min) Solucién

a)Seaf(x)=x2—-3x+4
f'ix)=2x-3,/'(1)=-1
tangente y—-2=—(x-1),

y=-—x+3
b)y' =—-6x+4,
pendiente -2
tangente y—2=-2(x—1),
y=—2x+4
c)y’ =-3x2+ 4y,
pendiente -7
tangente y—4=-7(x+1),
y==7x-3
d)y’ =3x2-3,
pendiente 0
tangente y—2=0(x + 1),
y=2

Unidad Ill  Leccidn 2 ¢ Clase 1. Tangente 75



Unidad Illl. Leccion 2.

Clase 1

(Continuacion)

Clase 2

(Continua en la siguiente pagina)

Z<§’§ * Ejercicio 2.2

Solucién:

Sea a la coordenada x del

punto de tangencia.

a) tangente y=2a(x—a)+a?

y=2ax—a>.

Sustituyendo (2, 3)
a’—4a+3=0,a=1,3
y=2x-1,y y=6x-09.

b) tangente y = (—2a + 3)
(x=a) + (—a? + 3a).
Sustituyendo (2, 3),

a*-4a+3=0
a=1,3 y=x+1,
y=-3x+9

c) tangente
y=—"2a(x—a)—a?
Sustituyendo (2, 5)
a’?-4a-5=0
a=5-1 y=-10x+25,
y=2x+1

d) tangente y =6a(x—a) +
3a?-1.
Sustituyendo (1, —1)

3a2-6a=0
a=0,2 y=-1,
y=12x-13

[Hasta aqui Clase 1]

[Desde aqui Clase 2]

Definicion: creciente y
decreciente (2 min)

Ejemplo (4 min)

Teorema (4 min)

Objetivo:
y el cambio del valor de la funcién.

Evaluacion: Ejercicio 2.3y 2.4

& * Ejercicio 2.2. Encuentre la tangente que pasa por el punto dado.
a)y=x%, (2,3) b)y=-x2+3x, (2,3)
cy=-x% (2,5) dy=3s2-1, (1,-1)

Clase 2. Tabla de variacion

Definicién: En un intervalo una funcién f(x) es:
Creciente: x; < x, = f{x1) < f(x2)
Decreciente: x; < x, = f(x1) > f(x2)

.......................................................................................

{ Ejemplo :
: y y :
é y=x+1 y=-x+1

: X X

Creciente Decreciente

H y'=1>0 y’'=-1<0

......................................................................................

Como se ve en este ejemplo, hay una relacion entre el cambio del valor de
una funcion y el signo de su derivada. E}ﬁ
[

Teorema: Sea f{x) una funcién continua en [a, b] y diferenciable en Para ,lé demostracién
(@, b) se utiliza el Teorema

del valor medio que se
aprenderd en la Unidad
V.

f’(x) >0en (a, b) = f(x) es creciente en [a, b]
f'(x)<0en (a, b) = flx) es decreciente en [q, b]

.......................................................................................

H —~
: ':@f Ejemplo 2.3. Sea f(x) = x2 — 4x + 1. Investigue el signo de f”(x) y el
cambio de valor de f(x).

Solucion: f'(x) =2x—4,f’(x)=0 & x=2

Por lo tanto, se tiene que:

x<2 = f'(x)<0 = f(x)es decreciente
x=2= f'(x)=0

2<x = f'(x) >0 = f(x) es creciente.

La siguiente tabla representa el resultado

del Ejemplo 2.3. [g’f
-
X x<2 2 2<x \i significa decreciente.
S (x) - 0 +
f(x) N -3 2 2 significa creciente.

En este libro se le llama a esta tabla: tabla de variacion.

.......................................................................................

52 | Unidad Ill » Leccién 2 » Clase 2. Tabla de variacién

':@:' Ejemplo 2.3. (4 min)

Tabla de Variacion (3 min)
El término “Tabla de Variacidon” se utiliza sélo en este Libro.
Generalmente puede significar otra cosa.

76 Unidad Ill e Leccidn 2 e Clase 2. Tabla de variacion

Establecer la relacidn entre el signo de la derivada




Objetivo: Definir e identificar los extremos relativos de una

funcion.

Evaluacion: Ejercicio 2.5

Unidad Illl. Leccion 2.
Clase 2

(Continuacién)

Clase 3

(Continda en la siguiente pagina)

& Ejercicio 2.3. Haga la tabla de variacién.
a) f(x) =x2—6x b) f(x) = 3x2 - 6x
o) f(x)=—x2+2x d)f(x)=—x2+4

.......................................................................................

§ Solucién: f(x) =3x2-3=3(x +1)(x-1)=0, x=-1y1 :
i X x<-1 -1 -1<x<1 1 1<x Los signos
, H x<-1,-1<x<1lyl<x
S0 ! 0 0 * : se pueden omitir.
: fx) 7 2 N -2 2 H

& Ejercicio 2.4. Haga la tabla de variacién.
a) flx)=x3-3x2 b) f(x) = 2x3 + 3x2
c) flx)=—x3+3x d) f(x)=—x3—-6x2

Clase 3. Extremos Relativos

Definicién: Seaf(x) una funcién definida en el punto x, de su dominio. Se llama también:

Se le denomina a f{xo): (o
o) méaximo local,
maximo relativo si f(x) < f(x,) para valores de x aproximados a xo minimo local.

minimo relativo si f(x) 2 f(x,) para valores de x aproximados a x, Ambos se llaman extre-

mo relativo (local).

.
Y

V" Ejemplo 2.5. Haga la tabla de variacion de f(x) = —x3 + 3x2 + 9x vi

En general
¢ encuentre los extremos relativos. H X a
: Polfwl e [o] -
i Solucion: f”(x) = =32 + 6x +9 =—3(x2 - 2x - 3) ICIERITI
: =-3(x—3)(x+1)=0, x=3 y -1 :
maximo relativo
X -1 3 H
1(x) - 0 + 0 - maximo relativo f(3) = 27 X a
70 S | =51 =~ 7 |~ minimo relativo f(-1) = -5 : ol - o +

H H
. »
.

et ]y )
/P

& Ejercicio 2.5. Haga la tabla de variacién y encuentre los extremos
relativos.

a) f(x) =x3—6x2

minimo relativo

b) f(x) = 2x3 + 9x2
Dése cuenta del cambio

¢) fx) =—2x3 + 9x2 + 24x de signo de la derivada.

d) f(x) ==2x3+3x2 + 12x

Unidad Il » Leccién 2 » Clase 3. Extremos relativos 53

2",@3 Ejercicio 2.3
(10 min) Solucion:
a)| x [x<3] 3 [3<x

S| -] 0] +

fX)| Y| -9| 2
b) [ x [x<1] 1 [1<x

f'x)| -] 0] +

fX)| Y| -3| 2
o[ x [x<1 1 J1<x

)| + ] 0] -

fX) | A 1| N
d[ x [x<0 0 [0<x

S +] 0] -

fX)| A 4| N
{@} Ejemplo 2.4
(5 min)

%8

& Ejercicio 2.4

(13 min)

a) f”(x) = 3x2 - 6x = 3x(x - 2)

X 0 2
S|+ [ 0] -]0]+
Ao [N[-4 [~
b) f’(x) = 6x2 + 6x

=6x(x+1)

X -1 0
S| +[0]-]0]+
A1 (N[0 [~
c)f'x)=—3x2+3

=-3(x+1)(x-1)

X -1 1
S| -]0[+]|0]-
I~ =2 A2 [

[Desde aqui Clase 3]

L . tiene que cambiar el signo.
Definicion de Extremos relativos

R %
(5 min) é\% Ejercicio 2.5

{@} Ejemplo 2.5 (7 min)

Para ser extremo relativo, la derivada

(33 min) Solucion. Vease en pagina 82

d) f'(x) =—3x2—12x

=—-3x(x +4)
X -4 0
f'x)| -]0|+]0]-
TN BE2 A0 [

[Hasta aqui Clase 2]
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Unidad Ill. Leccidn 2. Objetivo:  Dibujar la gréfica de la funcion de tercer grado.

Clase 4 Evaluacién: Ejercicio 2.6
Clase 5 Objetivo: Identificar las funciones que no tienen extremos
(Continua en la siguiente pagina) relativos.

Evaluacion: Ejercicio 2.7

5@3 Ejemplo 2.6

(10 min)
& Eiercicio 2 Clase 4. Grafica de funcion de tercergrado (1)
@ a !erCICIO 6 @ Ejemplo 2.6. Encuentre los extremos relativos de f/(x) = x3 — 3x2 — 9x: 7%&
(35 mln) y haga la grafica. , “La gréfica de f (x)” quie-
, _ s re decir la gréfica de y =
a)f (x) =3x2-12x+9 3 Solucion: /7 (x) = 3x2— 6x — 9 = 3(x2— 2x — 3) S ().
= =3(x-3)(x+1)=0 - - : Para dibujar la grafica se
= 3(x - 1)(X - 3) Y= 3(;_1)()( ) -1 3 A necesitan los extremos
1 3 relativos, si existen.
f" (X) + 0 _ 0 + X -1 3 Para dibujar la grafica hay
S 0 - 0 que unir los puntos que
f (x) A 41N 0 A H 'f, ) * * corresponden a los extre-
max. min. JSx) 7 i 5 N _ _27 7 H mos relativos, el intercep-
rel. rel. li?:;rvg ’;gllglnmvg to enyy cuando se pueda
4 y Seseseen ceeeenans H los interceptos en x.
@ Ejercicio 2. 6 Encuentre Ios extremos =27 H De igual forma se deben
relativos y haga la gréfica. ~ tetetesesssssscscsccccecesecd hacer los trazos siguien-
N3 oy do el comportamiento de
a) f(x) =x3—6x2+9x b) f(x) =x3+12x2 + 36x + 10 /lx) cuando crece o de-
c) f(x) =—=2x3 + 15x2 - 24x d) f(x)=-2x3-9x2-12x-4 crece.
X
0 1 3
Clase 5. Grafica de funcion de tercer grado (2)
b)f’(x) =3x2+24x + 36 T T . [2‘
_ H Ejemplo 2.7. Haga la grafica de f(x) = x3 = 3x2 + 3x. H =j
=3(x+2)(x +6) § Solucion: f7(x) =3x2 —6x+3=3 (x—1)2 ! i Esta funcién no tiene
X —6 -2 H 1 : extremos relativos.
7 : x 1 : En (1, 1)1
f (x) + 0 — 0 + : 1’ (x) + 0 + : th(izont)aI? neente es
W[ A0~ 22~ TR R g
méx— min S e A L U ;
ek et Nota: f”(a) =0, no siempre significa que f'(x) tiene su extremo relativo en
: S
X = a. Hay que investigar el signo del valor alrededor de x = a.
Hay cuatro casos:
X a X a
S - 0 + Sx) |+ 0 -
JW) |~y | fla) | A J) | A [ fla) | N
minimo relativo maximo relativo
X a X a
)+ 0 + S| - 0 -
. . { 7 2 | N N
Incisos ¢ y d véase so- /0 /) /) /)
IUCién en |a péglna 82. L No son extremos relativos —T
54 | Unidad ll » Leccion 2 » Clase 4 y 5. Grafica de funcién de tercer grado
[Hasta aqui Clase 4]
[Desde aqui Clase 5]
o) [g.' »
@ Ejemplo 2.7 bf
(5 min) La grafica debe Nota (10 min)
tener la tangente hori- Hay que distinguir los
zontal en (1,1). cuatro casos.
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Objetivo:  Encontrar los extremos de las funciones de tercer
grado utilizando la tabla de variacion o la grafica.
Evaluacion: Ejercicio 2.8

Objetivo: Aplicar la manera de encontrar los extremos de
funciones de tercer grado al problema.
Evaluacion: Ejercicio 2.9

Unidad lll. Leccion 2.
Clase 5 (Continuacién)

Clase 6
Clase 7

........

H 5@} Ejemplo 2.8. Haga la grafica de f(x) = x3 + 3x.

B

H y T —
¢ Solucién: f”(x) = 3x2 + 3 >3 >0 i Esta funcion no tiene
H H extremos relativos.
X
) |+ x
S x)

........

& Ejercicio 2.7. Haga la gréfica.
a) f(x) =x3+3x2+3x b) y=-x3 c) y=x3+x d) y=-x3-3x

Clase 6. Extremos de funciones

H ’-@-‘ Ejemplo 2.9. Encuentre el méximo y minimo de la funcién f/(x) =x3-3x2 } = A
en el intervalo [- 1, 4]. H Comparar los extremos re-
H » ) H lativos con los valores en
i Solucién: f”(x) =3x?—6x=3x(x-2)=0, x=0,2 { los extremos del intervalo.
Plox -1 0 2 4 1617
A + |0 ] -0+ maximo 16 (x = 4) H
Pl fx) -4l A 0| N | -4 2|16 | minimo-4(x=-1,2) :

Q;\ Ejercicio 2.8. Encuentre el maximo y el minimo en el intervalo dado. 1] 2

a)flx)=x3+3x2, [-2,2] b)f(x)=—-x3+6x2-9x+2, [0,4] ‘7 4y ox

14

Clase 7. Aplicacion de los extremos

: ~ .
H '«@-’ Ejemplo 2.10. Hay una chapa de zinc de forma cuadrada cuyo lado :
¢ mide 6 cm. Cortando los cuadrados del mismo tamafio de las cuatro es- }
¢ quinas, se hace un recipiente sin tapa de la forma paralelepipedo rectan- :

¢ gular. Para que la capacidad sea la mayor posible, écudnto deben medir S—6cm—"

: 5 :

¢ los lados de los cuadrados que se cortan? :

: :

H Solucién: Seaxcmlamedidadelosladosde los cuadrados, xdebe pertenecer H Y

¢ alintervalo (0, 3). Sea y cm3 la capacidad del recipiente elaborado. H PSP

. La base del recipiente tiene la forma de cuadrado cuyo lado mide: :

‘ (6 —2x) cm. La altura mide x cm, por lo tanto: y = (6 — 2x)2x = 4 (x3 - 6x2 + 9x)

H Hay que aclarar el do-
y =122 —4x+3) =12 (x-1)(x—3)=0 | v 4

H minio de x.
x=1,3 y
H
x 0 1 3 H 16[p
B H |
- * 10 - i
H y A 16 N Respuesta 1 cm. H
-------- .ee .ee L4
% Eiercici . . )
N, Ejercicio 2.9. En el Ejemplo 2.10, si la chapa mide 5 cm de anchoy 8 cm
de largo, ¢cuanto deben medir los lados de loa cuadrados que se cortan? »=4(x3-6x2 +09x)
Unidad Il  Leccién 2 » Clase 6. Extremos de funciones « Clase 7. Aplicacién de los extremos 55

204 Ejemplo 2.8

(5 min)

Hay que distinguir esta gra-
fica de la del Ejemplo 2.7.

% 0

é,\fi Ejercicio 2.7
(25 min) Solucién
Vedse en pagina 82.

=)

=7 4
Hasta que se aprenda la
concavidad de la grifi-
ca en la Unidad IV, no se
puede esperar que los es-
tudiantes hagan las grafi-
cas bien hechas.

[Hasta aqui Clase 5]
[Desde aqui Clase 6]

‘:@} Ejemplo 2.9
(10 min)

% o

& Ejercicio 2.8

(35 min) Solucién:
a)f"(x) =3x2+6x=3x(x +2)
x |=2 0 2
o] -0+
[ a|~[0][ 220
max. 20 (x=2) min.0 (x=0)

b) f/(x) = =3x2 + 12x— 9

[Desde aqui Clase 7]

==-3(x—1)(x-3)
x |0 1 3 4
W [=lo]+|0]-
ISIENEERANE

%O max.2 (x=0,3) min.—-2(x=1,4)
3@: Ejemplo 2.10. (20 min) & Ejercicio 2.9. (25 min) Solucién
Hay que saber el dominio de la varia- Vedse en pagina 83.

ble segun la situacién.

[Hasta aqui Clase 6]
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Unidad Ill. Leccion 2. Objetivo: Determinar la relacién que hay entre el nimero de

Clase 8 solucion real de f(x) =0y el niUmero de interceptos
en x de la grafica y = f(x).

Clase 9

) - L. Evaluacion: Ejercicio 2.10
(Continda en la siguiente pagina)

Objetivo y Evaluacion: Véase la parte de abajo izquierda

':@:' Ejemplo 2.11

(20 min)
Clase 8. Aplicacion a las ecuaciones (1)
Q@) @ Ejemplo 2.11. Encuentre el nimero de distintas soluciones reales de la siguiente ecuacién: ;
Ejercicio 2.10 ¥-3x+1=0
® N . . s Solucién: Sea f(x) =x3—3x + 1.
(25 mm) SOIUC|0n Para un namero real a,
: HA X =a es una solucién de f(x) =
Sea f()C) el Iado ’Iun ler « el punto (g, 0) estd en la gréfica de y = f(x), por lo tanto:
dO de Ia ecuacion. (el nimero de distintas soluciones reales de f(x) = 0) = -
a)f’(x) = 3x2 — (el nimero de distintos puntos que la grafica de y = f{x) tiene comun con el eje x). ;
=3x(x—2) }'=32-3=3k+1)x-1)=0, «x=1,-1 H

X 0 2 x -1 1
S+ 0] —-]0 ]+ W+ o[ -0
JE)| A2 |N[=2]7 I EE R
3 soluciones rea Ies. : Como la gréfica tiene tres puntos distintos comunes con el eje x,

i la ecuacion tiene tres soluciones reales distintas.

g\? Ejercicio 2.10. Encuentre el nimero de distintas soluciones reales.
a) ¥3-3x2+2=0 b) x3+3x2-9x+5=0 ¢)x3+9x2+24x+16=0 d) 2x3+9x2+12x+6=0

Clase 9. Aplicacion a las ecuaciones (2)

.........................................................................

@ Ejemplo 2.12. Sea a un nimero real. Investigue la relacion entre el
valor de ay el nimero de distintas soluciones reales de la ecuacion
: x3-3x2-a=0 ..(1)

SoIUC|on (1) es equivalentea: x3-3x2=a

! Las soluciones reales de (1) corresponde a los puntos comunes entre

Solucioén aincisos b, cy §y=x3-3x2 yy=a
/ .. ¢ Por lo tanto:
d véase en pagina 83. ¢ (el nimero de las distintas soluciones reales de f(x) —a = 0) = Sea f(x) = x3 - 3x2

‘ (el nimero de los puntos comunes entre dos graficas y =f(x) y y =a)
ty=x3-3x2
: y’'=3x2-6x=3x(x-2)

[Hasta aqui Clase 8] S o 3
[Desde aqui Clase 9] S+ o[ -To+ i
H fW|l Ao | N =42 T r=a

Objetivo: . VaIsrfs_iea ‘ Ndmero de distintis soluciones reales 2 2
Entender la relaciéon en- _::;io ; )
tre el nimero de distin- P a=o0 2 | :
tas soluciones reales de LU AN N O
f(x) —-qa = 0 y el numero 56 | Unidad Il » Leccion 2 » Clase 8 y 9. Aplicacion a las ecuaciones

de puntos comunes de
dos gréficas. y = flx) y

y=a. @ Ejemplo 2.12. (20 min)

Se debe transformar la ecuacion
Evaluacion: en la forma f{(x) = a, donde f{x) no
Ejercicio 2.11 tienen coeficientes desconocidos.
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Objetivo:  Demostrar la inecuacién utilizando la grafica. Unidad Ill. Leccidn 2.

Clase 9 (Continuacién)
Clase 10

Evaluacion: Ejercicio 2.12

Ejercicios de la leccion

RO

N Ejercicio 2.11
(25 min) Solucidn
&? Ejercicio 2.11. Investigue la relacion entre el valor de a y el nimero de distintas soluciones reales Vease en pagina 83.
de la ecuacion:

a)x3+6x2—a=0 b)x3-6x2-15x—a=0 c)x3-9x2+15x+a=0 d)x3+6x2+9x+a=0

[Hasta aqui Clase 9]

L, .. . .. [Desde aqui Clase 10]
Clase 10. Aplicacién a la demostracion de inecuacion

5@3 Ejemplo 2.13. Demuestre que x3—3x+2>0 en (1, o). -
Solucion: Sea f(x) = x3 - 3x + 2. V. @ Ejemplo 2.13
’ = 23 = —
f'x)=3x2=-3=3(x+1)(x-1) 4 . [%}ei (15 mln)
X -1 1 Se puede omitir la par-
fx) + 0 - 0 + te que corresponde a
/Ml Al al ] o] A [ ] 1 ¥ (=00, 1).

o, 0\
6}\3 Ejercicio 2.12

De la gréfica se sabe que x3—3x+2>0 en (1, o). (30 min) Solucién

é\? Ejercicio 2.12. Demuestre la inecuacién en el intervalo dado. a) Seaf(x) =x3—-6x2+32
a)x3—-6x2+32>0 en (4, ) b) x3+9x2+ 15x >—7 en (-1, ) ) -3 2 12x=3 4
€) 2x3+ 15x2 + 36x <—27 en (=0, -3) d)2x3—3x2—36x<44 en (—oo0,-2) S(x) =3x%—12x =3x(x - 4)
X 0 4
7
Ejercicios de la leccién ?((x)) + 302 - 8 +
x)| A N A
1. Encuentre la tangente de la grafica en el punto P. Clase 1
a) y=2x2-4x+1, P(2,1) b) y=-=2x2+5x-2, P(-1,-9) y
c) y=2x3-4x, P(1,-2) d) y=-2*-4x+5, P(0,5) g
2. Encuentre la tangente de la gréfica que pasa por el punto Q, fuera de la 2
gréfica.
a) y=2x+x, Q(1,-5) b) y=-2x2+x, Q(2,-4) 10
c) y=—=x2-2x+1, Q(1,2) d)y=x2+4x-2, Q(3,-6)
3. Haga la grafica teniendo los extremos relativos en cuenta. Clase4y5 / ! ¢ °x
a) y=—2x3+3x2+ 36x b) y=—x3—6x2 + 15x + 50 o
c) y=4x3+3x2-6x d) y=—4x3+9x2+ 12x [
o) yo-2x41 f) =3+ 6r2— 1213 D3e la gzraﬁca se sabe que
4. Encuentre el maximo y el minimo en cada intervalo indicado. Clase 6 x>—6x-+32>0 en (4; oo)
a) y=x3-3x, 1) [-2,2] 2) [-2,1]  3) [-3,0]
b) y=—x3+9x2-15x+5, 1) [0,8] 2) (0,7)  3) [-1,5) b) Sea f{x) =x3 + 9x2 + 15x +7
5. Encuentre el nimero de distintas soluciones reales. Clase 8 ) 2
= + +
a)2x3-9x2-10=0 b)x3-12x-16=0 f (X) 3x 18x+15
6. Investigue el numero de distintas soluciones reales cuando el valor del Clase 9 = 3(x + 1)(x + 5)
nuimero real a varia.
43 -0 +6x-3+a=0 X 05 01
+ - +
7. Demuestre la inecuacién. Clase 10 S
203+5232+36x s x25 SX)[A[32]N |0 |7
Unidad Il » Leccion 3 « Clase 10. Aplicacion a la demostracion de inecuacion » Ejercicios de la leccion 57 y
30- 2
20-
10-
Incisos c y d véase solucion en la Ejercicios de la leccién —
- - P
pagina 83. Soluciones / B
Vedse en pagina 84 y 85. De la grafica se sabe que

xX3+9x2+15x+7>0
en (=1, ). Luego x3 + 9x?2
+15x>—7en (-1, o).
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Unidad lll. Leccidn 1. Ejercicios de la leccidn.

2. a) f'(x) = 10x — 4,

d
c) g M) =gt,

Unidad lll. Leccién 2. Ejercicio 2.5.
a) f’(x) = 3x2—12x = 3x(x — 4)

d .
“h(1)=g

f(-1)=-14

Pag. 74. Solucién

b) g (x) =6x2+7x—3

g'(x)=12x+7,

Pag.77. Solucion
b) f”’(x) = 6x2 + 18x = 6x(x + 3)

g'(-2)=-17

X 0 4 X -3 0
£ (x) + 0 0 f'(x) + 0 0
f(x) A 0 -32 fx) A 27 0

max. min. max. min.
rel. rel. rel. rel.
c) f/(x)=—6x2+18x+24 d) f7(x) =—6x2+6x+ 12
=—6(x2—-3x—4) =—6(x2-x-2)
=—6(x—4)(x+1) =—6(x—2)(x+1)

X -1 4 X -1 2
£ (x) - 0 0 £ (x) - 0 0
f(x) N -13 112 fx) N -7 20

min. max. min. max.

Unidad lll. Leccidn 2. Ejercicio 2.6.

rel.

c)f’(x) =—6x2+30x—24

y

rel.

rel.

Pag. 78. Solucién incisoscyd

d)f’(x) =—6x2-18x—12

=—6(x+1)(x+2)

rel.

=—6(x—1)(x—4)
by 1 4
S'x)| -0 |+|0]-
ITCINEENE R
min.  max.

Unidad lll. Leccidn 2. Ejercicio 2.7.

a)y’'=3x2+6x+3

=3(x

rel.

+1)?

rel.

82

Unidad Ill e Leccidn 2 e Solucionario

X -2 -1 ¢
G f'fx) -0 |+] 0]-
\ fX)IN[O|A| 1|N
min. max.
rel. rel.

Pag. 79. Solucidn

b) y’=-3x2
X 0
y| -1 0
y | N 0
d)y’'=-3x2-3
X
B
y N

-2




Unidad lll. Leccidn 2. Ejercicio 2.9.  P4g. 79. Solucién

Sea x cm la medida del lado de los cuadrados. Para hacer un

recipiente se debeaque: x>0, 5-2x>0 y 8-2x>0, 0 5
x 2

esdecir 0<x< % ... (1) La capacidad y cm3 es - 0 2
y —

= — —_— = 3 pa— 2
y=(5-2x)(8 — 2x)x = 4x3 - 26x2 + 40x ) 0 - 18 N 0
y’'=12x2-52x + 40 = 4(3x— 10)(x —1) = 0
= %' 1 Respuesta: 1cm

Unidad lll. Leccion 2. Ejercicio 2.10.  P3g. 80. Solucién incisos b, cy d

d) f’(x) =6x2+18x + 12
=6(x+1)(x+2)

b) /”(x) = 3x2 + 6x— 9
=3(x+3) (x— 1)

c)f'(x)=3x2+18x+ 24
=3(x+2)(x+4)

X -3 1 X -4 -2
S|+ [0 -]0]|+ f'x)+]0|—-]0]+
WA 32~ [0 [~ ) 7

25

15

-6 / -4 -3 -2 2 x
-5

2 distintas soluciones reales. 2 distintas soluciones reales.

Unidad lll. Leccidn 2. Ejercicio 2.11.  P4g.81. Solucién

a)Sea f(x) =x3+6x2
f(x) =3x2+ 12x = 3x(x + 4)

X -2 -1
')+ 10| —-1]0|+
a2y 1 ]~

y

1 solucidn reales.

b) Sea f(x) =x3—6x2-15x
f(x)=3x2-12x —15=3(x - 5)(x + 1)

1sol.sia<-10068<a.

2 sol.sia=-1006 8.

X -4 0 lsol.sia<0632<a. X -1 5
f'x))+ | 0| -] 0|+ | 2sol.sia=00632. f'x)+|0|—-|0]|+
fx)| 2 132|N| 0 || 3sol.si0O<a<32. fx)| 2| 8| N |-1000 2

3sol.si-100<a < 8.

c) Sea f(x) =—x3+9x2—15x

d) Sea f(x)=—-x3-6x2-09x

=3(x+1)(x+3)

1sol.Sia<064<a.

2sol.Sia=0064.

f'(x)=-3x2+18x —-15=-3(x—1)(x - 5) f'(x)=-3x2-12x-9=
X 1 5 1sol.sia<-7625<a. X -3 -1
X)) = 10|+ ] 0 |- 2sol.sia=-70625. f'x)—-|10|+]0]-
f)IN [=7]A]|25| N | 3sol.si-7<a<25. f)IN|[ O[] 4N

3s0l.Si0<a<A4.

Unidad Ill. Leccion 2. Ejercicio 2.12.  Pag.81. Solucién incisoscyd

c) Sea f{x) = 2x3 + 15x2 + 36x + 27

d) Sea f{x) = 2x3 - 3x2 - 36x— 44

6 2 -3 ,

f'(x) =6x2+30x + 36 =6(x +2)(x +3) f(x) =6x2—6x-36=6(x—3)(x+2) *
X -3 -2 X -2 3
fx)| + O -0+ fx)| + o -] 0|+ 50
fl2alo[~N[-1]n f) [~ ] o]~ [-125] 2

De la grafica se sabe que 2x3 + 15x2 +
36x +27 <0en (-0, —3). Luego 2x3
+15x2 + 36x<—27 en (—o0, —3).

De la grafica se sabe que 2x3 — 3x2 —
36x —44 <0 en (—oo, =2). Luego 2x3
—3x2—-36x<44 en (—o0, -2).

-100

-125
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Unidad lll. Leccidn 2. Ejercicios de la leccién.
1.

a)y'=4x—-4, y-1=4(x-2), y=4x-7
c)y'=6x2-4, y+2=2(x-1), y=2x-4
Sea a la coordenada x del punto de tangente.

a) vy’ =4x+1, la pendiente es 4a + 1.
La tangente es y — (2a2 + a) = (4a + 1)(x — a).
Sustituyendo (1, —5), se tiene que:
-5—(2a2+a)=(4a+1)(1-aq)
2a2-4a-6=0, a=3, -1
y=13x-18, y=-3x-2

c) ' =-2x-2, la pendiente es —2a - 2.

La tangente es y— (—a2-2a+1) = (-2a-2)(x—a).

Sustituyendo (1, 2), se tiene que:
2—(-a?-2a+1)=(-2a-2)(1-a)
a’-2a-3=0,a=-1,3

y=2, y=-8x+10
.a)y’ =—6x2+6x+ 36 5
=—6(x+2)(x—3)
X -2 3
y'|!=-10|+]0]|-
y | N |44 281N \ &
min. max. 1w
rel. rel.
)y’ =12x2+6x—6 ys
=6(2x—1)(x+1) ]
1 3
X -1 5 ,
y | +[0]|—-]10]+ i
y | A 5|YN *% A =2 = NJfox
max. min. i
rel. rel.
e)y’ =-3x2-2 Y
X 2
Y- N
y N 2 1 1 2 x
No existe extremo relativo. 2

84
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Pag. 81. Soluciones
b)y’=-4x+5, y+9=9(x+1), y=9x
d)y’=-6x2-4, y-5=-4x, y=-4x+5

b) y’ =—4x + 1, la pendiente es —4a + 1.
La tangente es y—(-2a2+a) = (—4a+ 1)(x—a).
Sustituyendo (2, —4), se tiene que:
—4—(-2a2+a)=(-4a+1)(2-a)
202-8a+6=0,a=1,3
y==3x+2, y=-11x+18

d) v’ =2x + 4, la pendiente es 2a + 4.
Latangenteesy—(a2+4a—-2)=(2a+4)(x—a).
Sustituyendo (3, —6), se tiene que:
—-6—(a2+4a-2)=(2a+4)(3-a)
a’-6a-16=0, a=-2,8

y=20x—-66, y=-6
b)y’=-3x2-12x + 15 y
=—3(x+5)(x—1) §
X -5 1 20
y, - 0 + 0 - ) —475—4 2 12 X
y | N [-50| 2 | 58] ™ *
min. max.
rel. rel. 0
d)y’=-12x2+18x + 12 X
=—6(2x + 1)(x - 2) N
1
X -2 2 15
y | =-10|+]0]|-
N3 A28 0 x
min. max. R ; 1431 \
rel. rel.
f)y’=-3x2+12x-12 y
= —3(x-2)2 5
x 2 -2 -1 ) 1 3 4 x
y | -10 |-
N ENE
No existe extremo relativo. -




Unidad Il. Leccidn 2. Ejercicios de la leccidn.
4.a)y’=3x2-3=3(x+1)(x-1)

Pag.81. Soluciones

x | -3 -2 -1 0 1 2 max. min.
v+ [+ ]+ +lol=-]-]=-]o0o]+]+ 1)[-2,2] | 2(x=-1,2) | -2 (x=-2,1)
yl-sl A2 22 ~[o N[22 22 2)[-2,1] | 2(x=-1) | 2(x=-2,1)
3) [-3, 0] 2(x=-1) -18 (x =-3)
b)y’=-3x2+18x - 15=-3(x - 1)(x = 5)
x | -1 0 1 5 7 8 max. min.
y'i=-l=-|=-|=-|10|+|0|=|=|=-]- 1) [0, 8] 30 (x=5) —51 (x=8)
y|30|N|5|N|=2|2|30|N|-2|N|-51 2) (0, 7) 30 (x=5) -2 (x=1)
3)[-1,5) | 30 (x=-1) -2 (x=1)
5.a)Seaf(x)=2x3-9x2-10 s | b) Seaf(x) =x3-12x—- 16 A j
f(x)=6x2—18x=6x(x—3) o T x f(x)=3x2-12=3(x+2)(x—-2) * RN 5
X 0 3 " X -2 2
y' |+ 0| —=]0]+ » y |+ | 0| —=]0]+
y A |-10| N |=37| A - y A 0| XN [-32|

Respuesta: 1

6.Seaf(x) =—4x3+9x2—-6x+3
f(x)==12x2+18x -6 =—6(2x — 1)(x — 1)

1
X 2 1

y | -1 0| + | 0| -
yo N | 2| A 2| N

La ecuacién dada equivale a f(x) = a.

N2 de sol. real.

Valor de a

1 a<f62<a
2 a=7562
3 T<a<2

7.Seaf(x) = (2x3+5) — (3x2 + 36x)
=2x3-3x2-36x+5
f'(x)=6x2—6x—-36
=6(x—3)(x+2)

Respuesta: 2

X -2 3 5
S+ o -[o] + ]+
flx) | ~ 49 N | =76 A 0

-1

Y 4
i De la gréfica se sabe que
e T[T T Y f(x) 20 six25.
o Luego
2x2+52>3x2+36x
’ six25.

Unidad IIl e Leccion 2 e Solucionario 85



Unidad lll. Leccion 3.
Clase 1

Objetivo:

Evaluacion: Ejercicio 3.1

Definir funcion primitiva y la integral indefinida.

Funcién primitiva e In-
tegral indefinida
(20 min)

Algunos autores llaman
integral indefinida de
f(x) el conjunto de fun-
ciones primitivas.

En este libro integral in-
definida de f(x) signifi-
ca alguna de las funcio-
nes primitivas de f(x),
es decir no es un con-
junto sino una funcién.

Funciéon primitiva de
potencia de x
(5 min)

2’;\? Ejercicio 3.1

(20 min) Solucion

C sea constante de in-
tegracion.

a)x+C

2
b)%xz (62 )+cC
c)%x3 (6%3)+C

d)%xué%“pc

!
¢ La Figura 3.1 muestra el conjunto de las

Leccién 3. Integrales

Clase 1. Integral indefinida

.......................................................................................

M
} funciones cuya derivada es 2x. )
H 4 x x2=2
H 2_1
¢ Todas las funciones tienen la forma: x )
H x2+C;  C:constante *
x2+1
3
2 =2
: X+ 3
¢ (Demostracion: sea F’(x) = 2x. X2+ 7
Entonces {F(x) — 2x}'=0. :
i Delanotaen Clase 1.3, se sabe que F(x)—x2=C) Figura3.1

.......................................................................................

Ala funcién x2 + C se le denomina funcién primitiva
de 2x y se denota mediante | 2x dx, es decir:

[2xdc =x2+c.

Diferenciar ;

2x§

Generalmente si F’(x) = f(x), se le llama a F(x) funcion primitiva de f(x).
A una funcidn f(x) corresponde varias funciones y todas tienen la forma:

F(x)+C (C: constante).
Para representar la funcion primitiva de f(x) en general se utiliza la nota-
cién [ flx) ds.
En resumen:
( [ A dx =Flx)+ C & F(x) = f(x) .}
Funcidn primitiva de potencia de x
{ fx”dx: nilx’”1+C (n=0,1,2,3,..)

Demostracion: (njll xﬂ*l) = Zi i x(n+1)=1=xn

& Ejercicios 3.1. Calcule.

a) [ d b) [ xd

c) fxz dx
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d) [xds

&
Se llama también banti—
derivada.
Encontrar la funcién
primitiva es lo que se
dice integrar.
A la constante C se le
denomina  constante
de integracion.

&
A [ /) dx sele llama

integral indefinida.
A f(x) se le denomina
integrando.

&

Ena)en lugar de fldx
se escribe fdx.
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Objetivo:
nomicas.

Evaluacion: Ejercicio 3.2y 3.3

Encontrar funciones primitivas de funciones poli-

Unidad Ill. Leccion 3.

Clase 2

Clase 2. Propiedad de la integral indefinida

B

Propiedad de integral indefinida
J[odx=C

S kfw)dx=k [ f(x)dx  k: constante
S ) + gt = [ flx)d + [ g(x)dx
S ) - gy = [ fx)de = [ glx)dx

En la igualdad que con-
tiene integral indefi-
nida, se entiende que
ambos lados coinciden
cuando se toman valo-

da (Clase 1.3) se obtiene las mismas funciones.
H ':@' Ejemplo 3.1. Calcule:f(x2—3x+4)abr.
i Solucion: [ (x2 - 3x + 4)dx
H =[x dx-3[xdv+4 [dx
i :%x3—%x2+4x+c
3\52 Ejercicio 3.2. Calcule.
a) f (2 =5x+3)dx
c) [ (3 =2x2 +5)dx

b) [ (3x?— 4x—1)dx

@ Ejemplo 3.2. Calcule: f (x +2)(2x — 1)dx.

i Solucion: f (x +2)(2x = 1)dx = [ (242 + 3x - 2)di
= %x3+ %x2—2x+C

3\52 Ejercicio 3.3. Calcule.

a) [ (x=3)(2x + 1)dx

¢) [ (2x+3)(3x—1)dx

: @ Ejemplo 3.3. Calcule: [ xt dr.
Solucic’nn:fxtdt:xftdf:x(%ﬂ+€)

2‘? Ejercicio 3.4. Calcule.

a) [ 32 dr b) [ gtdr c) [ 4nr? dr

: F'(x)=4x-5 F(1)=2.
‘ Solucion: F(x):f(4x—5)dx=2x2—5x+C

H Luego F(x) =2x2—5x+5 (Respuesta)

a)F'(x)=2x+1 F(0)=3

Demostracion: Al derivar ambos lados utilizando la propiedad de deriva-

...........................

(C: constante de integracién)

............................................................

d) [ (~6x2 + 8x - 5)dx

.......................... . @

............................................................

(C: constante de integracidn)

b) /[ (3x +1)(3x - 1)dx
d) J (3x—2)(3x + 4)dx

............................................................

(C’: Constante de integracion)

integrando.
H
-
: dt significa integrar con
: respecto a la variable 7.
_________________________ : Se considera constante
la variable x.

: Como x C es un constante, es mejor utilizar signo méas sencillo: C".

............................................................

§ {@3 * Ejemplo 3.4. Encuentre la funcién F(x) que satisface:

Sustituyendo x = 1 en ambos lados, se tiene que: 2=C-3, C=5.

& * Ejercicio 3.5. Encuentre la funcién F(x) que satisface:
b) F'(x)=3x2—2x+1

res de constante de in-
tegral adecuadamente.

No es necesario utilizar
diferentes constantes

para cada integral inde-
finida. Basta una.

...........................

Primero desarrolle el

d) [ xy2zdy

...........................

...........................

F(1)=-
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{@} Ejemplo 3.3. (4 min)

7RG

éjéi Ejercicio 3.4. (6 min) Solucion:
a)13+C b) 3 g2+ C

c) 3mr3+C d) $xp3z+C
(C: constante de integracion)

':@:' *Ejemplo 3.4
Se trata de determinar la constante de
integracion por la condicion F(1) = 2.

2
N * Ejercicio 3.5. Solucion
a)F(x)=x2+x+3 b)F(x)=x3-x2+x-3

Unidad Ill e Leccion 3 e Clase 2. Propiedad de la integral definida

Propiedad de la integral
indefinida. (10 min)

Esta propiedad corres-
ponde a la de derivacién.

La nota acerca de la igual-
dad entre integrales inde-
finidas es importante.

@ Ejemplo 3.1

(5 min)

No es necesario desarro-

llar asi:

[ x%dx -3 [xdx +4[dx

=(32%+Cy)-3(322+Cy)
+ 4(X + C3)

Basta usar una constante C.

% o

é\g Ejercicio 3.2

(7 min) Solucion:

a) 3x3-3 x2+3x+C
b)x3-2x2—x+C

c) %x“— %x3+5x+C
d)-2x3+4x2-5x+C

(C: constante de integracion)

{@3 Ejemplo 3.2
(5 min)

[“R6

é}\% Ejercicio 3.3

(8 min) Solucién:

a) f(2x2—5x—3)dx
- 2,3_5,2
=5x°—-5x-3x+C

b)f(9x2 —1)dx

=3x3-x+C
¢) [ (6x2 + 7x - 3)dx
7

=23+ 5x2-3x+C
d)f(9x2 + 6x—8)dx
=3x3+3x2-8x+C
(C: constante de integracion)
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Unidad Ill. Leccion 3.

Clase 3

Definicion de la inte-
gral definida

(10 min)

Entre a y b no hay rela-
ciones. Puede ser b < a.

5@3 Ejemplo 3.5
(4 min)

Zi,\fi Ejercicio 3.6
(8 min) Solucion

a) [x2} =8
b) [x*]5 =1
o) [x]; =3

d) [2x2]2 =6

Propiedad de la inte-
gral definida |
(10 min)

5@3 Ejemplo 3.6

(5 min)

Para facilitar el calculo,
es mejor escribir los co-
eficientes antes de los
corchetes.

Objetivo:

Evaluacion: Ejercicio 3.6y 3.7

Definir la integral definida.

Clase 3. Integral definida

Sea F’(x) = f(x). Sean ay b dos nimeros.
Al valor F(b) — F(a) se le denomina integral definida de f(x) y se denota
mediante fab flx)dx.
Al mismo tiempo se representa la diferencia F(b) — F (a) por [F(x)]f}.
Si G(x) es otra funcién primitiva de f{x), entonces existe una constante C
tal que G(x)=F(x)+C.
Por lo tanto:

(G, = [F(x) +CL = {F(B) + C}={F(a) + C} = F(b) = Fla) = [F()];
y este valor no depende de la seleccién de la funcién primitiva.
En resumen se tiene:

%
&2 Ejercicio 3.6. Calcule.

0 fzsdx

Propiedades de la integral definida 1
b b
a) [ Kdr =k [ fv)d

o) [ (/0 +gds = [ /i + [ glds
o [ 0 —gbydr = [ fd - [ gl

a) fzxdx b) folwdx

Demostracion: Sean F’(x) = f(x) y G'(x) = g(x),

Entonces k F(x), F(x) + G(x) y F(x)— G(x) son funciones primitivas de
kflx), flx) +g(x) vy f(x)—glx), respectivamente (Clase 1.3)

La conclusién sale de este hecho y la definicion de la integral definida.

.-

N 3
Y Ejemplo 3.6. Calcule fl (2x3 —4x+6) d.

E r3 3 3 3

gSquuon:_/l (2x3—4x+6)dx:2f1 x3dx—4]1‘ X dx +6f1 dx
1 1

=2- 7} -4 5+ 6lx];

=%(34—14)—2[32—12]+6(3—1)=4o—16+12:36

& Ejercicio 3.7. Calcule.

a)jlz(3x2—2x+1)dx b) /03(x2+4x—1)dx

c) [j(XZ—sx—Z)dx d) [:(—4x2—3x—2)dx

60 | Unidad Il » Leccion 3 » Clase 3. Integral definida

B
Se supone que el domi-
nio de f(x) contiene el
intervalo [a, b] o [b, a].

B
A la constante b se le
denomina limite supe-
rior y la constate a limi-
te inferior.

B

El limite superior no
necesariamente mayor
que el limite inferior.

a) Por ejemplo

[ e = kF
=kF(b)~ kF(a)
=k{F(b) - F(a)}
=k[Fx)?

=k fahf(x)dx

Aplicando la propiedad
se calcula por termino.

Es mejor poner coefi-
cientes fuera de cor-
chetes.

Ejercicio 3.7. (8 min) Solucidn
a) [l - [¥2f + [x[; =5

o) 31 -3[¥°Fy —2[xPy =-12

88 Unidad Ill e Leccidn 3 e Clase 3. Integral definida

d) _%[x3]92 -

b) 51 +2[x7f - [x5 =24

i[.XZ]O,Z - Z[X 92 =_?

2




Objetivo:  Aplicar la propiedad de integral definida acerca de
sus limites.

Evaluacion: Ejercicio 3.8, 3.10

Clase 4. Propiedad de integral definida

Propiedades de la integral definida 2
d) [ fixydx =0

o) [ fde =~ [ fi)dr &

b re c En f) los integrandos
f) -/; Sy + —/h Jt)dx = fa flx)dx debe)n ser igualis.

En f) b no esta necesa-
riamente entreay c.

Demostracién: Sea que F(x) = /(x).
d) / fix)dx=[F)’ = Fla) - Fla) =0
&) [ flx)dx= [F)T; = Fla) = F(b) =={F(b) - F(a)}
== - [ flvds
f) f " ) + /h © i) de= [F(1° + LRI
={F(b)—F(a))+{F(c)—F(b))=F(c)—F(a)=[F(X)]:=j: Slx)dx

.......................................................................................

HERT 3 4 H f
i X0 Ejemplo 3.7. Calcule: [ (x2—2v—1)dx + [ (22— 1)dx H B T
: 1 73 : Aplique propiedad f).

| Solucion: [~ (x— 20— 1)dv + fA(xz—Zx—l)dx
H A g 3
4
= [ (- 2v—1)ax = F 001 - D2t -

= 2 @-13)-(42-12)-(4-1)=21-15-3=3

g? Ejercicio 3.8. Calcule.
2 3
a) [ (-2 +ax+2dr + [ (-x2+4x+2)dx

b) [I(x27u+2)dx + flz(xzfzwz)dx
EI’

O L -]
& Ejercicio 3.9. Demuestre. Aplique e); luego f).

a) th(x)dx—ff(x)dx:fn"f(x)dx

o) [ A = [ e = [ s

g? Ejercicio 3.10. Calcule.
4 4

a) (?,xz—zx+1)dx—f1 (Bx2— 20+ 1) dx
3 ~0

b) [ (2 +ar—1)dv - [ (2+ar—1)dv
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R . . . L

& Ejercicio 3.10. (8 min) Aplicando Ejercicio 3.8
1

a) fz (3x2—2x+1)dx = [Xa]é - [xz]; + [x]é =-5

b) /03(x2+4x— 1) dx = %[x?’]g 2% - [x} =24

Unidad lll. Leccion 3.
Clase 4

Propiedad de la inte-
gral definida 2
(10 min)

#

Sino hay tiempo, se pue-

de omitir estos calculos.

{@} Ejemplo 3.7
(8 min)

% o
& Ejercicio 3.8
(9 min) Solucién:
3
a) fo (—x2+4x+2)dx
=31 +20° +20c5
=15

b) /j(xz—Z)H- 2) dx

= %[xg]il - [xz]il +2 [x]zl

=6

o, 0\
& Ejercicio 3.9

(10 min)

a) /abf(x)dx —fcbf(x)dx

= [* s+ [ frya
por e)

=[x porf)

b) [ s~ [ i) d
= [ wdes [ o)

por e)

=fcaf(x)dx +fabf(x)dx
= ["fwdx porf)
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Unidad Ill. Leccion 3.

Clase 5

Relacion entre integral
definida y derivacion.
(10 min)

@ Ejemplo 3.8
(3 min)

2’;\? Ejercicio 3.11
(5 min) Solucion
a)x2+3x+3
b)x2+x-3
c)s+3

d) %flx(tz—t)dt
=%{—/x1(t2—t)dt}

por Clase 4 e)

=—%fl (12 —1¢)dt

por Clase 1.3 b)
=—(x2-x)
=—x2+x

':®:' Ejemplo 3.9

(10 min)

Se puede omitir el
Ejemplo 3.9 y Ejercicio
3.12, si no hay tiempo.

7RG
é\fi Ejercicio 3.12
(17 min) Solucion

a)f(x)=2x-3
a2-3a+2=0
a=1,2

b) f(x) =—2x+2
—a2+2a+3=0
a=3,-1

Objetivo:
derivacion.

Evaluacion: Ejercicio 3.11

Establecer la relacidon entre integral definida vy

Clase 5. Integral definida y derivacion
Si F’(x) = f{x) entonces F’(t) = f(1).

Por lo tanto, para un nimero real a,
fWde = [F(O]= Fx) - Fla)
es una funcioén de x.

Derivando ambos lados con respecto a x, se tiene que

" flodr = {F ) - Fla) = F'(x) = /).

B

F’(x) es una derivada

con respecto a x.
F’(¢t) es una derivada
con respecto a 7.

B

Relacién entre integral definida y derivacion

4" e =1

.......................................................................................

: ':®:' Ejemplo 3.8. Calcule: % _/: (32—2t+1)dr.

‘ Solucién: % _/:1 (B32—2t+1)dr =3x2—2x+1

.......................................................................................

& Ejercicio 3.11. Calcule.

a4 [ +3+ar b) 4 [+ i=3dr

c) %f(x+3)dt d) %Il(tz—t)dz

'@:’ Ejemplo 3.9. Encuentre la funcién f(x) y el nimero real g, que satis-
facen:
x
[" fdt =x2+ 3c-4.
a
Solucién: Derivando ambos lados con respecto a x,
se tiene que f(x) = 2x + 3.

Sustituyendo x = @ en ambos lados, se tiene que:
0=a?+3a-4, (a+4)(a-1)=0, a=-4,1

Respuesta: f(x)=2x+3,a=-4,1

.......................................................................................

3\? Ejercicio 3.12. Encuentre f(x) y a.
a) [ fde =x2-3x+2 b) f‘/‘(r)dt:—x2+2x+3

0 _/:f(t)dt =22 -3x+1 d) fX“f(z)dt So224x+6

Se le denomina a este
resultado Teorema fun-
damental del calculo
infinitesimal, pero con
diferente definicion de
la integral definida.

4]

End)aplique Clase 4 e).

B

[ Myde =0(Clase a)

62 | Unidad Il » Leccion 3 » Clase 5. Integral definida y derivacién
c)flx)=4x-3
2a2-3a+1=0 a=1,%
d) flx)=4x-1
“2a2+a+6=0 a=-3,2
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Objetivo:  Representar area aplicando la integral definida. Unidad Ill. Leccion 3.
Clase 6

Evaluacion: Reproducir la férmula del area.

':@} Ejemplo 3.10
(10 min)

Clase 6. Integral definida y area

{@} Ejemplo 3.10. En la figura, la ecuacién de larectaBCesy =x + 1. Sea§
¢ (x, 0) las coordenadas del punto A donde x > 0. H

.
.
H
H

a) Exprese AB con x.
¢ b) Sea S(x) drea del trapecio OABC. Exprese S(x) con x.
¢ ¢) Encuentre S"(x).

Derivada del area

Solucién: a) AB = (la coordenada y del punto B) =x + 1

b)S(x)= 3 (0C+AB)-0A= 3 {1+ (x+ k=1 v2+x (25 min)
H c)S'(x)=x+1 H
En este ejemplo S’(x) = (la ecuacidn de la grafica).
Esta relacion se verifica con cualquier funcién continua como la siguiente:
Seaay bdosnumeros reales tal que a < b. y=fle)
Sea f{x) una funcién continua y f{x) 2 0 en [q, b].
Sea S(x) el drea de la parte delimitada por y = f(x),
el eje x y las rectas paralelas al eje y y que pasan
por (a, 0) y (x, 0) donde a < x < b.
Sea h un nimero positivo tal que x + 2 < b.
Sea My, el maximo y m,, el minimo de f(x) en [x, x + h]. Entonces el drea de
la parte sombreada, se tiene que:
h-m,<Sx+h)=Sx)<h M.

Como />0, se tiene que: s, < SE+A=Sk) +h}1—S(x) <My,
Como lim M, =lim my, = f(x), se tiene que: lim W =f(x).

h>0* h>0+ h>0*
De la misma manera se verifica lim w = flx).

50~ .
Luego  §'(x) =/(x). Lafuncion [ /it es Formula del area
x derivable, por lo tanto, .

Por lo tanto, se tiene que S(x) = f floydt+ C. continua (Clase 1.2). (10 mln)
Como lim S(x)=0y lim, fxf(t)dt =0, se tiene que C=0. Luego, X“"T}v f S)dt

x—a x—atJa —a’Ja
Sea S el drea de la parte rodeada por y =f(x), el eje x, lasrectasx=ay x = b. - f”f(l‘)df= 0.

x b a
Como XILrELS(x) =Sy X"_[T,},/[; floyde = L fl1), se tiene lo 5|gU|ente:‘
y=/lx)
. . y Es esencial que la par-
Si f(x) es con‘tlnua yf(x)20en[a, b], te sombreada este por
entonces el drea S de la parte sombreada es: R .
encima del eje x.
b
S= [ fwds
a b X
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Unidad Ill. Leccion 3.

Clase 7

Clase 8

5@3 Ejemplo 3.11
(10min)

Lo importante es que la
parte sombreada estd
por encima del eje x.

§§2 Ejercicio 3.13
(35 min) Solucion
a) fg (x2+1)dx

= 1ef + [ =12

3 0 0
b) f2,(=x2+5)dx
= —%[xﬂil +5 [x]il
=12
c) fcl) (x3+ 2x2)dx

= 7lx'h + 3= 15

d) ff (—x3+2x2 + 3x)dx

==L+ 2T

Y S SR P )
+ 31
- 65
T 12

[Hasta aqui Clase 7]

[Desde aqui Clase 8]

Férmula del area entre
dos graficos (25 min)

El punto es subir las gra-
ficas para poder aplicar la
féormula de la clase 6.

‘@f Ejemplo 3.12

(20 min)

Para saber qué grafica
estd por encima de la
otra, hay que dibujar el
esquema.

Objetivo:  Encontrar el area de la figura que esta por encima
del eje x.

Evaluacion: Ejercicio 3.13

Objetivo:  Encontrar el drea comprendida entre dos graficas.
Evaluacidon: Ejercicio 3.14

Clase 7. Calculo de area

: 5@3 Ejemplo 3.11. Encuentre el area de la parte sombreada. y

H
¢ Solucién: Como la parte estd por encima del eje x,

a)

12 |x
y=txd+ 202+ 3x

Clase 8. Area de la parte comprendida entre dos graficos

Sean f(x) y g(x) funciones continuas en [a, b] tal que f{x) 2 g(x) en [q, b].
El drea S de la parte delimitada por y = f(x), y = g(x), x=ayx=bes:

s= [ () - gloar.

Demostracién: Sea M un nimero tal que g(x) + M 20 en [a, b].

Sea S, el drea de la parte delimitada pory =f(x) + M, el ejex,x=ayx=b.
Sea S, el area de la parte delimitada pory = g(x) + M, el ejex,x=a y x=b.
Entonces, se tiene que: 5 Es esencial que f(x) 2
S=51- S;= [ {0+ Mydv - [ {gl) + M} glx) en [a, b]

b b
= [ [+ My —{g )+ Mila = [ {/0) — g(x)}e
{@} Ejemplo 3.12. H
t a) Haga la gréfica de las siguientes cuatro lineas: y =x2+1,y=—x?, x=-1,x=2
¢ b) Encuentre el area S de la parte delimitada por las lineas dadas.
Solucién: a) b) Como-x2<x2+1 en [-1,2], i
_ (2 H .
§= [, {x?+1) = (~x2)}dx H [%)/;
= 2 (2x2+ 1)dx : Lo importante es saber
qué gréfica estd por en-
cima de la otra.

x=a x=b

=2 [P + 1%, =6+3=9
S e
X o= Ejercicio 3.14. Haga la gréfica de las cuatro lineas y encuentre el
area S de la parte delimitada por las lineas.
a)y=x2+1,y=2x-2,x=-2,x=1 b)y=-x2,y=-2x+2,x=-1,x=2
c)y=x2+1,y=—x2-1,x=-1,x=2 d)y=x2-4,y=-x2+4,x=-1,x=1

62 Unidad Il » Leccién 3 » Clase 7. Calculo de rea » Clase 8. Area de la parte comprendida entre dos graficos

%0
N *Ejercicio 3.14
Solucion. Véase la pagina 96.
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Objetivo: Encontrar el area delimitada por dos graficas.

Evaluacion: Ejercicio 3.15

Clase 9. Area de la parte delimitada por dos lineas

Primero haga la gréfica.
delimitada por dos lineasy =2x2 y y = 2x +4.

H Solucién: Las coordenadas x de los puntos comunes
de ambas lineas son las soluciones de la ecuacién
2x2=2x +4;

Px2-2x-4=0, x2—x-2=0

(x—2)(x+1)=0, x=2,-1

&7
La parte en cuestion
esta delimitada por
y=2x%, y=2x+4,
x==-1vy x=2.
Por lo tanto, se aplica la
férmula de Clase 8.

: Como2x2<2x+4 en [-1,2].
S=[2 {(2x+4) - 2x2dy = 2, (~2x2 + 2x + 4)dx

.......................................................................................

%
&3 Ejercicio 3.15. Encuentre el drea S de la parte delimitada por las dos
lineas.

a)y=2x2-4, y=-2x
)y=-x2+4, y=-2x—4

....................................................................................... 4
. e : P —— -

b)y=x2-9, y=0
d)y=-x% y=x-6

5@3 * Ejemplo 3.14. Encuentre el area S de la parte delimitada por Lo importante es la re-
iy=x3-3xyy=x lacion entre las dos gra-
: ficas.
Solucioén: Las coordenadas x de los puntos comunes de las lineas:
x¥-3x=x, x3-4x=0.
x(x+2)(x—-2)=0,
x=-2,0,2
En[-2,0] x<x3-3x
En[0,2] x3-3x<x
§= [0, —3x) —xbdx + [2 fr— (x = 3x)}dlx
= [, (x3—Ax)dx + [ (4x—x3)dx
= 1o, - 2, + 2 - L3
H =-4+8+8-4=8 H
@&2 * Ejercicio 3.16. Encuentre el drea S de la parte delimitada.
a)y=x3+6x2, y=7x b)y=x3-6x2, y=0
Unidad Il » Leccién 3  Clase 9. Area de la parte cerrada por dos lineas b3

20
N * Ejercicio 3.16
Solucion. Véase la pagina 97.

Unidad lll. Leccion 3.
Clase 9

{@:' Ejemplo 3.13
(10 min)

% 0

& Ejercicio 3.15

(35 min) Solucidn

a)S= [ {-2x—(2x2-4)}dx
= ffz (—2x2—-2x + 4)dx

= —%[f]iz - [XZ]EZ +4 [X]EZ

b)S=/3,{0-(x2-9)}dx
= ffg (~x2 +9)dx

== %[xg]is +9 [x]is

Incisos c y d véase pa-
gina 96.

’:@3 * Ejemplo 3.14

Unidad Il ® Leccién 3 e Clase 9. Area de la parte cerrada por dos lineas 93



Unidad Ill. Leccidn 3.
Ejercicios de la leccion

1. 3a) %x3—2x2+5x+c

b —lx4 + é)cz +4x+C Ejercicios de la leccién
2 2
1. Calcule. Sea C el constante de integracion. Clase 2
1 a) [ (x2—4x +5)dx
3_ - = y4_
c) [(x3-1)dx 2 X x+C ) (o200 + 5x+ 4
o) [ (x=1)(x2+x+1)dx
d) [(3:2 - t-2)dt d) [ (3t+2)(t-1)dt
- t3 _ l t2 —-2t+C 2. Encuentre la funcién F(x) que satisface: Clase 2

F'(x)=x2—x+1, F(-1)=2.
3. Calcule. Clase 3
[ -3+ 1a
a) |, X x

2.F(x) = f(x2—x+1)dx 2
b)f0 (Bx—1)(x+1)dx

1 1

- =3 2
=5x’—Zx°+x+C
3 1% o [ -D+2)ds
F(_l) - _? *C= 2' 4. Calcule. Clase 4
3 2
_ 23 a) [ =D+ - [ (= 1(+2)dr
6 b) fz(xz—x)dx—fz(xz—x)dx
Fl)=ty3—tyapxs 23 ’ )
X)= 3 2)( X 6 5. Encuentre f(x) y constante a que satisfacen: Clase 5
a) [ fid =32+ 201
b) [ fliyds =x2~4x+4
3. g
a) fl (xz_ 2x — 3)dx Encuentre el drea S delimitada con las lineas.
=2
6. a)y=—x2+4, x=-1, x=2, y=0 Clase 7
1 1
=%[x3]_2— [X2]£2_3[x]—2 b)y=x, x=1, x=3, y=0
==3 7.a)y=x2—4x,y=x3,x=1,x=2 Clase 8

b)y=x2-4,x=-1,x=1,y=0
3 c)y=-—x2+2x,y=-2x+3,x=0
b) [, (3x2 + 2x — 1)dx

8.a)y=x2+2x,y=—x2-x+2 Clase 9
- + [ - [ s
=15
c) [2, (x2—4)dx

Ar.33
- 3 [x ]_1 -4 [x]il 66 Unidad Il » Leccion 3 » Ejercicios de la leccién

_20
T3

Incisos 4, 5, 6y 7 a), b) véase solucion en la pagina 97.

Inciso 7 c) y 8 véase solucién en la pagina 98.
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Problemas de la Unidad A

1. Sea n un nimero entero no negativo. Demuestre:
a a
a) f x2dx = Zfo x2dx
—a

b) IHX2"+1dX =0
B
2. Demuestre que f (x—a)x—PB)dx = —%(B—&P.

3. Haga la gréfica de y = x4 — 4x3 — 8x2.

Problemas de la Unidad B

1. Si dos graficas y = f(x) y y = g(x) tienen puntos comunes P(a, f(a)) y
Q(B, f(B)), donde a < By si:

fix)—glx)=ax2+bx+c20 enla,f],

entonces el drea S de la parte delimitada por las dos gréficas es:
-4 (p_ )3
S=-¢ (B-a).
Demuéstrelo utilizando Problema de la Unidad A2
2. Larectay = ax divide en dos partes de la misma area la parte delimitada
por
y=x2-2x y y=0.

Encuentre el valor de a.

3. a) Encuentre las funciones f{x), g(x) y 4(x) que satisfacen lo siguiente:

flx)  si x<0
|x2=3x|={ glx) siO<x<3
h(x) si3<x

b) Calcule j::|x2*3x|dx.

4. Encuentre la funcién f(x) que satisface

foy=x+ [

Con este resultado se
calcula el area de la
parte delimitada por
parabola y la recta o
por dos parabolas.

Aplique Problema de la
Unidad B 1.

2
fo flf)dr es una cons-

tante.

Unidad il » Leccién 3 » Problemas de la Unidad 67

Problemas de la Unidad A. Inciso 3 véase solucion en la pagina 98.

Problemas de la Unidad B véase solucién en la pdagina 99.

Unidad lll. Leccion 3.
Problemas de la Unidad

1.
a) f_: x2"dx

1 [x2n+1 ]a

T 2n+1 -a
= 2n]-i— 1 {a2”+1—(—a)2"+1}
= o7
2 2n+1
T n+1 [ ]o
=2 [o x2"dx
a
b) / 221+ gy
—ad
1 2m+2
= 2n 2
= Zn]—-l—z {a2n+2_(_a)2n+2}

=0

2. [ ? = @)= B)d

=/aﬁ{x2—(a+,8)x+(zb’}dx

- S-S

vaB[x

= 3 (B-a)B2+aB+a?)

- @B (s py8-a)

+af(B-a)

= [”;“ 2(82+ap +a?)

—-3(a?+2ap + B?) + 6af}

= /’)g" (- B2 +2af-a?)

__(B=a)
6

Unidad IIl e Leccion 3 e Problemas de la Unidad ‘ 95



Unidad lll. Leccidn 3. Ejercicio 3.14.
a)S= 1 {(x2+1) - (2x—2)}kdx

= fiz (x2—2x + 3}dx

= 30T - W, + 3],

=15

N~

O

¢)S= /2 {(x2+1) - (—x2 - 1)}dx
= [2, (232 +2)dx

= %[xa]il + Z[x]i1

=12

Unidad lll. Leccidn 3. Ejercicio 3.15.

¢)S= [ {(-x2+4) - (-2x - 4)}dx
= [ (=x2 + 2x + 8}dx

=— L1031, + [, + 8]t

96 ‘ Unidad Ill e Leccion 3 e Solucionario

Solucién
b) S= 2 {(-2x +2) - (~x?)}dx
= ffl {(x2—2x+2)dx

= L3P, - [P +2lxy

Pag. 92.

d)S =1 {(-x2 +4) - (x2 - 4)}dx
= [1, (-2x2 + 8)dx
== 2[ ), +8[ally

44
3

/

Pag. 93. Soluciénincisos cy d.
2
d)S= [ {-x2~(x-6)}dx
2
=[5 (=x2—x +6)dx

=- L[, - 2P, +6lxPs




Unidad Ill. Leccién 3. * Ejercicio 3.16.  P4g.93. Solucién

a) S = [ {(x3+6x2) = Tx}dx + [ {(7x— (x3+ 6x2)}dx b) S = [S{(0— (x*- 6x2)}dx
= f97 (x3 + 6x2 = 7x}dx + fcl) (—x3—6x2 + 7x)dx = fg (—x3 + 6x2)dx
_ 517
=2 =108

sty

Unidad lll. Leccion 3. Ejercicios de la Leccion.  P4g.94. Solucién incisos 4 - 7

a.a) (2 +1-2)dr = AR + L2 - 2[4 5-a)f(3§):6x+2 .
_a 3a+2a-1=0, a:§,—1
6
. . . 53 b)f(x)=-2x+4
b) 302 =x)dx = 3% - S{x7]5 = = a2-4a+4=0, a=2

6.a) S= [, (—x2+ 4)dx b) S= f2x3dx
- LR, +alxPy = 71x'R
=9 =20
7.a)S=ff{x3—(x2—4x)}dx b)S:ffl{O—(x2—4)}dx
:ff(x3—x2+4x)dx :fil(—x2+4)dx
= 1R - 31 + 2l =1, +alxly
- 22
3

/

/

Unidad IIl  Leccion 3 e Solucionario ‘ 97
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Unidad lll. Leccion 3. Ejercicios de la leccion.  P3ag.94. Solucién incisos 7cy 8

7.0)S = [o{(~2x +3) = (—x2 + 2x)}dx + [ {(~x2 + 2x) — (~2x + 3)}dx
Sa(x2=dx+3)dx + 2 (-x2 + 4x — 3)dx

30 — 21 + 305 - 31T + 27 - 3[R

3

b) S = [l {(x2—2x + 3) - 2x2}dx

8. a)S=fj{(—xz—x+2)—(x2+2x)}dx [
=[5 (=x?=2x+3)dx

1
= f 2 (=2x2—3x +2)dx

2 1 1 == 2] - Vs + 30
=3[, - ST, +2[x3, -2
_ 125
=24

y=xt-2x

 \¢

N

4

y=—x2-x+3

Unidad Ill. Problemas de la Unidad A.  P4g.95. Solucién inciso 3

3.y =4x3-12x2 - 16x y
=4x(x —4)(x + 1) \ © /
-3 -2 710* 1 2 4 X
X -1 0 4
vl o= 0 + 0 - 0 +

yIiN |32 0 N |-128] A

12
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Unidad Ill. Problemas de la Unidad B.  P4g. 95. Solucién

1. Como la ecuacién ax? + bx + ¢ = 0 tiene distintas soluciones @ y /3, por el teorema de factor se tiene
que: ax2+ bx+c=alx—a)(x- /). Porlo tanto

S= [Eax2+bx+c)dx= [falx-a)x-B)dx=-& (A-a)® Aplicando Problema A2.

2. Sea P(p, p2—2p) el punto de interseccidn de las dos lineas el otro que el origen.
El drea S de la parte delimitada por y = x2 - 2x

y
yy=0esS=fé{O—(x2—2x)}dx
y=x2-2x
= [2(—x2+2x)dx
=-=F (2-0)* porBL )
_4 )
3 P
El drea S; de la parte delimitada pory=x2—-2x y y=axes <
S; = [h{ax—(x2—2x)}dx = [§ {~x?+ (a+2)x}dx

3

____1 o= P
= 6 (p—-0)3= 6
3
ComoSl=%S,setienequepT=%,p3=4.Comop>O,p=3/1

(Respuesta)

3. a)x2-3x=x(x—3), porlotantox?2—3x>0six<003<x y x2—3x<0si0<x<3.
Luego f(x) = h(x) = x2—3x,
glx)=—x2+3x
4 _r0 3 4
b) [2, [x2=3x|dx = [Z, [x2=3x|dx + [ |x2—3x|dx + [5|x?—3x|dx
=f?z(x2—3x)dx+fg(—x2+3x)dx+ fg(x2—3x)dx
= 311 - ST, - SI% + 3K + 3% - 3 =15

4, Seaa-= f(z) f(#)dt, que es un constante y f(x) =x + a.
Entonces a = [2 f(t)dt = f2 (t+a)dt= {15 +a[t]y =2a +2.

Luegoa =-2, f(x) =x-2 (Respuesta)

Unidad IIl  Leccion 3 e Solucionario 99
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