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Presentacion

Jovenes de HONDURAS:

Es una gran satisfaccion para la Secretaria de Educacion, presentar este Libro
del Estudiante que ha sido elaborado para ustedes con mucho esmeroy con el
propdsito de que encuentren en él la oportunidad de aprender matematica.

El Libro del Estudiante que tienen en sus manos, estd disefiado de manera
sencilla considerando sus experiencias diarias, sus capacidades y habilidades y
sobre todo haciendo énfasis en la realizacion de actividades que les permitan
aprendery aprender a hacer, mediante la aplicacién de conceptos, resolucion
de problemas y ejercicios.

La orientacién oportuna de sus docentes, el apoyo de sus padres y
fundamentalmente sus esfuerzos por aprender, son la via para el logro del
derecho universal que les asiste: Educacién de Calidad. Derecho estimado
como el tesoro mas preciado de nuestra querida Patria.

Como autoridades educativas tenemos un gran compromiso con ustedes,
asegurarles un mejor futuro y para eso estamos trabajando con mucho
esfuerzo, para encaminarlos en la formacidn de valores, habitos, actitudes,
habilidades y conocimientos que le permitan integrarse a la vida social como
personas capacitadas e independientes; que sepan ejercer su libertad con
responsabilidad, para convertirse cada dia en mejores ciudadanos.

Se espera que este Libro del Estudiante se convierta en una herramienta de

r§\\¥__ aprendizaje de mucha utilidad en su proceso de formacion.

SECRETARIA DE ESTADO
EN EL DESPACHO DE EDUCACION

I




ORIENTACIONES SOBRE EL USO DEL LIBRO DEL ESTUDIANTE

Queridos Estudiantes:

La Secretaria de Estado en el Despacho de Educacion de Honduras con mucha
satisfaccion le entrega este Libro del Estudiante, para que lo use en el aprendizaje
de las Matemdticas. El mismo pertenece a su centro educativo: por lo tanto, debe
apreciarlo, cuidarlo y tratarlo con mucho carifio para que pueda ser utilizado en
afos posteriores. Para cuidarlo le sugerimos lo siguiente:

1.

Forre el Libro del Estudiante con papel y/o pldstico, y sobre el forro escriba su
nombre, grado, seccion a la que pertenece, el nombre del docente y del centro
educativo.

Evite rayar, manchar o romper las partes internas o externas del Libro, para que
al devolverlo el mismo esté en buenas condiciones.

Todos los ejercicios propuestos en el Libro debe desarrollarlos en su cuaderno de
Matemadticas.

Estd permitido llevar a su casa el Libro, cuidando que otras personas que
conviven con usted se lo manchen, rayen o rompan.

Recuerde llevar el Libro al centro educativo todos los dias que tenga la clase de
Matemadticas.

Antes de usar su Libro, por favor Idvese y séquese las manos, evite las comidas
y bebidas cuando trabaje en él; asimismo, limpie muy bien la mesa o el lugar
donde lo utilice.

Tenga cuidado de usar su Libro como objeto para jugar, evite tirarlo o sentarse
enél.

Al pasar las hojas o buscar el tema en el Libro, debe tener cuidado de no doblarles
las esquinas, rasgarlas o romperlas; también cuide que no se desprendan las
hojas por el mal uso.

Recuerde que este Libro es una herramienta de apoyo para usted, por lo que debe
conservarlo muy bonito, aseado y sobre todo evitar perderlo, porque no lo encontrard
a la venta.

|

ESTIMADO DOCENTE: POR FAVOR EXPLIQUE A SUS ESTUDIANTES LA FORMA DE CUIDAR
Y CONSERVAR EL LIBRO DEL ESTUDIANTE, YA QUE PERTENECE AL CENTRO EDUCATIVO.

|
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Explicacion de iconos en el libro

Cada icono representa:

(YL

-‘@'- El desarrollo de un ejemplo.

~

La propuesta de ejercicios o problemas.

=) Aclaraciones o ampliaciones de conceptos trabajados en el libro, a la
-f vez, algunos aspectos que se deben tener especial cuidado cuando se

(S A )
estd estudiando un tema.
) : , : «
e Recordatorios de temas, férmulas, conceptos, etc., vistos en anos o

’. clases anteriores.

Sugerencias que se proporcionan al momento de resolver un ejercicio
o problema.

@ Conceptos, formulas, principios, reglas, etc., que es necesario que se
memoricen para lograr mejor comprensién de los contenidos.
7,
K




Matematicas Ill

Unidad
|

Geometria elemental

@ Leccidn 1: Congruencia de tridangulos

@ Leccidn 2: Semejanza de tridngulos

/ \

Euclides
(330 a.c.—275a.c.)

{ Algo de historia )

Euclides fue un matematico griego, se conoce muy poco de su
vida, sin embargo por su legado es considerado como uno de los
matematicos mas famosos de su época junto a Apolonio y Arqui-
medes. Euclides fundé una escuela de matematica en Alejandria
la cual durante varios afios se considerd una de las mas célebres
del mundo.

El nombre de Euclides esta ligado a la geometria, al escribir su
famosa obra llamada Elementos, esta compuesta por 13 libros en
las cuales se explican las bases de |la geometria.

La influencia de los Elementos de Euclides fue muy fuerte, convir-
tiéndolo en texto ejemplar en la ensefianza inicial de la matema-
tica, conservando la vigencia en nuestro tiempo.

Los primeros seis libros tratan sobre lo que hoy se conoce como geometria plana o elemen-
tal, en los libros séptimo al décimo se estudian temas relacionados con la teoria de nimeros
y los tres restantes tratan los temas de los sélidos, culminando con la construccién de los
cinco poliedros regulares y sus esferas circunscritas. Esta obra generd muchas discusiones
posteriores por diferentes matematicos los cuales llegaron a confirmar la veracidad de la
misma, de igual forma ha sido de mucha ayuda en diferentes campos de la ciencia como ser
fisica, quimica, astronomia, ingenieria entre otros.

Fuente: http://www.biografiasyvidas.com/biografia/e/euclides.htm




Leccién 1. Congruencia de Triangulos
Clase 1. Criterios de congruencia de triangulos
Congruencia de triangulo

o,
EjerC|C|01 1. Encuentre las parejas de triangulos congruentes

e) f) g) . h) 20N/
3 3 5 30° 4
25 80 309
4 6 ;

Pareja 1: Pareja 2: Pareja 3:
Criterio: Criterio: Criterio:
p LN

Dos triangulos son congruentes si satisfacen uno de los siguientes

criterios:

a) Los tres lados son respectivamente congruentes (LLL).

b) Dos lados y el angulo comprendido entre ellos son respectiva-
mente congruentes (LAL).

c) Un lado y los dos dngulos adyacentes a él son respectivamente
congruentes (ALA).

o’ ©

Q‘}‘% Ejercicio 1.2.

a) Para cada par de triangulos dibujados a continuacién diga cual es el
criterio de congruencia.

AR "N T

b) En la figura AE interseca a BD en C tal que AC = ECy BC = DC. Demues-
trequeel ZA= LE. D E

2 Unidad | ® Leccidn 1 e Clase 1. Criterios de congruencia de triangulos

[A] ®

%Jl

En una congruencia de
tridngulos se da una
correspondencia entre
vértices, lados y angulos.

En la congruencia
B B’

Aéﬁc A,Aﬁc,

AABC = AA'B’C’ Se da:
*Correspondencia en-
tre vértices

AA; BB, CeC
*Lados correspondien-
tes de tridngulos con-
gruentes son congruen-
tes

AB = A'B’
BC = B'C’
AC= AC

*Los 4ngulos corres-
pondientes son con-
gruentes

LA= LA

/B= /B

/C=/C



c) La figura ABCD es un cuadrilatero donde A

AB = CD; BC = DA.

Demuestre que AABC = ACDA

d) En el tridangulo isésceles AABC, hay dos

puntos Dy E en los lados congruentes AB y

AC respectivamente y BD = CE.

Demuestre que:
d1. BE = CD.

d2. Si F es el punto donde se cortan BE y
CD entonces BF = CF

e) En la figura las rectas AB y DC son *

paralelas, DA biseca el £BDE y BC

biseca el ZDBF. Demuestre:

el. ADAB = ABCD
e2.AD || BC

Aplicacion de congruencia a los cuadrilateros

% o}
é‘g Ejercicio 1.3. Demuestre que los la-

dos opuestos de un paralelogramo son

congruentes. Llene las casillas en blanco.

Proposicion

D
B ¢
A
D E

B C

A B F

E D C
A D

B C

Justificacion

1. En el AABCy ACDA,
el ZBAC= /DCAYy

/ BCA = /DAC
2. CA= AC
3. AABC = ACDA

X
| &
i

B
B

g}
IR

L]
L]

Por 1, 2 y criterio de congruencia

[ ]

Por 3 y ser lados correspondien-

tes de triangulos congruentes.

(Teorema 1.1

Los lados opuestos de un paralelogramo son congruentes.

)

§;\<‘2 Ejercicio 1.4. En el cuadrilatero ABCD, AD = BCy AB = DC.

Demuestre lo siguiente:

a) Los AABC y ACDA son congruentes

b)AD || BC y AB || DC

>
I

En un tridngulo isés-
celes los  angulos
opuestos a los lados
congruentes son con-
gruentes y viceversa.

[B] <
La relacién de los an-
gulos que se forman
cuando se tienen dos
rectas paralelas y una

transversal.

Unidad | e Leccién 1 e Clase 1. Criterios de congruencia de triangulos 3



Clase 2. Caracteristicas de los cuadrilateros

Condiciones para ser paralelogramo

A D

‘@: Ejemplo 1.1. Demuestre que un cuadrilate-
ro cuyos lados opuestos son congruentes es un
paralelogramo. B ! C

Proposicion Justificacidn

1. En el AABCy ACDA
AB = CD; BC= DA

2. CA= AC

3. AABC = ACDA

Hipodtesis

Congruencia del mismo segmento

Por 1, 2 y criterio de congruencia
LLL

Por 3 y ser dngulos correspon-
dientes de triangulos congruentes
Por 4 y condicién de paralelismo
(dngulos alternos internos)

4. LCAB = LACD
/BCA = /DAC

5. AB || CD y BC || DA

6. ABCD es un paralelogramo. | Por 5y definicién de paralelogramo.

o~
( Teorema 1.2

Condiciones para ser un paralelogramo
Un cuadrildtero es un paralelogramo si cumple una de las siguientes
condiciones:

a) Dos pares de lados opuestos son paralelos. (Definicidn)

b) Dos pares de lados opuestos son congruentes.

c) Dos pares de dngulos opuestos son congruentes.

d) Las diagonales se cortan en el punto medio.

e) Un par de lados opuestos son congruentes y paralelos.

[A]

[%}@

%0 o ..

@\3 Ejercicio 1.5.

a) Demuestre las condiciones ¢, d y e para que un cuadrilatero sea un
paralelogramo.

b) En el dibujo los puntos E y F estan en la diagonal
BD del paralelogramo ABCD y distan lo mismo
de los vértices B y D respectivamente. Demues-
tre que el cuadrildtero AECF es un paralelogra- B C
mo.

c) Se toman 4 puntos E, F, G y H en los lados AB,
BC, CD y DA del paralelogramo ABCD de modo
que AE = CG y BF = DH. Demuestre que EFGH es
un paralelogramo.

4 Unidad | ® Leccidn 1 e Clase 2. Caracteristicas de los cuadrildteros

A D

Un paralelogramo es
un cuadrildtero que tie-
ne dos pares de lados
opuestos paralelos.

2

E(
Otra condicién para ser
un paralelogramo: Los
angulos consecutivos

son suplementarios.

#

Tenga en cuenta las
condiciones para ser
un paralelogramo al
demostrar by c.



Rectangulos, rombos y cuadrados

%O o

& Ejercicio 1.6. Demuestre que un cuadrilatero
cuyas diagonales son congruentes y se cortan en el
punto medio es un rectangulo. Llene las casillas en P
blanco. B

(@)

Proposicion Justificacién

1. PA=PB=PC=PD Hipotesis
2. APAB, APBC, APCD, APDA | | |

son triangulos

3. /APD = /CPB, | |
/APB = /CPD

4. APAD = APCB | |
APAB = APCD

5. m/LPAD=| |=| |
m/PAB=| |=| |

L v ]| |
L]

6. m/DAB=m/ABC=m/BCD | Por 5y (suma de los angulos
m/.CDA = 90° internos de cuadrilatero) + 4

7. ABCD es un recténgulo. | |

Teorema 1.3

Las diagonales de un:

Rectdngulo son congruentes y se cortan en el punto medio.

Rombo son perpendiculares y se cortan en el punto medio.
Cuadrado son congruentes y perpendiculares y se cortan en el punto
medio.

2’;\5‘3 Ejercicio 1.7.

a) Demostrar que, si en un cuadrildtero las diagonales son perpendicu-
lares, congruentes y se cortan en el punto medio entonces este es un
cuadrado.

b) Demuestre que el cuadrilatero cuyas diagonales son perpendiculares y
se cortan en el punto medio es un rombo.

[B]

9
!

@

Un rectangulo es un
cuadrildtero que tiene
cuatro angulos rectos.

[%)'\s

Es importante saber
que:

Todo cuadrado es un
rectangulo.

Todo cuadrado es un
rombo.

La inversa no se cum-
ple.

Unidad | e Leccidn 1 ¢ Clase 2. Caracteristicas de los cuadrilateros 5



Clase 3. Teorema de los dos puntos

o 0
X Ejercicio 1.8. [A] -5
Construya: Verifique: —EI

e Dibuje un AABC
» Marque los puntos medios de AB y BC,
nombrandolos como D y E respectivamente

* DE || AC
e Compare DE con
respecto a AC.

En el Ejercicio 1.8, utili-
ce regla para las medi-
cionesy escuadras para

e Trace DE

El resultado anterior se cumple por el siguiente teorema.

( Teorema 1.4

=1
DE = 5 AC.

Teorema de los dos puntos
En el AABC, Dy E son los puntos medios de AB y
BC respectivamente, entonces DE || ACy

A

':@:' Ejemplo 1.2. Demostracion de Teorema de los dos puntos. Utilice
la siguiente construccidn auxiliar: Sea F el punto que pertenece a la

prolongacidén de DE tal que DE = EF, tal como se muestra en la figura.

verificar el paralelismo.

[B]

.g.

@

Teorema de los dos
puntos también se lla-
ma “Teorema del seg-
mento medio de un
triangulo” y “Teorema
del conector de puntos
medios”.

1) DE || AC 2) DE= S AC
Proposicion Justificacion Proposicion | Justificacion
1. BD = DA Hipdtesis 1. DF=2DE |E es punto
2. BE=EC Hipdtesis medio del DF.
3. DE=EF Hipdtesis 2. DF=AC ADFC es un
4. Eesel puntome- | Por2y3 paralelogra-
dio de BCy DF mo
5. BDCF es un para- | Por 4 y condiciéon 3. 2DE=AC Porly?2 .
lelogramo de paralelogramo 1 @
6. @f E Por 5 4. DE= 2 AC | Por3 Para realizar las demos-
/. DA=FC Porly6 traciones, debe anali-
8. DAl FC Por_ >yserA, D, B zar los teoremas de la
colineales

9. ADFC es un para-

Por 5, 8 y condi-

leccién anterior sobre
congruencia de trian-

lelogramo cion de paralelo- gulos y sobre cuadrils-
o gramo teros.
10. DE || AC Por 9 y definicion

de paralelogramo

o 0’
é\? Ejercicio 1.9. En el APQR, A y B son los

puntos medios de PQ y RQ respectivamente. B
SiRP =16, m/ZP =58°y m/Q = 38°, obtenga
ABy m/BAQ. P A Q

6 Unidad | e Leccién 1 e Clase 3. Teorema de los dos puntos



X o

& Ejercicio 1.10. Demuestre que el
cuadrildtero EFGH que se obtiene uniendo
los puntos medios de cada lado de cualquier
cuadrilatero ABCD es un paralelogramo. Llene
las casillas en blanco.

Proposicion

Justificacion

1. E, F, Gy H son puntos medios de | Hipdtesis

AB, BC, CD, DA respectivamente

. Enel AABD, EH || BD |

. En el ABCD, |:| Teorema de los dos puntos
. EH || FG lgualando 2y 3

. | | Teorema de los dos puntos

. HG || EF lgualando 5y 6

2
3
4
5. En AACD, HG || AC |
6
7
8

. EFGH es un paralelogramo. |

7R
é}\g Ejercicio 1.11.

En el dibujo AB = DCy los puntos E y F son los puntos medios de los lados
AD y BCrespectivamente. El punto G es el punto medio de la diagonal AC,

¢Qué tipo de triangulo es AEFG?

Clase 4,5y 6. Propiedad de la mediatriz

Propiedad de la mediatriz

RS

& Ejercicio 1.12.

Construya:

e Trace un segmento, AB

* Trace la mediatriz de AB

e Coloque un punto P sobre la mediatriz,
no colineal con Ay B

Lo anterior es una propiedad.

e Compare PA con PB

p
Teorema 1.5 Propiedad de la mediatriz

La recta £ es la mediatriz de AB.

1) SiPestden £, entonces PA =PB

2) SiPA=PB, entonces P estd en 0. A

[%}‘“

Para los ejercicios 1.10
y 1.11: Aplique el teo-
rema del segmento
medio de un tridngulo
a los triangulos que se
forman con las diago-
nales.

[A]

Construccién

-XO

La mediatriz de un seg-
mento es la recta per-
pendicular al segmento
en su punto medio.

Unidad | e Leccién 1 ¢ Clase 4, 5y 6. Propiedad de la mediatriz 7



Demostracion:
1) SiP estaen £, PA=PB
Proposicion

1. AC=BC
2. LACP = /BCP

2) Demuestre que si
Justificacion

— P esta (.
C es punto medio del AC.

Perpendicularidad (angu-
los rectos).

PC Congruencia del
segmento

Por 1, 2, 3 y criterio de
congruencia LAL

Por 4 y ser lados corres-
pondientes de tridangulos
congruentes.

3. PC mismo

I

4. APAC = APBC

5. PA= PB

%

N Ejercicio 1.13.

a) Si D es el punto medio de BCy AD L BC, demuestre A
que el AABC es isdsceles. G

b) En la figura, M estd en el GK, GE = KE, E M
GM = KM y H esta en la recta EM.
Demostrar que GH = KH.

Circuncentro de un tridngulo

2’;\5’2 Ejercicio 1.14.

a) Construya el AABC

b) Trace las mediatrices de los lados del AABC.

c) ¢Qué observa respecto a las mediatrices? ¢ Coinciden en un punto?

p
Teorema 1.6. Concurrencia de las

mediatrices.
Las mediatrices de los lados de un
triangulo son concurrentes. Su punto de
concurrencia equidista de los vértices
del triangulo.

PA = PB, entonces

[N

[%}e

% . . .

é\% Ejercicio 1.15. Demuestre el teorema
anterior considerando a P como punto de
interseccién de las rectas € y €,, aplicando la

propiedad de la mediatriz debe concluir que P
también estd en la recta €3y que PA =PB = PC.

8 Unidad | e Leccién 1 ¢ Clase 4, 5y 6. Propiedad de la mediatriz

Para la parte 2), debe
llegar a demostrar que
C es punto medio y que
m/ACP =m/BCP =90°

24

En el ejercicio a), no
utilice congruencia de
triangulos en la demos-
tracion, emplee la pro-
piedad de la mediatriz.

[B]

Construccion

%’.

Dos o mas rectas son
concurrentes si hay un
solo punto que esta en
todas ellas.




%8

& Ejercicio 1.16.

Utilice la construccion del Ejercicio 1.14 y nombre con P el punto de in-

terseccidn de las mediatrices y trace una circunferencia con centroen Py

con radio PA.

1) ¢Qué observa con respecto a la circunferencia y los vértices del tridn-
gulo?

2) ¢Coémo se llama este tipo de circunferencia?

Al punto P se le llama circuncentro.

Definicion 1.1
El punto de concurrencia de las mediatrices de los lados de un
triangulo se llama circuncentro del triangulo.

g)‘? Ejercicio 1.17.

a) Construya un triangulo acutangulo, obtusangulo y rectangulo; y la cir-
cunferencia circunscrita a cada uno. Compare la ubicacién del circun-
centro en cada caso.

b) ¢Cémo ha de ser el tridngulo para que el circuncentro se sitde en uno
de sus lados? Cuando eso sucede, icon qué punto coincide el circun-
centro? ¢Por qué?

Ortocentro

O - .
N Ejercicio 1.18. Para cada uno de los siguientes triangulos se han
trazado sus tres alturas.

a) ¢Qué tienen en comun los tres triangulos?

b) éEn qué tipo de tridngulos las alturas se intersecan en un vértice?

c) ¢En qué tipo de tridngulos las alturas se intersecan en el interior del
triangulo?

d) ¢En cudl se intersecan en el exterior?

Ese punto se llama ortocentro.

Teorema 1.7. Concurrencia de las alturas.
Las tres alturas de un tridngulo son concurrentes en un punto
llamado ortocentro del triangulo.

%

<

Circunferencia
circunscrita.
B

Es la circunferencia que
pasa por los tres vérti-
ces del triangulo

[c]

3
Una altura de un triadn-
gulo es el segmento
perpendicular desde
un vértice a la recta
gue contiene el lado
opuesto.

Unidad | ® Leccidn 1 e Clase 4, 5y 6. Propiedad de la mediatriz 9



Zz}\% Ejercicio 1.19.

Demuestre el teorema anterior.

Considere la siguiente construccion auxiliar:

En el AABC, por cada vértice se trazé una paralela al lado opuesto, for-
mando el ADEF. Demuestre que las mediatrices de los lados del ADEF son
las tres alturas del AABC.

Utilice las condiciones para ser paralelogramo.

Clase 7 y 8. Bisectriz

g}‘% Ejercicio 1.20.

Construya:

a) Dibuje el ZABCy trace su bisectriz.

b) Margue un punto P en la bisectriz.

c) Desde P, trace segmentos que sean
perpendiculares a los lados BA y BC.

d) Nombre los puntos de interseccidn
como Ky L respectivamente.

Verifique:
Compare la longitud de KP
con respecto a la de LP.

El resultado anterior se cumple en el siguiente teorema:

- L\
Teorema 1.8. Propiedad de la bisectriz K A
de un angulo.
El punto P estd en el interior del ZABC. B
P equidista de los rayos BA y BC si y sélo P
si el rayo BP es la bisectriz del ZABC. L
C

Demostracion:
Si Ky L equidistan de P, entonces el rayo BP es la bisectriz del ZABC.
Proposicion Justificacién

F

N

Los simbolos >, >> en
los segmentos estan in-
dicando paralelismo.

[A] Construccion

>
S
Puede trazar la bisec-
triz utilizando regla vy
compas, o haciendo
uso del transportador.

9,
T

1. PK=PL Hipotesis

2. PK L BA;PLLBC Hipétesis

3. BP=BP Congruencia del mismo segemento.

4. ABKP = ABLP Por 1, 2, 3 y criterio de congruencia hipo-

tenusa-cateto de tridngulos rectangulos.
Por 4 y por ser dangulos correspondientes
de tridngulos congruentes.

Por 5 y definicion de bisectriz.

5. LKBP = £LBP

6. Rayo BP es la bisec-
triz del LABC

% ©
é}\% Ejercicio 1.21. Demuestre el otro sentido del teorema.
Si rayo BP es la bisectriz del ZABC entonces Ky L equidistan de P.

10 Unidad | e Leccién 1 ¢ Clase 7 y 8. Bisectriz

9’0

La bisectriz de un angu-
lo lo divide en dos an-
gulos congruentes.

Equidista:

P equidista de BA y BC
entonces PK L BAy
PL L BC,

Ademas, PK = PL.

o

=74
(S

Para demostrar un teo-
rema que involucre un
“si y solo si” deben de-
mostrarse ambos senti-

dos.
@

Considere:

PK L BA,

PL L BC vy los criterios
de congruencia para
tridngulos rectangulos.



%8
&2 Ejercicio 1.22. A
En el AABC,
a) Trace las bisectrices de sus dngulos. i }
b) éCoinciden las bisectrices en un punto?, si es asi B C
éel punto esta en el interior o exterior del tridngulo?
Nombre el punto de interseccidon como |.
c) Trace desde éste, segmentos perpendiculares a BC, CA y AB.(Nombre
esos puntos P, Q y R respectivamente).
d) Compare la medida de estos segmentos (IP, IQ y IR).

Esto nos lleva al siguiente teorema:
- L\
Teorema 1.9. Concurrencia de las A
bisectrices de un triangulo.
Las bisectrices de los angulos de un
triangulo son concurrentes en un
punto que equidista de los tres
lados. B C

§’§2 Ejercicio 1.23. Complete la demostracién del teorema 1.9.
En el AABC, seal el punto de interseccion de las bisectrices de ZBACy ZBCA.

Proposicion Justificacion

. Al es la bisectriz del ZBAC Hipotesis

. |:| es la bisectriz del ZBCA
. | equidista de ABy AC
.lequidistade ACy[ |

. | equidista de ABy BC

. |:| es la bisectriz de|:|

o U W N

Hipotesis

Por 1y propiedad de bisectriz.
Por 2 y| |
Por 3, 4 y propiedad transitiva.

Por 5y propiedad de la bisectriz.

% - .. - ., L
N Ejercicio 1.24. Utilizando la construccién empleada en el Ejercicio 1.22,
trace la circunferencia de centro | con radio Pl. éPor qué la circunferencia

es tangente a los tres lados?

e o~
. - .7 A

Definicion de Incentro

El punto de concurrencia de las bisectrices

de los angulos de un tridngulo se llama

Incentro.

B C
J

[B]

La construccion del
Ejercicio 1.22 se utiliza
posteriormente.

Circunferencia inscrita:
Si una circunferencia
es tangente a los tres
lados de un triangulo
entonces se dice que
la circunferencia estd
inscrita en el triangulo
y el triangulo estd cir-
cunscrito en la circun-
ferencia.

Unidad |  Leccién 1 e Clase 7 y 8. Bisectriz 11



K

& Ejercicio 1.25. Realice la siguiente construccion:

Construya un tridngulo equildtero y luego construya su circunferencia
inscrita.

§’§2 Ejercicio 1.26. Explique las construcciones realizadas en cada paso.

P

P

v P’
A cC A cC A g

Conteste:

a) éCémo se llaman los angulos PBC y QCB?

b) éQué son los rayos BE y CE?

c) Verifique si la bisectriz del dngulo interior ZBAC es también concurren-
te en el punto E.

El punto E se llama Excentro.
- = L\
Teorema 1.10 -
El punto donde se intersecan dos bisec-
trices exteriores y una bisectriz interior
en un tridngulo, se llama excentro y éste
equidista de los lados
del tridngulo.

§§2 Ejercicio 1.27. Complete la demostracién. Considere en el AABC las
bisectrices BE y CE de los angulos exteriores ZPBC y ZQCB respectiva-
mente y tome tres puntos P, Q y R tal que, PE L AP, RE L BC, QE L AQ.
Demuestre que el rayo AE es la bisectriz del ZBAC. (Vea la figura de Teo-
rema 1.10).

Proposicion Justificacion

[C] [g}e

Puede calcar las figuras
y hacer las verificacio-
nes con regla, trans-
portador y compas.

[%}e

La bisectriz de un angu-
lo exterior de un tridn-
gulo, se le llama bisec-
triz exterior.

[%)'e

Estd es también una
aplicacion de la propie-
dad de la bisectriz.

N4

=4

1. Rayo BE es la bisectriz de ZPBC | | |

2. |:| es la bisectriz de |:| Hipdtesis

3.PE L AP, RE L BC, QE L AQ | |

4. PE=RE Por 1, 3 y propiedad de bisectriz.
5. | | Por 2, 3y propiedad de bisectriz.
6. PE=QE | |

7.[ ] eslabisectriz de | || |

12 ‘ Unidad | ® Leccién 1 e Clase 7 y 8. Bisectriz

La circunferencia ins-
crita en un tridngulo es
tangente a uno de los
lados y a las prolonga-
ciones de los otros dos.

¢Cuantas de estas cir-
cunferencias se pueden
construir en el AABC?



Clase 9y 10. Baricentro

Trazar las medianas de un triangulo

':@:' Ejemplo 1.3.

a) Dibuje en el cuaderno un triangulo y némbrelo

AABC.

b) Encuentre los puntos medios de los lados uti-
lizando la construccién de la mediatriz de

un segmento.

¢) Unalos vértices con el punto medio del

lado opuesto correspondiente.

p
Una mediana de un triangulo

punto medio del lado opuesto.

Todo tridngulo tiene 3 medianas.

es el segmento cuyos extremos son un vértice del tridangulo y el

J
[N

Vs

un punto.

Teorema 1.11 Las tres medianas de un tridngulo se intersecan en

@ Ejemplo 1.4. Demuestre el Teorema 1.11.

Solucién:

En el AABC, sean D y E los puntos medios de AB y AC respectivamente

(Vea la figura de la derecha).
Proposicion

Justificacion

1. En el AABC, BE y CD son me-
dianas y se cortan en G.

2. Rayo AG cortaaBCen Ly se
extiende a R tal que AG = GR.

D es el punto medio de AB.
G es el punto medio de AR.
En el AABR, DG || BR

GC|| BR

E es punto medio de AC.
En el AARC, GE || RC

. BG|| RC

10. BGCR es paralelogramo.

©® N U AW

11.BL=L

IR

12. L es el punto medio de BCy
AL es una mediana del AABC.

Construccion e hipotesis
Construccion

Por 1

Por 2

Teorema de los dos puntos

Por 5

Hipotesis

Teorema de los dos puntos

Por 8

Por 6, 9 y definicién de paralelo-
gramo

Por 10 y la propiedad de la diago-
nal del paralelogramo.

Por 11

[A] [g}@

Los segmentos AD, CF
y BE son medianas del
AABC.

AD, CF y BE se cortan
en el punto G.

S

E(
En esta demostracidn
trazamos segmentos
auxiliares como estra-

tegia para su solucion.

A

[%)'\s

El punto donde se in-
tersecan las medianas
de un tridngulo se lla-
ma baricentro.

Unidad | e Leccién 1 e Clase 9y 10. Baricentro 13



’:@3 Ejemplo 1.5.

a) Dibuje un tridangulo escaleno grande en una cartulina y recértelo.
b) Trace dos medianas y encuentre el Baricentro.

c) Ubique la punta del lapiz en el baricentro.

d) Comente con sus compafieros que sucedid.

El baricentro es el centro de masa o centro de gravedad de un
triangulo.

%0

& Ejercicio 1.28.

a) Construya un tridngulo escaleno, un equilatero y un isésceles y trace las
medianas utilizando regla y compas.

b) Dado el AABC con mediana AD perpendicular al lado BC. Demuestre que:
b1. AD biseca a ZBAC
b2. AABC es isdsceles.

c) Demuestre que la mediana correspondiente al lado no congruente
de un tridngulo isdsceles es perpendicular al lado y biseca al angulo
opuesto a la base.

d) Demuestre que las medianas correspondientes a los lados congruentes
de un tridngulo isdsceles son congruentes.

e) Dados dos triangulos congruentes, la mediana de uno de los tridngulos
es congruente con la mediana del lado correspondiente del otro.

7RG

é\% Ejercicio 1.29.

En el AABC, demuestre que si AD, BE y CF son medianas y G es el baricen-
tro entoncesAG:GD=2:1,BG:GE=2:1,CG:GF=2:1.

En el AABC, AD, BE y CF son medianasy G es
el baricentro. Se cumple que:
AG=% AD 6 AG = 2GD

BG=% BE 6 BG = 2GE

CG=% CF 6 CG = 2GF

14 Unidad | e Leccion 1 e Clase 9 y 10. Baricentro

Note que el triangulo
se equilibré.

B
[B] @
Puede utilizar como re-
ferencia la figura del
Ejemplo 1.4.



%®
e}\? Ejercicio 1.30.
Encuentre las medidas.

a) 8 b)
BE =16
EF =7 E DJ=3, JE=

A\ L]

H

Unidad | e Leccién 1 e Clase 9y 10. Baricentro 15



Ejercicios de la leccion

1) En la figura AABC es isésceles donde BA = BC, BE es la mediatriz de AC.
Si los segmentos tienen las longitudes indicadas, halle x, y.

2) En el AABC, las bisectrices de dos angulos externos de /By ZC se
intersecan en P. Demuestre que la suma de la medida del angulo BPCy
la mitad de la medida del dngulo A es igual a 90° (angulo recto).

3) Demuestre que en todo triangulo isdsceles la bisectriz del dangulo
externo opuesta a los angulos congruentes es paralela al lado desigual.

4) Demuestre que si por un punto cualquiera de la bisectriz de un angulo
se traza una paralela a uno de los lados del angulo, el triangulo asi
formado es isdsceles. Demuestre que el tridngulo MAQ es isdsceles.

5) Dos exploradores Luis y Maria estan parados a la orilla de un rio en el
punto A directamente enfrente de un arbol T que se encuentra al otro
lado del rio. Ellos marcan cierta distancia a un punto B donde Maria
permanece, sin embargo, Luis camina exactamente la misma distancia
de A a B a un punto C, luego gira y camina en direccidn opuesta al rio
hacia un punto D donde él puede ver a Maria alineada con el arbol.

A, By Cson colineales.

a) Identifique la correspondencia de pares de lados y angulos  C

/B\
x D 8
E
A C

congruentes

b) Demuestre que AABT = ACBD

c) ¢Como podrian ellos usar la informacién que se tiene para
encontrar el ancho del rio?

16 Unidad | e Leccidn 1 e Ejercicios de la leccion



6) En la figura de la derecha AD || BC y E es el punto medio de CD.

E
Demuestre que los triangulos AADE y AFCE son congruentes.
B ¢ F
C
7) En la figura P, Q y R son puntos medios de los lados del tridngulo R p
equildtero AABC. Demuestre que el tridngulo APQR es equilatero.
A Q B

8) En la figura los cuadrildteros ABCD y BEFC son paralelogramos.
Demuestre que el cuadrilatero AEFD también es paralelogramo.

9) Se da cualquier AABC y los puntos medios de los lados, P, Q y R.
Demuestre que el perimetro del APQR es la mitad del perimetro del
AABC.

*10) ¢Qué tipo de cuadrilatero se forma
con las bisectrices de los 4 dangulos de un
paralelogramo? Demuéstrelo.

@
Primero demuestra
que las bisectrices de
angulos opuestos del
paralelogramo son pa-
ralelas entre si.

11) Demuestre que las diagonales de un
trapecio Isdsceles son congruentes

Unidad | ¢ Leccién 1 e Ejercicios de la leccidn 17



12) Para cada una de las siguientes opciones decide si la informacién dada A
es suficiente para concluir que AABC = AADE, si es asi demuéstrelo.

E C

c) AB= ADyAE = AC

d) EB = CDy BC = DE
B D
13) En la figura AD || BC, AE = EB y \\/\/\// Considere la siguiente
DF = FC. Encuentre la longitud de E /G/ \H F propiedad, la mediana
los segmentos EF y GH. /// \\\i de un trapecio es pa-
B£ 11 =C ralela a sus bases y su

longitud es igual a la
mitad de la suma de
ellas.

18 Unidad | e Leccidn 1 e Ejercicios de la leccion



Leccién 2. Semejanza de Tridngulos
Clase 1. Criterios de semejanza de triangulos

Definicion de semejanza

Se dice que dos figurassonse- o -~ A
mejantes, cuando se pueden ‘51:::\%\
colocar en la posicién como \B\\\ \\\\
muestra la Fig. 2.1 donde T~

OA' _ 0B' _ OoC

OA — 0B = OC Fig. 2.1

A este valor se le denomina
razon de semejanza entre los triangulos A’B'C’ y ABC.

En el caso de los tridngulos se tiene la siguiente definicion de semejanza:

- L\
Los AABCy AA'B'C’  son semejantes cuando

= B = S, mLA=mLA, mLB=mLB,

m/C=msC

J

p o

A'B' _B'C' _C'A' — . .
El valor de AB - BC = CA coincide con la razén de semejanza

entre los triangulos A’B’'C’ y ABC. )

Para confirmar la semejanza de tridngulos, no es necesario verificar todas
las condiciones

':@:' Ejemplo 2.1. Encuentre las parejas de triangulos que son semejantes

y diga la condicion de semejanza:
b) c) S d)

80°

3 4 3130%)2
30°
2 A

/D 6 5
f) /\ 8)
3 ! 2
5 1.5

a)

il

e)

300 70>

[A] [g}@

Se puede dar la vuelta
a una de estas figuras.
Cada punto de las dos
figuras se corresponde
como los puntos Ay A
etc.

L%J’e

Se denota la semejanza
con el signo “~”,
AABC ~ AA'B'C’

[%'\s

En 9no. grado se apren-
dio el criterio de seme-
janza de tridngulos.

Unidad Il ¢ Leccidon 2 ¢ Clase 1. Criterios de semejanza de tridngulos 19



Criterio de semejanza de triangulos:
- L\
Dos tridngulos son semejantes cuando cumplen una de las siguien-
tes condiciones:
a) Dos pares de lados son proporcionales y los dngulos comprendi-
dos entre estos lados tienen la misma medida (LAL).
b) Dos pares de angulos tienen la misma medida (AA).
c) Los tres lados son proporcionales (LLL).

B
7RG
&Z Ejercicio 2.1. D
Demuestre que AABC ~ AACD ~ ACBD

A C

{@3 Ejemplo 2.2. Encuentre los valores de x

@)
50°
S0°N\3 460° N
~160°
i 5

Solucion: En los dos tridangulos hay dos pares de dngulos iguales, por lo
tanto son semejantes, asi que se tiene que

% = % ;X = %(3) = % (Respuesta)

% 0
& Ejercicio 2.2. Encuentre el valor de x.

a) 3 X
0° 30° 50° 30°

b)

X /BAC = /BCD

20 Unidad Il e Leccién 2 e Clase 1. Criterios de semejanza de tridngulos

A A
{ No / >c’
B B’

A'B' _ B'C'
AB - BC
m/B=m/B (LAL)

mLA=mLA,
m/B=mLB (AA)
AIBl _ BICI _ CIAI

AB =~ BC - CA
(LLL)

[B]



Clase 2. Semejanza y razon de area

':@:' Ejemplo 2.3. En (1) y (2):

a) Encuentre la razén de semejanza entre la figura de la derechay la de la
izquierda.

b) Encuentre larazon de area entre la figura de la derechay la de laizquierda.

c) ¢Qué observa?

(1) (2)

2
4 6
1 5 3
30° 30°
1 2 6 9
Solucion: a) (1) % =2 (2) % = %
1
20)3) _9v3y_(3\2_9
b)(1) 22 _(2)2_,4 (2) 2——=(2)3)=(3)=%
=(1)=4 L)) (6)3)=(3)=13
c) ( La razén de area = (La razén de semejanza)? .j

La relacion de arriba se aplica a cualquier figura.

%e
&? Ejercicio 2.3. Encuentre la razdn de area entre la figura de la derecha
y la de la izquierda. En cada caso las dos figuras son semejantes.

a) H 4 q) 9
= 0 2 6
1 9
0 : 0O ] 6
4 60° ] 60° ]
b) e)
; by /
2
A A
6 3 3 5
I\
c) D £00
3 50° 5
130° 1300

En (2) si keslarazén de
semejanza,

_9_6
k=%=2

9=6k 6=4k;3=2k

El drea del triangulo de
derecho

1 1
= 2(9)3) = 3 (6k)(20)

= (El de izquierdo) x (k?)

Es porque se puede
evaluar el drea por con-
junto de cuadrados con
cualquier exactitud.

e

Unidad Il e Leccidn 2 e Clase 2. Semejanza y razén de area 21



Clase 3. Semejanza y razén de volumen y area de superficie

5@3 Ejemplo 2.4.
Encuentre las siguientes razones entre el paralelepipedo rectangular de la
derechay el de la izquierda,
a) De semejanza

b) De volumen

El volumen del parale-

|
c) Del area de superficie 4 i lepipedo rectangular es
| (largo) x (ancho) x (al-
: tura)
271 e
| //
| //
R 6 -7
3 /// ////
4 8

Solucidon: a) % = % = % =2

b) 22)3) ~ 4

8(4)( )_8(3)(6

3)=2=38

c) Larazdn de drea de cada cara = (La raz6n de semejanza)? = 22 =4
Por lo tanto, la razén de area de superficie es 4

La razon de arriba se aplica a todos los solidos

La razén de volumen = (la razén de semejanza)?
La razdn de &drea de superficie = (La razon de semejanza)?

§’§’2 Ejercicio 2.4.

a) Encuentre la razén de volumen entre el sélido de la derecha y el de la
izquierda.

b) Encuentre la razén del drea de superficie entre el sélido de la derecha
y el de la izquierda.

En cada caso los sélidos son semejantes

(1) (2)

22 Unidad Il e Leccidn 2 e Clase 3. Semejanza y razén de volumen y area de superficie



Ejercicios de la leccion

1) En la figura AB || PQ. Clase 1

a) Demuestre que AOAB ~ AOQP.
b) Encuentre el valor de x.

2) En la figura
Clase 1
a) Demuestre que AOAB ~ AOQP.
b) Encuentre el valor de x.

3) En cada uno de los dibujos, indique los tridngulos semejantes y el
criterio de semejanza utilizado.
Clase 1

a) c)

80°(\E

O

80°

Unidad | e Leccidn 2 e Ejercicios de la leccién
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Matematicas Ill

Unidad
1

Limites y
continuidad

@ Leccidn 1: Limite de funciones
@ Leccidn 2: Continuidad de funciones

@ Leccidn 3: Asintotas

/ \

Julius Wilhelm Richard Dedekind
(1831 - 1916)

{ Algo de historia )

Dedekind fue un matematico aleman. Nacié y fallecié en
Brunswick. Su campo de especializacion es algebra y teo-
ria de numeros. Con relacion al tema de esta unidad, él
definid rigurosamente el conjunto de los nimeros reales
y estableciod la continuidad de los nUmeros reales dando
asi el fundamento de analisis que empezd con el descubri-
miento del cdlculo infinitesimal, que venia careciendo de
fundamento.

Para esta meta él utilizd los conjuntos llamados corte de
los nimeros racionales como lo siguiente: Se divide el
conjunto de los niUmeros racionales en dos subconjuntos A
y B no vacios de modo que los nimeros que pertenece a A
son menor que los de B.

Entonces hay tres casos. a) En A existe un nimero que es mayor que cualquier otro nimero
de Ay en B no existe el minimo nimero. b) En B existe el minimo numero y en A no existe
el maximo numero. c) En A no existe el maximo numero y en B tampoco existe el minimo
numero. En c) el par de subconjuntos define un nimero irracional. Después de afiadir los
numeros irracionales al conjunto de los numeros racionales, en el corte de estos nimeros
siempre ocurre solo los casos a) y b), lo que es la continuidad de los nimeros reales.

Fuente: E. T. Bell: Men of mathematics

J
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Nota: a partir de esta unidad se utiliza la unidad de medida radian para medir los angulos.

Términos y notacién: sean a y b nimeros reales tal que a < b
Intervalo abierto (a,b) = {xeR,a<x<b}
Intervalo cerrado [a,b] = xeR,a<x<b}
Intervalo semi abierto (a,b] = {xeR,a<x<b}
[a,b) = xe R, a<x<b}

Leccion 1. Limite de funciones
Clase 1. Definicion de limite de funciones

| Explicacién 13 En la figura, en el eje x el
punto P (x, 0) tiende al punto (a, 0), pero no
alcanza a este punto. En la grafica el punto R
que corresponde al punto P tiende al punto
S. En el eje y el punto Q (0, f(x)) que corres-
ponde al punto R y representa el valor de
f(x) tiende al punto (0, b).

En resumen, cuando x tiende sin limite a a
tomando valores diferentes de a, f(x) tiende sin limite a b.

Se expresa esta situacion como: “f(x) converge a b” y se denota mediante:
[ imse=s

El valor de b se le llama limite de f(x) cuando x tiende sin limite a a.

2’;\? Ejercicio 1.1. Encuentre los limites:
a) b)

/TN

fim f(x) lim, /(x) lim, /()

{@} Ejemplo 1.1. Encuentre los limites: a) )Ic|ml (2x+3) b) )Iclm3 1

Solucién: a) b)

7T 3 %

de grafica se ve que )Icims 1=1
)Iciml (2x+3)=5

26 ‘ Unidad Il e Leccidn 1 e Clase 1. Definicion de limite de funciones

>

=74
No es necesario que
f(x) esté definida en
X =a.

También se utiliza la si-
guiente notacién:

(f(x)eb (a%x)j

En b) f(x) no esta de-
finida en x = -1; en ¢)

f(2)=1.

De b) se ve que:

limc=c
X—a
(c: constante)




2’;\5‘2 Ejercicio 1.2. Encuentre el limite:

a) )Icl_rpz (x=3) b) ]Icl_rpz (-5) c) xll_)m%senx d) )CILr%cosx
e) xILm%tanx f) ;lc'an 10 g) )Icanllogzx h) }Icm\/;

| * Explicacién 2] lim f(x) = b equivale lo siguiente:

Cuando estd dado un intervalo abierto I que contiene el valor de b, existe
un intervalo abierto Jtalque:x EJ,x2a=f(x) E1

y=/x)
J - I
B PN e S WD
x a b flx)

En la figura de arriba puede limitarse /y J en la forma:
I=(b-—¢,b+e)={yeR, |y->b| <€}
J=(a-06,a)U(a,a+d)={xeR,0< |x—al <3}

con los nimeros positivos € y 0.

J I
- X \_/Z\/"’ y
5 45 e b e

Entonces la definicion tiene la siguiente forma:

o~
Definicion de limite de funciones.

Sea f(x)una funcidn definida alrededor de x = a salvo en a. Se deno-
ta lim f(x) = b cuando se verifica lo siguiente:

Para cualquier nimero € > 0, existe un nimero 9 > 0 tal que:

[%}[‘9

Para el tratamiento
mas riguroso, hay que
definir el limite de tal
manera que explica el
sentido de “tender sin
limite”.

O<|x—a|<d=|f(x)-b| <€

Clase 2. Propiedades del limite

- LN
Propiedades del limite:
Sean a, B y kK nimeros reales, f(x)y g(x) funciones. Se supone que

existen lim f(x)=ay |lim g(x)= 5.
a) Iim{f(x) +glx)t=a+p
b) lim {f(x)-gx)}=a-8
c) lim {kf(x)} = ke
d) lim {f{x)g(x)} = af
SIx)

. . a
e) Si 5 # 0, entonces lim ) = B

[%}’@

Esta forma es uno de
los resultados de Ia
actitud critica del siglo
XIX, hacia la base del
calculo infinitesimal
que data del siglo XVII.

[%}’e

Para la demostracion
se utiliza la definicion
de la Explicaciéon 2 de la
Clase 1.

Unidad Il e Leccién 1 e Clase 2. Propiedades del limite 27



Nota: Utilizando d) y e) repetidamente se tiene que:

( f) )ICerzl {f(x)}*=am (n:ndmero entero) ]

¥ Explicacion 33 sobre la demostracidn: se utilizan las siguientes relaciones:

a) {f(x)+g)}=(a+B) < |fx)—al +|gx) =B

b) [{f(x)—gx)}=(a=B)| < |fx)-al +|gx)-PB]

o) lkfx)—ka| = k| |f(x)-al

d) If(x)glx)—aBl < |fx)-allgk)| + |a|lgx)-B]

o | L) _al | /) —ealBl+]algx) -]
g BT [gHIBI-lg-Bl}
Donde |g(x) =81 < 18|

x’—1

{@3 Ejemplo 1.2. Encuentre los limites: a) )Iclmz (x2=3x+4) b) )ICm}

Solucién: a) )Iclmz (x2—=3x+4)

~ i 2 i .
)Icl_rpzx )Icl_rpz 3x + )Ican24 pora)y b)
(1 s Al .

()Icl_r:nzx) 3 )LI_FI]Z x+ Jc'an 4 por f) y d)
=22 -3(2) +4
=2

x2—1

X

b) lim x=3=20, porlotanto lim = lim(x2-1) + lim x= %
xX—3 x—3 x—3 x—3

Nota: de a) se ve los siguientes:

( )ICLma f(x) =f(a) donde f(x) es un polinomio de x ]

%R0
% Ejercicio 1.3. Encuentre el limite:

a) )Icl_r>n1 2x3 b) )Icl_rplﬁ c) )Ici_rgx;l d) Iim1x3 2%

X——

Tenga en cuenta las si-

guientes relaciones:

|s+1] < |s| + |t]

lsz] = |s| |¢]

lg(x)| = 1glx) -8 +B]
<lgl)-B1+18]

lglx)| = |glx) - B+ 8]
2|81-lgx)-AI

Cuando

1812 1gx)- 8]

Este valor equivale a
f(2), donde
fx)=x2-3x+4.

Clase 3. Calculo del limite donde el denominador converge a 0

\\.’r 2 -
‘@: Ejemplo 1.3. Encuentre el limite: qurqxl'fixl?’
2 —
oo x4 2x—3 o (x+3)(x—1) _
Solucion. lim=—=7 = )|CI_I':I‘I1 =1 = )Icl_r:nl(x+3)—4

[RG
& Ejercicio 1.4. Encuentre el limite.
2 2 2 3 2
Lo xXT—x—2 . x“+tx—6 . 2xtt+x—1 X2+ 3x
a) Jim g B imTR =y o Im S sy d) limt

3 3 3 2_
x’—8 LooxT+27 & Lo X2 —x—2
x—2 f) lim 53~ *8) [lim, x+2

*e) lim
xX—2

28 Unidad Il e Leccién 1 e Clase 3. Calculo del limite donde el denominador converge a 0

[%}e

Transforme la funcién
en la forma donde el
denominador no con-
verge a 0.




{@3 Ejemplo 1.4. Encuentre el limite: lim x—1
x—1 \/; -1

— - +
Solucion 1: lim—r—2— = (x—1)(vVx+1)
—1/x—1

oWt

w*+nw*—n
x—»l \/7 1

I|_rp1(\/;+1) =

Solucién 2: lim x—1
Jx—1

x—1

Jﬁﬂl(ﬁ +1) =2

%
¢§> Ejercicio 1.5. Encuentre el I|'mite:

a) I| 4\/—_

b) I| f c) )Icl_rgi

'2@3 Ejemplo 1.5. Encuentre el valor de a y b que satisfacen )Iclml T—1

2
Solucién: lim (x2+ax + b) = Iim{w
x—1 x—1 X 1

(x-1)]

i x2+ax+b
m———3

lim=—=7 )lcl_l’pl (x—1) pord)delacClase 2.

=3-0=0.

2+ax+b

=3

Por lo tanto, como x tiende a 1 (se sustituye convenientemente en

x2+ax+b)
a+b+1=0.

Luego, x2+ax+b=x2+ax+ (—a—1) Sustituyendob=-a-1

=(x-1) (x+a+1). Entonces,

@—D@+a+n
x—1

. xX*tax+b _ .
)Icl—rpl x—1 x—»l - )Icl—rpl (x+a+1)

Porlotanto,a+2=3,a=1. Respuesta: a=1,b=-2

2’;\5‘2 Ejercicio 1.6. Encuentre el valor de a y b que satisfacen la igualdad:

2 2
. X“t+axtb _ . xtaxtb _
) Im™—7 =3 b) JimTF7 =4
¢) lim x’+ax+b ->
x——2 xt2

=a+2,

O
S P
En el Ejemplo 1.4 solu-

cién 1 aplique la racio-
nalizacion del denomi-

nador.
Eﬁ

En el Ejemplo 1.4 solu-
cion 2 apligue la facto-
rizacién al numerador:

x=1=(/x+1)(/x-1)

>

-4
IS
Si el denominador con-
verge a 0 y existe el
limite, entonces el nu-
merador converge en
0.
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Clase 4. Divergencia

@ Ejemplo 1.6. Describa el cambio del valor de % cuando x tiende al 0.

Solucién: si x - 0, entonces x2 > 0y tiende al 0. Por lo tanto, el valor de
1 e

— aumenta sin limite.

X

En efecto, a cualquier nimero positivo M, si se toma x en (— ,0)0

(o, ﬁ), entonces se tiene que % > ﬁ =M.

1
IM

JM

Si el valor de f(x) aumenta sin limite cuando x = a, entonces se expresa
que f(x) diverge al infinito positivo y se denota mediante

[ lim = )

De la misma manera si el valor de f(x) disminuye sin limite cuando x - «, en-
tonces se expresa que f(x) diverge al infinito negativo y se denota mediante.

[ lim f) =0 ]

RO . . .
& Ejercicio 1.7. Investigue si converge o diverge.

o1 (1 . Y
a) jlcl_r)r}(x_l)2 b) JCI_I’)TE)( xz) c) )Icl_rpl (x—1)
d) lim 5 e) lim tanZx
x—0sen-x XL
- L\

Propiedades de divergencia

a) fix)>oy lim f(a)=0:»;m—f(lx) =
. _ = H i = —00
Sy <oy lim fla)=0= lim—ry =

b) fix)<gx), lim f(x)=co= lim g(x)=oco

gx)<fx), lim fla)=—co = lim g(x)=—co

c) lim fix)=co= lim {-f(x)}=—co

lim, /)= —e0 = lim, -/} = o

d) lim fix)=a o oo, lim gx)=co= lim {f(x) + g(x)} = o0

lim, flx)=a o=co, lim glx)=—c0 = lim {f(x) + glx)} =—c0
e) lim flx)=a >0 o oo, lim g(x)=co= lim {f(x) g(x)}= o

f) lim, fix) =0 0 —eo = lim 5 =0

30 ‘ Unidad Il e Leccién 1 e Clase 4. Divergencia

[%}\s

Cuando se escribe x - g,
x no toma el valor de a.

El simbolo oo no es un
numero, tampoco se
[lama limite.

[%}@

Se omite la demostra-
cion.




{@3 Ejemplo 1.7. Encuentre lim x tan?x. Se utiliza la propiedad e).

=3
Solucién: lim x = % >0y I|m tan? x = oo, Por lo tanto
x=Z x—=Z
lim xtan2x=oo
a4
2
% 0
é\Q Ejercicio 1.8. Calcule:
cos X —2 X+ 1 x—2
I b) lim d I 5
3l ' ) xL_cos )xl—% sen? ) ' ~3(x—3)
5@3 Ejemplo 1. 8 Investigue los valores de sen l cuandox - 0. Y
Solucién: |sen - | < 1. Por otra parte, para cada ndamero b € [-1, 1], hay /’\
valores de x en cualqwer cercania del 0 que satisface sen = =b \j X
Del Ejemplo 1.8 se sabe que sen % no converge cuando x - 0. 1
y=sen —
En este caso se dice que sen % diverge cuando x - 0. .
% ¢
é\% Ejercicio 1.9. Investigue si )lci”}) cos% converge o no.
Clase 5. Limites laterales
O Ejemplo 1.9. La funcién £ (x) esta definida como lo siguiente:
b cuandox<1
flx)=42 cuandox=1
-x+4 cuandol<x
a) Dibuje la grafica de y = f{(x).
b) Investigue el valor de f(x) cuando x < 1y se acerca a 1.
c) Investigue el valor de f(x) cuando 1 < x y se acerca a 1.
Solucion:
a) c) Ay
1 3 x
1 1 2 3\ a7
-1{ Se acercaa3
En b) del Ejemplo 1.9, al numero 1 se le llama limite por la izquierda y se [gks
denota mediante lim_ f(x) =
x—1 Ambas se les Ilama
Enc)al nljmero 3 se le llama limite por la derecha y se denota mediante limite lateral.
I|m flx) =
x—17

Se aplica la notacidn similar cuando la funcion diverge. Se verifican las
mismas propiedades que el limite anterior.
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@ Ejemplo 1.10. Calcule. a)

é§
>< [

b) I|m =

x—0T +X

Solucién: a) v L b) y L
X X

1 o1
\ )!m_y__oo \ )!'_r:’(‘rx (%)

%8
é§> Ejercicio 1.10. Encuentre los limites.

a) I|m tan x b) lim tanx c) Iimﬁl3 d) I|m 1
x—»7 x—»%+ x—=0"Xx x—0" x*
2o
‘@: Ejemplo 1.11. Se define una funcion que se denota mediante [x] Se le llama esta funcidn
como lo siguiente: “funcion de parte ente-
[x]=n si neZyn<x<n+1 ra”.
Es decir [x] representa el nUmero entero maximo que no sobrepasa x. Ejemplo: [2] =2, [2.9]
a) Dibuje la gréfica de y = [x]. =2,[-1.3]=-2
b) Encuentre lim_ [x] vy I|m [xT1.
x—1 x—1T
Solucién: a) yI — b) lim [x]=0 c) lim [x]=1
— x—1 x—1T
_i X
R . .. , .
& Ejercicio 1.11. Encuentre el limite lateral.
a) lim [x] b) I|m [xT c) lim_ [x] d) lim [x] [62/
x—3 x—3" x—>=2 x—-—2t
Para g) y h) contruya la
e) lim_ [x] f) I|m MxT *g) lim_ [x2] *h) lim  [x2] grafica de f(x) = [x2].
x—0 x—0" x—>-1 x—-—1F

Entre el limite y el limite lateral existe la siguiente relacidn:

lim f{x) existe < Jim. flx)y xILng f(x) existen y coinciden.

En este caso )Iclml flx)= xlm flx) = xlm fx)

':@:' Ejemplo 1.12. Se define la funcidn f(x) como lo siguiente:
_ | x3—x2 six<?2
Sflx) =

Investigue si lim f(x) existe.
X2+3x—6 si2<x guessi [im, /x)

o . — . 3_42) = . - . 2 _ -
Solucion: xILnZLf(x) xILrEL (x3-x2)=4vy len;+f(x) xIanw+ (x2+3x-6)=4
Concuerdan, luego )Icimzf(x) existe.

2’,\? Ejercicio 1.12. La funcidn f(x) estd definida como lo siguiente:

Investigue si lim_ f(x) existe.
x2—4x si—-2<x 8 X*—Zf()
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Clase 6. Limites en el infinito

5@3 Ejemplo 1.13. Investigue el cambio de valor de % cuando:
a) x aumenta sin limite.
b) x <0 y |x| aumenta sin limite.

PR | 1 =1
Solucion: a) -~ >0 b) L >0 E}
Se denota el fendmeno de a) mediante xlmo% =0 vy el b) mediante Se le llama a )!I_I:T;o% li-
xumm; =0. mite en el infinito posi-

tivoyal _lim 1 limite
%D x——00 X
@ Ejercicio 1.13. Encuentre el limite: en el infinito negativo.
1 1 . senx . COSX

A fims b Sm o im @) Jim <

Los limites en el infinito tienen las mismas propiedades que las de la Clase
2y4.

‘:@3 Ejemplo 1.14. Sean f(x) =agx"+a; x"" 1+ +a, (ap#0)y
glx) =boxm+bxm-1+-+b, (bo % 0) polinomios.

Jx)
Encuentre lim -+ Vo) en los siguientes casos:

a)jn>m b)n=m c)n<m
+—+ + +4914 449
Solucién: fix)) = xn-m 20 b Y lim o bx ;)c = %
g bo + + m x_)oob0+_1+ + ;g 0
X X
do
X o si 7 >0
a) xI'_r,rJo xn-m= oo, por lo tanto )CIergof((x; = zo
—oo s 3& <0
0
X
b) lim x7-m=1, porlo tanto |im gﬁx)) = Z—g
c) lim x7-m=0, porlo tanto |im DG, =0
~gx) =

%8 X

&3 Ejercicio 1.14. En el Ejemplo 1.14, encuentre xumm% en los si-
guientes casos:

a)n>m b)n=m c)jn<m

%
e}\% Ejercicio 1.15. Encuentre el limite.

a) Ilmx +5x+2 b) 2x%+ 5x ¢) lim xX—5
e x?—x+1 LN 0 357 — 4 + 1

d) lim 2oHSxH1l Sl S et
x> TXF3 ¥ 3yt +5x+2 i —x?+x

Unidad Il e Leccion 1 e Clase 6. Limites en el infinito 33



':@:' Ejemplo 1.15. Calcule: |im (x3—-x?)

Solucién:x3—x2=x3(1—l) y lim (1- l)=1, lim x3=o00
X X— 00 X X—00

Por lo tanto )!ingo (x3=x2) =00

% 0
& Ejercicio 1.16. Calcule.
a) Jim_ (x*~x?) b) fim (2x3-3x?) o lim (x-x)

O Ejemplo 1.16. Encuentre el limite: lim (vVx+2 - Jx)

Solucién: lim (vx+2 —y/x)= |Im{(\/xT \/7>\/L+i§}

- lim—2
_x“‘r’g"\/x—l-2+\/; 0

0 0’
é}\% Ejercicio 1.17. Encuentre el limite:

a) xli_r)rgo(\/x-l-S—vx—l) b) )!I_[Ygo\/;_\]]m c) )!i_[rgo(uxz-l-l—x)

Vedse Clase 4, inciso e)

>
E(

Aplique la racionaliza-

cion del denominador.

Clase 7. Funciones exponenciales y logaritmicas en el infinito

La siguiente propiedad es fundamental:

Sea n numero entero,
. . . oo p: par
b)SiO<a<1,entonces |lim x"a*=0y lim x"a*=
X— 00 X——0o0
co (0<n)

c) Si 1 < ¢, entonces )!mo x" log.x = {O (n<0)

d)Si0<c<1,entonces lim x” log.x= {_Oo (0<n)
’ X0 ¢ 0 (n<0)
. . 0 (0<n)
e) Si 1 < ¢, entonces leT+ x" log.x = { o (n<0)
f)Si0<c<1, entonces lim x” log.x= {0 (0<n)
' X0 7 lee (n<0)

—oco p:impar

- LN
a) Sea n numero entero.
Sia>1, entonces lim x"ag*=o00y Ilim x"a*=0
X— o0 X—>—00
J
De a) se deduce las siguientes formulas:
- L\

o/ 0
&Z * Ejercicio 1.18. Deduce b) a f) de a).
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':@:" Ejemplo 1.17. Calcule:

|
a) lim (x2—x2) 3 b) m;ﬁfg‘x

Solucién:

a) (x3-x7) 3t= (1- 1 )(x*39. Como Jim (1-

l) =1 Vedse Clase 4 inciso e)
x
y xlmo (x3 3¥) = o0, se tiene que xIerC]O (x3—x2) 3¥ = oo,
b) logsx _ 1 logsx
x*+3x

.Como lim
143 ¥ e
X

lo
Loc1y im 8t -,
1+~ X
X
) . logsx
Se ti | =1-0=0.
e tiene que xmox2+3x

Vedse Clase 6 inciso c)

%
&2 Ejercicio 1.19. Calcule.

. 2F . logz
)t B in

d) lim (x2+x)log, x
x—0"

Vs

Clase 8. Limite de funciones trigonométricas

Propiedad del limite 2

LN
a) Sean f(x) < g(x) en la cercania del numero a, salvo en a. Si existen

[%)'\s

Se omite la demostra-
cién.
b) Sean g(x) < f(x) < h(x) en la cercania del numero a, salvo en a.

lim f(x) y lim g(x), entonces lim f(x) < lim g(x).

Si existen )ICerL glx) y )ICer}l h(x) y )Iclml glx) = )ICer}l h(x), entonces
)Icigzlf(x) existe y )ICLrQZf(x) = |

lim g(x).

J
RO i . . ]
N * Ejercicio 1.20. Dé un ejemplo en que f(x) < g(x) en la cercania de a
salvo en ay que )Icimlf(x) = ;IC'—»n} g(x).

'—@f Ejemplo 1.18. Encuentre )Icl_rn) xsen -

[gw
4

-1<sen % <1,0< |x|
Solucién: Como —1<sen - <1, se tiene que —|x| £xsen 7 S [x]

= —|x] < || sen + < [x].
Six>0

Ahora lim |x| = lim (—|x|)=0
x—0 x—=0

\
. 1

Por lo tanto lim xsen — =0
x—0 X

~Jx]<xsen + < |x].

Six<0
[Por la propiedad b)]

Unidad Il e Leccion 1 e Clase 8. Limite de funciones trigonométricas
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& Ejercicio 1.21. Calcule.

. 1 . 1 . 1 . senx
a) lim xcos =~ b) lim xsen = ¢) lim x2cos S d) lim——
x—0 X x—0 X x—0 X

X—oo X

send

( Teorema 1.1. lim =1 ‘}
6-0 0

Demostracion: En la figura 0 < 8 < %, PH =sen 8 y QA = tan 4. Por lo
tanto, se tiene que:

El drea S1 del AOPA = % sen 0. A

1 Q
El area S2 del sector circular OPA es % 0. /\P

, _ 1 0 A

El drea S3 del AOAQ = 5 tan 0. - o
Como S1<S2,setienequesend<f  ..(1) \/

-1
Como S2 < S3, se tiene que 0 < send . (2)

cosf

Ahora, 0< 0 < %, por lo tanto 0 < cos 6.

Luego de (1) y (2) se tiene que,

cos@<%<1 .. (3)

Cuando—% <0<0,setieneque 0<—-0 < % y
sustituyendo — @ en (3), se tiene que;

sen(—6) senf

cos (—-0) < — g < 1, es decir cos 0 < g < 1.

Es decir, se verifica (3) para 8 € (—%, 0) U (0, %)-

Ahora )Icirr?) cos = )Icm% 1 =1. Luego por la propiedad b)

36 Unidad Il e Leccién 1 e Clase 8. Limite de funciones trigonométricas
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<

Este Teorema es el fun-
damento del calculo
infinitesimal de las fun-
ciones trigonometricas.
Es esencial que la uni-
dad de medida del an-
gulo sea radian.

cos (—6) = cos 6
sen (-0) =—sen @



Clase 9. Aplicando el Teorema 1.1

5@} Ejemplo 1.19. Calcule: |im %
f-0
senf
... tanf _ . cos@ _ | 1 senf
Solucién: }}l_rnj g - (!}l_rnj o - él_rpo cos 0 0
= him—L imsend _g.og,

f—ocosB 4o O

[
& Ejercicio 1.22. Calcule.

a) (lglino send b) (lglino tand

Q' Ejemplo 1.20. Calcule lim 2%
g x
.7 7Z' 7T
Solucién: Sea 5 —Xx= t. Entonces x - 5 = t>0y

COS X = COS (% —f)=sent,

Por lo tanto, lim LOSX _ im sent =1
x—-L L -0 I
22

T
+7

& Ejercici Lo Senx . XT3
& Ejercicio 1.23. Calcule. a) )lcm P b) xL'Tn 2
@ Ejemplo 1.21. Calcule. a) lim Se12% b) lim SEN2Y

o . x>0 X x—0 Sen3x

Solucién: a) Sea 2x = 6. Entonces x > 0 <> & > 0. Por lo tanto,
. sen2x _ . sen2x . _. . senf _ . . _
)IC|_r)rg) . —)IC_)O o 2_2}9'%—9 =2-1=2

b) Sea2x=a y3x=/. Entoncesx >0 < @ > 0 < 5 - 0. Por lo tanto,

i sen2x _ li sen2x  _3x 2

x'_% sen3x ~ x'_r,% 2x sen3x 3
= 2y sena o B2 2
T 3450 « B—0 senf = 3 -3

::;\gz Ejercicio 1.24. Calcule.

a) lim sen3x b) lim N c) lim sen3x

x—0 X x—0 tan2x x—0 Senb5x
. tan2x .4 X

d) l'ﬂ"o tan4x e) xl'_,m% CosS 2x

Vedse Clase 2 inciso d)

[%)'@

De ahora en adelante
se utilizara el resultado
de a) y el Teorema 1.1
indistintamente.

La variable puede ser
cualquier letra.

[%}e

Si se puede, calcule

sin utilizar ¢ y §: %

lim sen2x lim 3x

x—0 2X x—0 Sen3x
2 2

=5-1-1=3
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Ejercicios de la leccion

1. Encuentre el limite.

2 3
.o x—x+1 . 3 . Jx-1 . X —x+t2
a))lc'_r,nzianz b) chl_rpl\/x +2x ¢) )Icl_rp23 d) )Cll_[nlloga—xz+1
2. Calcule.
a) lim—5 " by gim X6 )y X TX—6
x=1 x> +x—2 x>=2 x“+3x+2 x=2 /x2—1—/x+1

3. Encuentre el valor de a y b que satisfacen la igualdad.

2
x“*tax+b _ x+3 __ 1
a) )lcl—rp_% x—3 =4 b) IL—Bx -i-ax-i—b 5
2+1—/x+
*c)Iim\/le JX3= 3
-2  x’+ax+b 1045
4. Calcule.
a) I|m 1 b) lim 1
=0 | x| »—~% | cos x|
5. Calcule.

a) lim x b) lim yx(x—1) o fm —25 d) lim ">
x—=0" x—0 X—>1+x

x—>2" xX"—x—2

6. Calcule.
a) lim x2—x b) | 3x +x o) lim —2x2+x
x>=o 2% —2x+1 % 3 —x+1 x==s X3

d) )Cli_[rgo(\/x2+x+3—\/x2+2x)

7. Calcule.
2% . . logax
a) lim =¢ b) lim x43* c) Ilmi d) I|m x logy x
X—oo x X—>—0o0 X— o0 X x—»O
X
. . 3 . el
€ Im fogox  f)lim (27=x3) ) lim (x—logjx)
8. Calcule.
. COSX senx
a) )!'-r»]go X b) I—»oo log,x
9. Calcule
a) lim senx b) lim tanx <) “ X
x—>—n X+ 7T -1 X T osen4x
d) I sen bx e) lim sen 3x
x_,o sen3x x—71 Sen2x
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Leccién 2. Continuidad de funciones
Clase 1. Continuidad en el punto

5@3 Ejemplo 2.1. Encuentre lo que se pide.

a)y b) Iy - c) oA

/ i s

1 . 1t / - ;

) : /1 2 X /
lim f(x) / lim g(x) / lim n(x)

xX—2 X—2 xX—2

f(2) g(2) h(2)

Solucidn: a) )Icimzf(x)=1

f2)=1

b) )Icl_rpz glx)=1
g(2)=2

c) )Iclmz h(x) no existe

h(2)=2

Definicion. Continuidad en el punto
Sea y = f(x) una funcion, f(x) es continua en el punto x = a cuando

lim f(x) =f(a)

Nota: Aplicando la Explicacion 2 de la Clase 1.1 de la Leccion 1, la definicion
tiene la forma siguiente: f(x) es continua en el punto a, cuando se verifi-
ca lo siguiente: Para cualquier nimero € > 0, existe nimero 0 > 0 tal que

|x—a| <d=|f(x)-fla)|<e.

%8
e)\? Ejercicio 2.1. Elija las graficas de funciones que son continuasenx =1
a) b) c) d)

Propiedad de la continuidad
Siy=f(x)yy=gl(x) son continuas en x = g, entonces las siguientes son
continuas en x = a:

a)y =f(x) +g(x)

b) y =f(x) —g(x)

c) vy =kf(x), (k: nimero real)
d) y = f(x)g(x)
S1x)

e)y= (gla) #0)

g(x)

)
B
“_ n

El signo “o” significa
que el punto no perte-
nece a la grafica. El sig-

no “e” significa que si
pertenece a la grafica.

[%}\s

lim_ A(x)=1
X—2
xILr?+ hix)=2

En el Ejemplo 2.1 solo
f(x) es continua en 2.

f(x) debe ser definida
en ay su alrededor.
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Demostracion de que y = f(x) + g(x) es continua.
De hipotesis )ICer}l fx)=f(a)y lim g(x) =g(a).

X—=a

De a) de la Clase 1.2, se tiene que:

lim {/(x) + g(x)} = f(a) + gla).

X—=>da

[RG
é)\? Ejercicio 2.2. Demuestre la continuidad de los demas casos de la pro-
piedad.

Clase 2. Continuidad en el intervalo

[ 2N
Definicion de continuidad en el intervalo

f(x) es continua en x = a del intervalo [a, b) cuando Iim+ f(x) =f(a).
X—=a

f(x) es continua en x = b del intervalo (a, b] cuando Iirp_ flx)=£(b).

Una funcion y = f(x) es continua en un intervalo, cuando es continua
en todos los puntos del intervalo

Propiedad de las funciones continuas.
Funciones continuas tienen la misma propiedad que se explicé en la clase 1.
Ademads:

f) Si f(x) es continua, entonces |f(x)]| lo es.
g) Si f(x) es continua, entonces  f(x) lo es donde f(x) > 0.

h) Si f(x) es continua y tiene su inversa /-1, entonces /1 lo es.

Ejemplos de funciones continuas:
1. Funciones polindmicas
2. Funciones racionales
3. Funciones trigonométricas y sus inversas
4. Funciones exponenciales y logaritmicas
- LN
Definicion Valor maximo y minimo
El valor M (respectivamente m) es el maximo (respectivamente mi-
nimo) de la funcion y = f(x) cuando:
f(x) £ M [respectivamente m < f(x)] en su dominio.
Existe un valor x = a en su dominio tal que f(a) = M (respectiva-
mente f(a) = m). )
- LN
Teorema Valor maximo y minimo de la funcién continua.
Si una funcion y = f(x) es continua en el intervalo cerrado, entonces

[A]
:Z'\Q

esta funcidn tiene valor maximo y minimo en este intervalo.

40 Unidad Il e Leccidn 2  Clase 2. Continuidad en el intervalo

Intuitivamente la conti-
nuidad significa que la
grafica no estd cortada.

N /

y=sx

y=1/()]

[B]

La condicién “cerrado”
es crucial como se ve
en el Ejemplo 2.2.

Se omite demostracion.



‘—@f Ejemplo 2.2. Encuentre el valor maximo y/o minimo en el intervalo
indicado si existen.

a) v b C y
) y=f) b y=g) y= hx)
4
3 3
2 2 ,
12345 «x 12345 % /12 F
/
En [1, 5] En [0, 5] En [0, 2], (0, 2], (0, 2)

Solucién: a) maximo f(2) =4, minimo f(1) =1
b) maximo g(1) =g(4) =3, minimo g(3) =1
c) En [0, 2] maximo A(2) =1, minimo A(0) =-1
En (0, 2] maximo /(2) = 1, minimo no existe.
En (0, 2) maximo no existe, minimo no existe.

%O .. .. . . . .
& Ejercicio 2.3. Encuentre el valor minimo y/o maximo en el intervalo
indicado si existen.

b) c) YA
& 3
1 A
T T 1 E
> > 1 4 x 4 2 2 4 6 8 x

En (-2, 4] En [-4, 8]

Clase 3. Teorema del valor intermedio

Teorema del valor intermedio

Sea la funcién y = f(x) continua en el intervalo [a,b]. Sea f(a) # f(b)
yfla) <k<f(b)of(b)<k<fla), entonces existe un numero c en (q,
b) tal que f(c) = k.

5@3 Ejemplo 2.3. Demuestre que la ecuacién x3 — 3x + 1 = 0 tiene una
solucién en el intervalo (1, 2).

Solucidén: Sea f(x) = x3—3x + 1. La funcién y = f(x) es continua en [1, 2].
Por otra parte f(1) =-1vy f(2) = 3.

Como f(1) < 0 < f(2), por el Teorema del valor medio existe c en (1, 2) tal
que f(c) = 0.

&? Ejercicio 2.4. Demuestre que cada ecuacién tiene solucién en el in-
tervalo indicado.

a)2x3+x2-4=0 (1,2) b)log,x+x-2=0 (1,2)

)2 -3x=0 (3,4) d)senx—3x+1=0 (%, 7)

[%}e

Cuando se trata de
maximo y minimo se
indica el valor de x don-
de la funcion toma es-
tos valores.

[%)'@

El minimo no existe
porque /(x) toma va-
lores mayores que -1y
gue estan en cualquier
cercania de —1.

[%)’@

Se omite la demostra-
cion, para la cual hay
qgue definir el conjunto
de numeros reales de
manera rigurosa.
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Ejercicios de la leccion

1. Demuestre que la ecuacion tiene solucién en el intervalo indicado.
a)x4-2x3+x-1=0 (1,2) b) log: x+2x-3=0 (1,4)

T

() -2x=0  (0,1) d)cosx-2x=0 (0, F)

Leccidn 3. Asintotas
Clase 1. Asintotas

Se le denomina asintota a una recta a la cual la grafica se acerca sin limite
y sin tocarla.

Ejemplos de asintotas verticales:
1

a)y=tanx b)y=? c)y=log, x
1 >

1

i x x
T T 3

:2 2 2

i

i

i

Asintotas verticales
x= % +nmr x=0 x=0

(n: ndmero entero)

Ejemplos de asintotas horizontales.

1
a)y=7%

Asintotas horizontales
y=0 y=0

En la Unidad IV, se aprenderan otro tipo de asintotas.

%
é\? Ejercicio 3.1. Dibuje la grafica. Encuentre la ecuacion de la asintota.

1 1
a)y=1+1 bly=117 e)y=logs (x+1)

c)y=secx d)y=3-1

42 Unidad Il e Leccidn 3 e Clase 1. Asintotas

Clase 3

[%}\s

Este tipo de asintotas
aparece en el limite del
dominio de la funcién.

En b)y=0eslaasintota
horizontal.



Problemas de la unidad A

1. Calcule. Clase 1.7
a) Iim+«/; log, x

x—0
b) lim x?2°%*
X— 00
37

c) lim =
x—=0 X

2. Demuestre que la ecuacién tiene solucion en el intervalo indicado. Clase 2.3

a)logi x—-2x=0 (%,1)
3

b) tanx =3xsenx (%, %)

Problemas de la unidad B

1. Demuestre que para cada numero negativo %, la ecuacion log, x = kx
tiene solucion en el intervalo (0, 1).
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Matematicas Ill

Unidad
11

Diferenciacion e integrales
de funciones polindmicas

@ Leccidn 1: Derivadas de funciones polindmicas
@ Leccion 2: Aplicacién de derivadas

@ Leccion 3: Integrales

4 \

o~
Phon
m 4

™

;ﬁ'

[}
¥

Isaac Newton
(1642 - 1727)

{ Algo de historia )

Newton fue un fisico matematico inglés. Nacié en Woolsthorpe el
25 de diciembre de 1642. Estudid en la Universidad de Cambridge,
donde recibié la clase de Isaac Barrowa quien reconocié el talento
de Newton. Durante los afios 1664 y 1666, cuando estuvo en su
casa natal para evitar peste, hizo tres descubrimientos magnifi-
cos, es decir el calculo diferencial, la ley de la gravitacién universal
y la descomposicién de la luz. Sus obras principales fueron: Phili-
sofiae naturalis principia mathematica (Principios matematicos de
la filosoffa natural) y Opticks (Optica).

Su mayor contribucién a la matematica es el descubrimiento del
calculo infinitesimal, el cual comparte con su contemporaneo
Leibniz. En los siguientes siglos los matematicos desarrollaron
este método y ha sido uno de las herramientas matematicas mas
utiles.

Newton fallecid en Londres el 20 de marzo de 1727.

Fuente: E. T. Bell: Men of mathematics




Leccién 1. Derivadas de funciones polindmicas
Clase 1. Velocidad en el instante

O Ejemplo 1.1. En la recta numérica, un pun- [A] Relacion entre la
to P sale del punto A y se mueve hacia la dere- W 5 distancia, el tiempoy la
cha. La distancia y metros, entre los puntos P y A P velocidad.

A después de x segundos esta dada como y = 2x.

a) Haga la grafica de la funcién y = 2x (x > 0).
b) Encuentre la velocidad metros/segundo (m/s) del punto P.

S 3 Y
S;)Iuaon. ) [%}
ay 0 1 Ax, representa la dife-

2~ y= 2x ad rencia (o cambio) de x.
| Y 0 ]2 Se aplica lo mismo a Ay.
! Ax 1 Respuesta:
E Ay 5 ; m/etros/segundo 6 Ar=1-0=1
. m/s
o 1 X Ay ? Ay=2-0=2
Ax

Nota: En este ejemplo, la velocidad no cambiay

( velocidad = la pendiente de la grafica. j

{@3 Ejemplo 1.2. Una bolita P sale del punto A A m
cae en la pendiente. La distancia y metros entre A

y P después de x segundos estd dada como y = x2.

P

Figura 1.1

Ahora la grafica de y =x2 no es una recta, lo que quiere decir, la velocidad va
cambiando. Sin embargo, si se agranda la parte alrededor del punto (1, 1)
la grafica parece casi una recta. Ahora se trata de encontrar su “pendiente”.
Encuentre la pendiente completando la tabla.

by 1 2 1 1.1 1 1.01 1 1.001
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x|l 0o 1 Jooa | 1 o099 [1] 099 |1
y
Ax
Ay
Ay
Ax
Solucion:
X 2 11 1.01 1.001
¥ 4 1.21 1.0201| 1 |1.002001
Ax 1 0.1 0.01 0.001
Ay 3 0.21 0.0201 0.002001
% 3 2.1 2.01 2001 |>2
x| o 09 ] 1 ] 099 | 1] 0999
y | o 081 | 1 |09801| 1 |0.998001
Ax 0.1 0.01 0.001
Ay 0.19 0.0199 0.001999
% 1 1.9 1.99 1.999  |—2 5
(S

Respuesta: La “pendiente” es 2.

Clase 2. Definicion de derivada

La Figura 1.2 muestra la grafica de una funcién. Se toman
dos puntos P(a, f(a)) y Q(a + A, fla + })) en la gréfica. La
pendiente de la recta PQ es

Sla+h) = fla)
; .

Ahora el punto Q se acerca al punto P. Entonces la
pendiente de la recta se acerca a la pendiente de la
recta /, es decir:

. + h)— .
)llr%f(a }2 Ma) = la pendiente de /

La funcién que corresponde el valor de x = a, a este
limite se llama derivada de f(x).

Este corresponde a la
“velocidad en x = 1",

Yy
fla+h)
fla+h’)
fia) .
/ a ath ath X
/ Figura 1.2
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Definicion de derivada

Sea f(x) una funcién. Cuando existe el limite /*(x) = lim

li
h—0

S+ h) = fx)
h

se le denomina derivada de f(x).

Se denomina diferenciacion al encontrar la derivada.

Nota: Hay funciones que no tienen derivada.

Ejemplo: f(x) ={;x—1 g;lc;

a=1 fla)=1
i SATN =AW A=)
h—0 h h—0* h
Por lo tanto
lllirr%f(1 +}2 —f) no existe.

D¢ Ejemplo 1.3. Sea f(x) = x2. Encuentre f*(x).

Soc+h) —fx) _ . et h)2=x?_ . (x2+2xh+ h?)—x?
= lim = lim
h h—0 h h—0 h

= lim2xh+h? i 2x DA
h—0  h h-0  h

Solucién:f’(x)= }Illrrz)

= lim(2x+h) = 2x
h—0

Nota: Si se sustituye x = 1 en f”(x), se obtiene f’(1) =2 - 1 =2, el valor que
se ha obtenido en el Ejemplo 1.2.

2
% Ejercicio 1.1. Encuentre f”(x) y /*(1).

a)f(x) =x b) /(x) = 3x c)flx)=2 d) flx) = x>+ 3x

Nota: ( Una funcion diferenciable es una funcion continua.j

(a+h)—fla)
fla h fla -h}

* Demostracion: )Iciml{f(x) —f(a)} = ;'q'i%{

=l!lm)f(a+}2_f(a) )lm)h=f’(a)o=o

Luego lim, /(x) =/(a).

48 Unidad Ill e Leccion 1 e Clase 2. Definicion de derivada
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(S

Otras notaciones

d
Ef(x)-

Cuando se trata de la
funcion y = f(x)

Vv, %(derivada dey
con respecto a x).

Cuando f{x) tiene su
derivada se dice que
flx) es diferenciable
(derivable).

1+h (h<0)
SUHH =@ 4n-1 (0<h)

i LA —/(1)
m
h—0" h

o {20 +n)-1}-1
lim 7
h—0"

22U —7
K T

Para encontrar f’(1)
basta sustituir x = 1 en

Jx) .



Clase 3. Calculo de la derivada

Propiedad de derivada
a) c es constante = (¢)' =0
b) {kf(x)} =kf’(x)  k: constante
¢) {fx) + gx)} =/"(x) + g’ (x)
d) {f(x) - g(x)¥ =/"(x) — g’(x)

Demostracion: a) Sea f(x) = ¢. f'(x) = Li%w
= lim<£—€ =1lim0=0
h—-0 h h—0

kf(x + h) — kf(x)
h

b)Seag(x) = kf(x); g'lx) = lim

=k }lmf(x—i_l’;l)_f(x) = kf’(x)

c) y d) se demuestran utilizando Matematica Ill, Unidad I,
Leccidn 1, Clase 2.

De la propiedad anterior, se reduce el calculo de la derivada de la funcién
polindmica al de monomios. En cuanto a esto Ultimo, se tiene la siguiente:

Derivada de monomios
(x7) =nx"=1 (n: nUmero natural)

* Demostraciéon.  Primero se tiene la siguiente igualdad

an_bn - (a_b)(an—l + an—Zb 4o +an—1—ibi+ +bn—1)
(7: nimero natural)
Para la demostracion desarrolle el lado derecho.

Luego,seanx+h=a yx=b.

(x+h)"—x"
h

}Ilim L a=x)ar-t+ a2+ 4 xn-1)

0h

x") = lim
(xn) Jim

lim (an—1+an—2x+ +xn—1) =pnxn-1
h—0

{@3 Ejemplo 1.4. Sea f'(x) = 2x3 — 3x + 4. Encuentre 1 (x) y 7(2).
Solucion: f/(x) = (2x3—=3x +4) f(2)=6-22-3
= (2x3) — (3x)’ + (4) =21
= 2(3) = 3(x)
=2.3.y3-1_3x1-1
=2-3x2-3-1
=6x2-3

L%},@

()’ significa derivada
de ¢ como funcién de x.

Se verifica la inversa de
a).

f’(x) =0enunintervalo
= f(x) es constante en
este intervalo.

Se omite demostracion.

11, Il, Clase 2.

(x) =1
(x2) = 2x
(x3)" = 3x2

%

v\l!l

a-x=h

lim a=x
h—0

No siempre es necesa-
rio escribir el proceso
tan detalladamente.
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2’;\@ Ejercicio 1.2. Encuentre f”(x) y f”(2).
a) f(x)=4x3-2x+5 b) f(x) = x2+4x+1
c) f(x)==5x4—3x2+4x d) f(x)=2x3-

{@3 Ejemplo 1.5. Sea y = (2x — 1)(x + 3). Encuentre ".
Solucién: y=(2x—1)(x +3) =2x2+5x -3
V' =4x+5

o/ O
& Ejercicio 1.3. Encuentre y’ o f”(x).

a) y=0Bx+2)(x+1) b) y=(2x—-1)?
c) flx) = (x2+ 2x)(x - 1) d) f(x) =4(x+3)(x—3)
=)
&
5@3 Ejemplo 1.6. Sea V' (r) = % nr3. Encuentre %V(r). di quiere decir “deri-
r
Solucién: % V(r) = % - 3r2=4mr? var con respectoar”.

%
é\i) Ejercicio 1.4. Encuentre la derivada:

a) f=nr2, -4 fir) b) gls) =3s2—5, L gs)
dr ds

c) y=mr2h, dy d) z=-5y3+3y2, dz
dr dy

Ejercicios de la leccion

1. Calcule la derivada aplicando la definicién. Clase 2
a) flx) = —2x b) f{x) =x2—x
2. Encuentre lo que piden. Clase 3

a)f(x)=5x2-4x+2,  f'(x), f'(-1)
b)g(x)=(2x+3)8x-1)  g’(x),g’(=2)

d d
c) ht)= zgt2 Eh(t), Eh(l)
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Leccién 2. Aplicacion de derivada
Clase 1. Tangente

- - L
Definicion de tangente

Sea y = f(x) una funcion diferenciable. Sea P(a, f(a)) un punto de su

grafica. La tangente de la grafica en el punto P es la linea que pasa

por P cuya pendiente es f’(a). )
% LN

Ecuacion de tangente

La tangente de la grafica y = f(x) en el punto P(a, f(a)) es

y=fla)x-a)+fla) ..(1)

Demostracion: la pendiente de (1) es f”(a).
(1) pasa por el punto (a, f(a)).

':@:' Ejemplo 2.1. Encuentre la tangente a la graficade y=x2—x + 3 en el
punto (2, 5) de la gréfica.

Solucidn: Sea f(x) =x2—x + 3.

fl)=2x-1.  f(2)=3

La tangente es una linea que pasa por (2,5) y cuya pendiente es 3.
Por lo tanto,

y=5=3(x-2), y=3x—1 (Respuesta)

o O
é\% Ejercicio 2.1. Encuentre la tangente de las siguientes graficas en el
punto dado.

a)y=x2-3x+4, (1,2)
(_1r 4)

b)y=-3x2+4x+1, (1,2)

C)y=-x3+2x2+1, dy=x3-3x, (-1,2)

@ * Ejemplo 2.2. Encuentre la tangente de la grafica y = x2 que pasa por
el punto Q(3,8) fuera de la grafica.

Solucidn: Sea f(x) = x2. Sea (a, a?) el punto de tangencia.
La pendiente de la tangente es f”(a) = 2a.
Como pasa por el punto (a, a?), la tangente es:

y=2a(lx—a)+a*, y=2ax-—a? (1)

Esta linea pasa por el punto (3, 8), por lo tanto, sustituyendo (3,8) en (1):
8=2a-3-a?, a’-6a+8=0, (a-2)(a—-4)=0
a=2y4

Sustituyendo a =2 en (1), se obtiene que: y =4x -4
Sustituyendo a = 4 en (1), se obtiene que: y = 8x— 16
Respuesta: y=4x—4y y=8x-16

<
ln,

gl

La linea que pasa por
(a, b) y cuya pendiente
es m es:
y=b=m(x-a)
[Matemadtica I. Unidad IV]

Los puntos de tangencia:
sustituyendo,
a=2,4en(a, a?)

(2,4) vy (4,16)
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2’;\? * Ejercicio 2.2. Encuentre la tangente que pasa por el punto dado.
a)y =x2l (21 3) b)y =—x2+ 3xl (21 3)
c)y=-x3, (2,5 dy=3x>-1, (1,-1)

Clase 2. Tabla de variacion

Definicion: En un intervalo una funcidn f(x) es:
Creciente: x; <x, = f(x1) < f(x)
Decreciente: x; < x, = f(x1) > f(x2)

Ejemplo
y

A+1 \y=—x+1 yy=x2
AN AN
/ x N\ X

Creciente Decreciente Decreciente Creciente
y’'=1>0 y’'==-1<0 y’'=2x<0 y'=2x>0

Como se ve en este ejemplo, hay una relacién entre el cambio del valor de
una funcién y el signo de su derivada.

Teorema: Sea f(x) una funcion continua en [a, b] y diferenciable en
(a, b).
f’(x) >0en (a, b) = f(x) es creciente en [a, b]
f’(x)<0en(a, b) = f(x) es decreciente en [a, b]

@ Ejemplo 2.3. Sea f(x) = x2 — 4x + 1. Investigue el signo de f”(x) y el
cambio de valor de f'(x).

Solucion: f'(x) =2x—-4,f’'(x) =0 & x=2

Por lo tanto, se tiene que:

x<2 = f'(x)<0 = f(x)esdecreciente
x=2= f'(x)=0

2<x = f’(x)>0 = f(x)es creciente.

La siguiente tabla representa el resultado AY
del Ejemplo 2.3.
X x<?2 2 2<Xx 1 \ 2
Sl | - o | o+ *
fx) N -3 A 3
. L y=x2-4x+1
En este libro se le llama a esta tabla: tabla de variacion.
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[%}@

Para la demostracion
se utiliza el Teorema
del valor medio que se
aprenderd en la Unidad
IV.

[%1/,@

\ significa decreciente.

2 significa creciente.



§§2 Ejercicio 2.3. Haga la tabla de variacion.
a)f(x) =x2—6x b) f(x) = 3x2 — 6x

€)f (x) = —x2+ 2x d) f(x)=—x2+4

':@:' Ejemplo 2.4. Haga la tabla de variacidn de f'(x) = x3 — 3x.
Solucién: ' (x) =3x2-3=3(x+1)(x-1)=0, x=-1y1

X x<-1 -1 -1<xx<1 1 1<x
S (x) + 0 - 0 +
S(x) A 2 N -2 A

2®

& Ejercicio 2.4. Haga la tabla de variacion.
a) f(x)=x3-3x2 b) f(x) = 2x3 + 3x2
c) flx)=—x3+3x d) f(x)=—x3—-6x2

Clase 3. Extremos Relativos

(2N
Definicidn: Sea f(x) una funcidn definida en el punto x, de sudominio.
Se le denomina a f{(x):

maximo relativo si f(x) < f(xo) para valores de x aproximados a x,

minimo relativo si f(x) = f(xo) para valores de x aproximados a x

/

':@:' Ejemplo 2.5. Haga la tabla de variaciéon de f(x) = —x3 + 3x2 + 9x y
encuentre los extremos relativos.

Solucion: f’(x) =—3x2+6x+9=-3(x2 - 2x - 3)
=-3(x-3)(x+1)=0, x=3 y -1

x —1
J'(x) - 0 + 0 - maéximo relativo £(3) = 27
S (x) v | =5 2 [ 27 | v minimo relativo f(—1) = -5

%e
&? Ejercicio 2.5. Haga la tabla de variacion y encuentre los extremos
relativos.

a) f(x)=x3-6x2 b) f(x)=2x3+9x2

c) f(x) =—=2x3+9x2 + 24x d) f(x)=-2x3+3x2+ 12x

Los signos
x<-1,-1<x<1lyl<x

se pueden omitir.

%

Se llama también:

maximo local,
minimo local.

%g

Ambos se llaman extre-
mo relativo (local).

En general
X a
)+ 0] -
S (x) fla)| N~
/[\
maximo relativo
X a
') =10 ] +
S| N [ f(a)
/]\

minimo relativo

Dése cuenta del cambio
de signo de la derivada.

Unidad Ill  Leccion 2 e Clase 3. Extremos relativos
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Clase 4. Grafica de funcion de tercer grado (1)

':@:' Ejemplo 2.6. Encuentre los extremos relativos de f(x) = x3 — 3x2 — 9x
y haga la gréfica.

Y oA
—15
Solucién: f’(x) =3x2—6x—9 = 3(x2—2x - 3)
x=3y-1
X -1 3
Sx) |+ 0 - 0 +
f(x) A 5 N =27 A
Méximo Minimo
relativo relativo
2 ..
& Ejercicio 2.6. Encuentre los extremos 27

relativos y haga la grafica.
a) f(x)=x3—6x2+9x

c) f(x)=—2x3+ 15x2 - 24x

b) f(x) =x3+12x2+ 36x+ 10
d) f(x)=—2x3-9x2-12x -4

Clase 5. Grafica de funcion de tercer grado (2)

':@:' Ejemplo 2.7. Haga la grafica de f(x) = x3 — 3x2 + 3x.

Solucién: £'(x) = 3x2— 6x +3 =3 (x— 1)2 4
1
X
o+ | o | o+ .
fx) 2 1 A

Nota: f’(a) =0, no siempre significa que f (x) tiene su extremo relativo en
x = a. Hay que investigar el signo del valor alrededor de x = a.

Hay cuatro casos:

X a X a
fx) | - 0 + Sx) |+ 0 -
flx) N | fla) | 2 Jx) | 2~ | fla) | N
minimo relativo maximo relativo

X a X a
£ (x) + 0 + 1 (x) - 0 -
fx) 2 | fla)| 2 Sy | fle) |

T— No son extremos relativos —T
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[%}e

“La grafica de f(x)” quie-
re decir la grafica de y =
S ).

Para dibujar la grafica se
necesitan los extremos
relativos, si existen.

Para dibujar la gréfica hay
que unir los puntos que
corresponden a los extre-
mos relativos, el intercep-
to enyy cuando se pueda
los interceptos en x.

De igual forma se deben
hacer los trazos siguien-
do el comportamiento de
f(x) cuando crece o de-
crece.

[%}e

Esta funcidon no tiene
extremos relativos.

En (1, 1) la tangente es
horizontal.




20 Ejemplo 2.8. Haga la grafica de f(x) =x3 + 3x.

Solucién: ' (x) =3x2+3 23>0 dl
X
S|+ x
Sx) | 2
§§2 Ejercicio 2.7. Haga la grafica.
a) f(x)=x3+3x2+3x b) y=-x3 c) y=x3+x d) y=—x3-3x

Clase 6. Extremos de funciones

@ Ejemplo 2.9. Encuentre el maximo y minimo de la funcion f'(x) = x3—3x2
en el intervalo [- 1, 4].

Solucién: f’(x) =3x2—6x=3x(x-2)=0, x=0,2

X -1 0 2 4
1 (x) + 0 - 0 +
f) -4 Al o | N |-4| |16

maximo 16 (x = 4)
minimo—4 (x =-1, 2)

% o}
é;\? Ejercicio 2.8. Encuentre el maximo y el minimo en el intervalo dado.
a)f(x)=x3+3x2, [-2,2] b) f(x) =—x3+6x2-9x+2, [O,4]

Clase 7. Aplicacion de los extremos

':@3 Ejemplo 2.10. Hay una chapa de zinc de forma cuadrada cuyo lado
mide 6 cm. Cortando los cuadrados del mismo tamafio de las cuatro es-
quinas, se hace un recipiente sin tapa de la forma paralelepipedo rectan-
gular. Para que la capacidad sea la mayor posible, ¢cudanto deben medir
los lados de los cuadrados que se cortan?

Solucién: Seaxcmlamedidadelosladosdelos cuadrados, x debe pertenecer
al intervalo (0, 3). Sea y cm3 la capacidad del recipiente elaborado.
La base del recipiente tiene la forma de cuadrado cuyo lado mide:

(6 —2x) cm. La altura mide x cm, por lo tanto: y = (6 — 2x)2x =4 (x3 - 6x2 + 9x)
y' =12(x2-4x+3)=12 (x-1)(x-3)=0

x=1,3
X 0 1 3
v’ + 0 -
y A 16 N Respuesta 1 cm.

V%o
é\s Ejercicio 2.9. En el Ejemplo 2.10, si la chapa mide 5 cm de anchoy 8 cm
de largo, écuanto deben medir los lados de loa cuadrados que se cortan?

[%}’e

Esta funcion no tiene
extremos relativos.

L%J’e

Comparar los extremos re-
lativos con los valores en
los extremos del intervalo.

Hay que aclarar el do-
minio de x.
y
161

A
w

X

y =4(x3—-6x2+ 9x)
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Clase 8. Aplicacidn a las ecuaciones (1)

':@:' Ejemplo 2.11. Encuentre el nUmero de distintas soluciones reales de la siguiente ecuacion:
x3-3x+1=0
Solucidn: Sea f(x) =x3—3x + 1.

Para un numero real a,

X =a es una soluciéon de f(x) =0

& el punto (a, 0) esta en la grafica de y = f(x), por lo tanto:

(el numero de distintos puntos que la grafica de y = f(x) tiene comun con el eje x).

y’=3x2-3=3(x+1)(x—-1) =0,

( (el numero de distintas soluciones reales de f(x) =0) =
x=1-1
X -1 1
1 (x) + - 0 +
fx) |~ 3 N | -1 | 2

Como la grafica tiene tres puntos distintos comunes con el eje x,

la ecuacion tiene tres soluciones reales distintas.

%
e}\? Ejercicio 2.10. Encuentre el nimero de distintas soluciones reales.
c)x3+9x2+24x+16=0

a) x3—3x2+2

Clase 9. Aplicacidn a las ecuaciones (2)

{@:' Ejemplo 2.12. Sea a un numero real. Investigue la relacion entre el

valor de a y el nUmero de distintas soluciones reales de la ecuacién
x3-3x2-a=0

Solucién: (1) es equivalente a: x3-3x2=a

Las soluciones reales de (1) corresponde a los puntos comunes entre

y=x3-3x2 y y=a.

Por lo tanto:

(el numero de las distintas soluciones reales de f(x) —a = 0) =
(el nidmero de los puntos comunes entre dos graficas y=f(x) y y=a)

y=x3-3x?

v’ =3x2—=6x =3x(x—-2)

=0

b) x3+3x2-9x+5=0

. (1)

X

0

S x)

+

0

Sfx)

A

0

—4

Valores de a

Numero de distintas soluciones reales

a<-4
a=-4
-4<a<0
a=0
O<a
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1

RN WN

d 2x3+9x2+12x+6=0

Sea f(x) = x3 — 3x2




%® - .. . ., , . .

@\3 Ejercicio 2.11. Investigue la relacién entre el valor de a y el nimero de distintas soluciones reales
de la ecuacion:
a)x3+6x2—a=0 b)x3-6x2—15x—a=0

c)x3-9x2+15x+a=0 d)x3+6x2+9x+a=0

Clase 10. Aplicacion a la demostracion de inecuacion

5@} Ejemplo 2.13. Demuestre que x3—3x+2>0 en (1, o).

Solucidn: Sea f(x) =x3—3x + 2. VA
S'x)=3x2-3=3(x+1)(x-1) 4 e
v=fla) >
X -1 1 Se puede omitir la par-
SIx) |+ 0 - 0 + , _ te que corresponde a
/B | A 4 | v | o0 [ 1] 1 ¥ (~oo, 1).
De la grafica se sabe que x3-3x+2>0 en (1, o).
%
&Z’ Ejercicio 2.12. Demuestre la inecuacion en el intervalo dado.
a)x3-6x2+32>0 en (4, ) b) x3+9x2+ 15x>-7 en (-1, =)
c) 2x3+ 15x2 + 36x <—27 en (—o0,—-3) d)2x3-3x2-36x<44 en (—o0,-2)
Ejercicios de la leccion
1. Encuentre la tangente de la grafica en el punto P. Clase 1
a) y=2x2-4x+1, P(2,1) b) y==2x2+5x-2, P(-1,-9)
c) y=2x3-4x, P(1,-2) d) y=-2x3-4x+5, P(0,5)
2. Encuentre la tangente de la grafica que pasa por el punto Q, fuera de la
grafica.
a) y=2x2+x, Q(1,-5) b) y=-2x2+x, Q(2,-4)
c) y=—x2-2x+1, Q(1,2) d)y=x2+4x-2, Q(3,-6)
3. Haga la gréfica teniendo los extremos relativos en cuenta. Clase4y5
a) y=—2x3+3x2+ 36x b) y=—x3-6x2+ 15x+ 50
c) y=4x3+3x2—6x d) y=—4x3+9x2+12x
e) y=—x3-2x+1 f) y=—x3+6x2—-12x-3
4. Encuentre el maximo y el minimo en cada intervalo indicado. Clase 6
a) y =x3_3xl 1) [_21 2] 2) [_21 1] 3) [_31 0]
b) y=—x3+9x2-15x+5, 1) [0, 8] 2) (0,7) 3) [-1,5)
5. Encuentre el nUmero de distintas soluciones reales. Clase 8
a)2x3-9x2-10=0 b)x3-12x-16=0
6. Investigue el numero de distintas soluciones reales cuando el valor del Clase 9
numero real a varia.
4x3-9x2+6x—3+a=0
7. Demuestre la inecuacion. Clase 10

2x3+52>3x2+36x si x=25
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Leccién 3. Integrales
Clase 1. Integral indefinida

La Figura 3.1 muestra el conjunto de las /—:.\
funciones cuya derivada es 2x. - 5
X Diferenciar
. . x2-1
Todas las funciones tienen la forma:
x2 \
x2+ C; C: constante 2x
x2+1
3
2 ~
X2+ 5
(Demostracion: sea F’(x) = 2x. X2+ 7
Entonces {F(x) —2x}'=0. :
De la nota en Clase 1.3, se sabe que F(x) —x2=C) Figura3.1

A la funcién x2 + C se le denomina funcién primitiva
de 2x y se denota mediante f2x dx, es decir:

fodx =x2+C.

Generalmente si F”(x) = f(x), se le llama a F(x) funcién primitiva de f(x).
A una funcioén f(x) corresponde varias funciones y todas tienen la forma:

Fx)+C (C: constante).

Para representar la funcion primitiva de f(x) en general se utiliza la nota-

cion [ f1x) d.

En resumen:

Vs

[fwds =F()+C o Fx)=ftx)

"

Funcidn primitiva de potencia de x

/x”dx=ﬁx"+1+c (m=0,1,2,3,..)

Demostracion: (n+1 xn+1) = Zi % xn+1) =1 = yn

2’3&2 Ejercicios 3.1. Calcule.

a) [ dx b) [ xdx Q) [ x?dx d) [x3d
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[%1/'@

Se llama también anti-
derivada.

Encontrar la funcién
primitiva es lo que se
dice integrar.

A la constante C se le
denomina constante
de integracion.

By
A [ flx) dx selellama

integral indefinida.
A f(x) se le denomina
integrando.

#

Ena) enlugar de fldx

se escribe fdx.



Clase 2. Propiedad de la integral indefinida

( Propiedad de integral indefinida
Jodx=C
[ kfx)dx=k [ flx)dx  k: constante
J ) +glehdx = [ fx)dx + [ g(x)dx

J ) - ghdx = [ flx)dx - [ g(x)dx

Demostracion: Al derivar ambos lados utilizando la propiedad de deriva-
da (Clase 1.3) se obtiene las mismas funciones.

J

':@:' Ejemplo 3.1. Calcule: f(x2—3x+4)dx_
Solucién: f(x2—3x+4)dx
=fx2 dx—3fxdx+4fdx

1x3'—%x2+4x+C

=3 (C: constante de integracion)

2’;\5‘2 Ejercicio 3.2. Calcule.
a) [ (x2—5x +3)dx
c) [ (x3—2x2 +5)dx

b) [ (3x2—4x—1)dx
d) [ (=6x2 +8x —5)dx

{@3 Ejemplo 3.2. Calcule: f (x +2)(2x — 1)dx.
Solucién: f (x +2)(2x—1)dx = f (2x2 4+ 3x = 2)dx

2 3

= §x3 + fxz -2x+C (C: constante de integracion)

2’;\5‘3 Ejercicio 3.3. Calcule.
a) [ (x—3)(2x + 1)dx
c) [ (2x+3)(3x = 1)dx

b) [ (3x +1)(3x — 1)dx
d) [ (3x—2)(3x + 4)dx

@ Ejemplo 3.3. Calcule: [ xt dt.
S _ _ 1,
Solucién: [ xtdt=x [ tdt=x( 512+ C)

= %x 2+ C’ (C’: Constante de integracion)

Nota: Como x C es un constante, es mejor utilizar signo mas sencillo: C".

% o
é‘g Ejercicio 3.4. Calcule.

a) [ 312 dt b) [ gtdt c) [ 4nr? dr

d) [ x?zdy

5@3 * Ejemplo 3.4. Encuentre la funcion F'(x) que satisface:
F'(x)=4x-5, F(1)=2.

Solucion: F(x) = f (4x—=5)dx=2x2-5x+C
Sustituyendo x = 1 en ambos lados, se tiene que: 2 =C-3, C=5.
Luego F(x) =2x2—-5x+5 (Respuesta)

RO
N, * Ejercicio 3.5. Encuentre la funcidén F(x) que satisface:

a)F'(x)=2x+1 F(0)=3 b) F/(x)=3x2—-2x+1 F(1)=-2

[%}e

En la igualdad que con-
tiene integral indefi-
nida, se entiende que
ambos lados coinciden
cuando se toman valo-
res de constante de in-
tegral adecuadamente.

No es necesario utilizar
diferentes constantes
para cada integral inde-
finida. Basta una.

#

Primero desarrolle el
integrando.

[%)'\s

dt significa integrar con
respecto a la variable .
Se considera constante
la variable x.
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Clase 3. Integral definida

Sea F’(x) = f(x). Sean ay b dos numeros.
Al valor F(b) — F(a) se le denomina integral definida de f(x) y se denota

b
mediante / fix)dx.

Al mismo tiempo se representa la diferencia F'(b) — F'(a) por [F(x)]f,.
Si G(x) es otra funcién primitiva de f(x), entonces existe una constante C
tal que G(x)=F(x)+C.
Por lo tanto:

[G)], = [F(x)+C], ={F(b) + C}—{F(a) + C} = F(b) - F(a) = [F(x)],
y este valor no depende de la seleccién de la funcién primitiva.
En resumen se tiene:

( [ e = [FE = F(b)-Fla) donde F(x) =1(x) ‘]

U~ 2
O Ejemplo 3.5. CaIcuIe:/l‘ 3x? dx.
2
s 2 _ 32_ 3_13 —
Soluuon.f1 3x“dx=[x ]1—2 13=7

7RG
&Z Ejercicio 3.6. Calcule.

3 1 5 -2
a)f1 2 dix b)fo 4x3 dx c)f2 dy d) [ "avax
.

Propiedades de la integral definida 1

a) fabkf(x)dx =kfabf(x)a’x

o) [ /1) + gl = [ flxldr + [ gla)dx
b b b

o [ ) - gy = [ flx)d - [ glx)dx

Demostracion: Sean F’(x) = f(x) y G'(x) = g(x),

Entonces k F(x), F(x)+ G(x) y F(x)— G(x)son funciones primitivas de
kfx), filx)+g(x) vy f(x)—glx), respectivamente (Clase 1.3)

La conclusidn sale de este hecho y la definicion de la integral definida.

3
O Ejemplo 3.6. Calcule fl (2x3 —4x +6) d.
3 3 3 3
. 3_ - 3 7 —
Solucion: /; (2x3—4x+6)dx —2/1 x3 dx 4f1 x dx +6/l dx

1 1
2- 75 -4- 5 X5+ 6[x];

3 (3914 - 2[32-12] + 6(3 - 1) =40~ 16 + 12 = 36

o, O
&? Ejercicio 3.7. Calcule.

a) f12(3x2—2x+1)dx b) fos(x2+4x—1)dx

c) /_f(xz—Gx—Z)dx d) _/_:(—4x2—3x—2)dx
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[%}e

Se supone que el domi-
nio de f(x) contiene el
intervalo [a, b] o [b, a].

[%}@

A la constante b se le
denomina limite supe-
rior y la constate a limi-
te inferior.

[%}e

El limite superior no
necesariamente mayor
que el limite inferior.

a) Por ejemplo

[ ke = keF
= kF(b)  kF(a)
=k{F(b)-Fl(a)}

= k[F(x)];

-k fabf(x)dx

Aplicando la propiedad
se calcula por termino.

Es mejor poner coefi-
cientes fuera de cor-
chetes.



Clase 4. Propiedad de integral definida

Propiedades de la integral definida 2
d) [ fix)dx =0

o) )" et == [ ) ds
0 [ fwdes [ fade = [ fds

Demostracion: Sea que F’(x) = f(x).
d) [ ftv)dx=[F(0)): = Fla) - Fla) = 0
o) [ flx)de=FW); = Fla) - F(b) =~{F(b) - Fla)}
= [F) == [ Sl

0 [ fds+ [ fodr=(FO1+ (FW;
= (F(b) - Fl@l}+ {F(e) - Fb)} = Fle) - Fla) = [Fl= [ flxja

@ Ejemplo 3.7. Calcule: fa(xz—Zx— 1) dx + f4(x2—2x—1) dx
7. ) A
3 4
Solucion: /1_ (x2—2x—1)dx+/3(x2—2x—1)dx
4
=f1 (x2—=2x—1)dx = %[963]‘11—[)@]‘1‘—[)6]11

= 3@-1)-(#-19)-(4-1)=21-15-3=3

7RO
é\? Ejercicio 3.8. Calcule.
a) /2(—x2+4x+2)dx + f3(—x2+4x+2)dx
0 2
2
1

b) /_i(x2—2x+2)dx+/ (x2—2x+2)dx

RO
& Ejercicio 3.9. Demuestre.

a) fabf(x)dx—fcbf(x)dx=facf(x)dx
b) fabf(x)dx—facf(x)dx= fcbf(x)dx

%
6}\? Ejercicio 3.10. Calcule.
a) fll(3x2 —2x+1)dx - /‘4(3362 —2x+1)dx
2 1
0
1

b) [:(x2+4x—1)dx—[(x2+4x—1)dx

[%)'\s

En f) los integrandos
deben ser iguales.

En f) b no esta necesa-
riamente entrea y c.

@Q

Aplique propiedad f).

Aplique e); luego f).
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Clase 5. Integral definida y derivacion

Si F’(x) = f(x) entonces F’(¢) = f{(1).

Por lo tanto, para un nimero real a,

[ fwyde = (F)] = F(x) - Fla)
es una funcién de x.

Derivando ambos lados con respecto a x, se tiene que

% faxf(t)dt ={F(x) - F(a)} = F'(x) = f{x).

Relacion entre integral definida y derivacion

4" fdr =1t

':@} Ejemplo 3.8. Calcule: % f_j (3r2—2t+1)dr.

oo d (T =352 —
Solucién: U f_1(3t 2t+1)dt =3x2-2x+1

%
6\% Ejercicio 3.11. Calcule.

d [~ d [~
a) %fl (24 3¢+ 3)dr b) %f_z(t2+t—3)dt

c) %fl‘v(x+3)dt d) %fxl(z‘z—t)dt

@ Ejemplo 3.9. Encuentre la funcidn f(x) y el nimero real a, que satis-
facen:

/axf(t)dt -x2+3x—4.

Solucion: Derivando ambos lados con respecto a x,
se tiene que f(x) = 2x + 3.

Sustituyendo x = @ en ambos lados, se tiene que:

0=a?+3a-4, (a+4)a-1)=0, a=-4,1
Respuesta: f(x)=2x+3,a=-4,1

2’;\‘2 Ejercicio 3.12. Encuentre f(x) y a.
a) faxf(t)dt=xz_3x+z b) /axf(t)dtz_xuz“?,

o [ flndi =232 -3x+1 d) [ flid =-22+x+6
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[%3'@

F’(x) es una derivada
con respecto a x.
F’(f) es una derivada
con respecto a t.

[%'@

Se le denomina a este
resultado Teorema fun-
damental del célculo
infinitesimal, pero con
diferente definicién de
la integral definida.

#

End) aplique Clase 4 e).

[%}’e

| Andr =0(Clase 4q)



Clase 6. Integral definida y area

5@3 Ejemplo 3.10. En la figura, la ecuacién de larecta BCes y =x + 1. Sea
(x, 0) las coordenadas del punto A donde x > 0.

a) Exprese AB con x.
b) Sea S(x) area del trapecio OABC. Exprese S(x) con x.
c) Encuentre §’(x).

No

/
Solucién: a) AB = (la coordenada y del punto B) =x + 1

b)S(x)=% (OC + AB) - OA = % {1+(x+ 1)}x=%x2+x
c)S'(x)=x+1

o

En este ejemplo S’(x) = (la ecuacién de la grafica).
Esta relacidn se verifica con cualquier funcién continua como la siguiente:

Seaay b dos numeros reales tal que a < b. y=/)

Sea f(x) una funciéon continua y f(x) 2 0 en [a, b]. y

Sea S(x) el area de la parte delimitada por y = f(x),

el eje x y las rectas paralelas al eje y y que pasan S(x)

por (a, 0) y (x, 0) donde a < x < b. x
a x xthb

Sea & un numero positivo tal que x + 4 < b.
Sea M, el maximo y m,, el minimo de f{x) en [x, x + k). Entonces el drea de
la parte sombreada, se tiene que:

h-m,Sx+h)-Sx)<h-M,.

Como & >0, se tiene que: my, < w <My,

Como lim M, =lim m,, =f(x), se tiene que: lim —S(x+}2—S(x)
h->0% h->0% h->0%

De la misma manera se verifica lim Sl +h) = Sx)
h->0~ h

=fx).
=fx).

Luego S’(x) =f(x).

Por lo tanto, se tiene que S(x) = fax flo)yde+ C.

Como Iim+S(x) =0y lim /X fl#)dt =0, se tiene que C =0.
X—a X—a a
Sea S el drea de la parte rodeada por y =f(x), el eje x, las rectasx=a y x = b.

x b . . . .
Como xILng_S(x)=S y x'E?—fa flo)yde = /; f(?), se tiene lo siguiente:

p L\
y=flx)f
y
Si f(x) es continuay f(x) 2 0 en [a, b],
entonces el drea S de la parte sombreada es:
b S
S= [ flx)dx
a b x
J

Mo

La funcién fxf(t)dt es

derivable, por lo tanto,
continua (Clase 1.2).

Luego, lim [ f(n)dr
x—atva

= [" fwar=o.

Es esencial que la par-
te sombreada este por
encima del eje x.

Unidad Ill e Leccion 3 e Clase 6. Integral definida y drea 63



Clase 7. Calculo de area

{@3 Ejemplo 3.11. Encuentre el drea de la parte sombreada.

Solucién: Como la parte esta por encima del eje x,

[Fxrax = Lpep-21
| x*dx = 3[x]1—

%

&

a)

Ejercicio 3.13. Encuentre el area S de la parte sombreada.

y b) y c) A
x2+1 §
/ y=x3+|2x2
3 x / -1

s Z\x / -2 1

y=

Clase 8. Area de la parte comprendida entre dos graficos

Sean f(x) y g(x) funciones continuas en [q, b] tal que f(x) > g(x) en [a, b].
El area S de la parte delimitada por y = f(x), y = g(x), x=ayx=bes:

5= [" {0 - gy,

Demostracion: Sea M un numero tal que g(x) + M 20 en [a, b].
Sea S; el drea de la parte delimitada por y =f(x) + M, el ejex,x=ayx=b.
Sea S, el drea de la parte delimitada por y = g(x) + M, el ejex,x=a y x=b.
Entonces, se tiene que:

b b
S=5,-S;= [ {flx)+ Mydx — [ {gx)+ M}dx

= [/t + My~ {gla) + MYl = [ {0~ g}
@ Ejemplo 3.12.

a) Haga la grafica de las siguientes cuatro lineas: y =x2+1, y=—x2, x==1,x=2
b) Encuentre el area S de la parte delimitada por las lineas dadas.

Solucién: a) y=x2+1 b) Como—-x2<x2+1 en [-1,2],
g = 2 {2 + 1) = (~x2))dx
\ = [, (2x2 + 1)dx
-1 2 ‘
TIN] ° iwnewn-eesss

o/ 0’
é}\g * Ejercicio 3.14. Haga la grafica de las cuatro lineas y encuentre el
area S de la parte delimitada por las lineas.

a)y=x2+1,y=2x-2,x=-2,x=1 b)y==x2,y=-2x+2,x=-1,x=2
cy=x2+1,y==x2-1,x=-1,x=2 d)y=x2-4,y=—x2+4,x=-1,x=1

=y

>

14‘x

y==x3+2x2+3x

/y =/x)
\ /y:g({)

N\ x

xX=a x=b

Es esencial que f(x) 2
g(x) en [a, D]

Lo importante es saber
qué grafica estd por en-
cima de la otra.
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Clase 9. Area de la parte delimitada por dos lineas

5@3 Ejemplo 3.13. Encuentre el area S de la parte

V4
delimitada por dos lineas y =2x2 y y =2x +4.

y=2x?
Solucién: Las coordenadas x de los puntos comunes
de ambas lineas son las soluciones de la ecuacion
2x2=2x +4;
2x2-2x—4=0, x2—x-2=0

(x=2)x+1)=0, x=2,-1 y=2x+4

Como 2x2<2x+4 en [-1, 2]. -1

S=[2 {(2x+4)-22dy = [?) (-2x2 + 2x + 4)dx

- % 32, + 2%, + 4[x]%, = -6+3+12=9

%
&2 Ejercicio 3.15. Encuentre el drea S de la parte delimitada por las dos

lineas.
a)y=2x2-4, y=-2x b)y=x2-9, y=0

C)y=—x2+4, y=-2x—-4 dy=-x2 y=x—-6

‘:@3 * Ejemplo 3.14. Encuentre el drea S de la parte delimitada por

y=x3-3xyy=ux

Solucién: Las coordenadas x de los puntos comunes de las lineas:

x3—3x=x, x3—-4x=0.
x(x+2)(x—-2)=0,
x=-2,0,2

En[-2,0] x<x3-—3x —2

En [0, 2] x3—3x<x

S= ffz {(x3-3x)—x}dx+ f(z) {x = (x3 = 3x)}dx
= ffz (x3 —4dx)dx + fg (4x — x3)dx
= 2 D% - 2021%, +2 (22 - 303

=—4+8+8-4=8

2’;\5‘2 * Ejercicio 3.16. Encuentre el area S de la parte delimitada.

a)y=x3+6x2, y=7x b)y=x3-6x2, y=0

[N ) g

=y

Primero haga la gréfica.

[%),\s

La parte en cuestidon
esta delimitada por
y=2x2, y=2x+4,
x==-1vy x=2.
Por lo tanto, se aplica la
formula de Clase 8.

[%}@

Lo importante es la re-
lacion entre las dos gra-
ficas.
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Ejercicios de la leccion

1.

a) f (x2—4x + 5)dx

b) [ (—2x3 + 5x + 4)dx
c) [ (x=1)(x2+x+1)dx
d) [ (3t+2)(t—1)dt

. Encuentre la funcién F(x) que satisface:
F'(x)=x2—-x+1, F(-1)=2.

Calcule.

a) [ (x—3)(x+ s
b) /0‘73(3x—1)(x+1)dx
o [ r—2r+2)ds

Calcule.
a) /j(t—l)(H-Z)dt—fj(l‘-l)(t-i-Z)dt
b) fgz(xz—x)dx - f42(x2—x)dx

. Encuentre f(x) y constante a que satisfacen:

a) [ fydr =322+ 201

b) | fl)dt =x2~4x+4

Encuentre el drea S delimitada con las lineas.

a)y=—-x2+4, x=-1, x=2, y=0
b)y=x3, x=1, x=3, y=0

La)y=x2-4x,y=x3,x=1,x=2
b)y=x2-4,x=-1,x=1,y=0
c)y=—x2+2x,y=—2x+3,x=0

LA)y=x2+2x, y=—x2—-x+2
b)y=2x2,y=x2—2x+3
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Calcule. Sea C el constante de integracion.

Clase 2

Clase 2

Clase 3

Clase 4

Clase 5

Clase 7

Clase 8

Clase 9



Problemas de la Unidad A

1. Sea n un niUmero entero no negativo. Demuestre:
a a
a) / x2dx = 2/ x2"dx
—a 0
a
b) [ x2tldxy =0

2. Demuestre que /aﬂ (x—a)(x—B)dx = —% (B-a).

3. Haga la grafica de y = x* — 4x3 — 8x2.

Problemas de la Unidad B

1. Si dos graficas y = f(x) y y = g(x) tienen puntos comunes P(a, f(a)) y
Q(B,f(B)), donde @ < By si:

flx)—gx)=ax2+bx+c20 enla, B,

entonces el area S de la parte delimitada por las dos graficas es:
—_4a(p_ )3
S=-¢(B-a)
Demuéstrelo utilizando Problema de la Unidad A2
2. Larectay=axdivide en dos partes de la misma area la parte delimitada
por
y=x2-2x vy y=0.

Encuentre el valor de a.

3. a) Encuentre las funciones f(x), g(x) y 2(x) que satisfacen lo siguiente:

flx)  si x<0
|x2=3x| ={ gx) siO<x<3
h(x) si 3<x

4
b) Calcule /_2|x2—3x|dx.

4. Encuentre la funcién f(x) que satisface

foy=x+ [ s

Con este resultado se
calcula el area de la
parte delimitada por
pardbola y la recta o
por dos parabolas.

Aplique Problema de la
Unidad B 1.

2
/(; f(#)dt €s una cons-

tante.
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ALTARG 1

Serpiente bicéfala, al norte presenta una cabeza encarnada vy al
sur una descarnada. Se define a este altar como Na-Chan,
imagen bicéfala del monstruo césmico, esquelético al sury vivo
al norte. Fue dedicado en la tierra de Yax-Pac Chan Yat Ahau.

Fotografia: © José Antonio Ramos Cartagena.
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