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Presentacion

La Secretaria de Educaciéon presenta la “Guia del Docente” de
Matemadtica para Educacion Media, que tiene su fundamento en el
Plan de Estudio y Programas Curriculares, Area de Matematicas, misma
qgue fue elaborada por un equipo técnico en el marco del Proyecto
Mejoramiento de la Ensefianza Técnica en el Area de Matematicas
(PROMETAM FASE 1I1).

Con esta Guia se pretende apoyar al docente en la intervencion
activa de mediacién entre el contenido y las formas de aprendizaje.
Ademas, brindar apoyo metodoldgico para favorecer los aprendizajes
significativos que impacten en la motivacion de los jévenes y como
consecuencia, se incremente la retencién y aprobacion, y se mejore el
rendimiento académico de los estudiantes en los centros educativos.

En la busqueda del cambio hacia una nueva Honduras, el recurso
humano es el Unico capaz de generar riquezas a través de la aplicacion de
sus conocimientos, competencias y acciones; por lo que se espera que
los docentes realicen una labor educativa con calidad y pertinencia y la
Secretaria de Educacidn a su vez, se compromete para que la poblacion
tenga acceso a una educacién, que mejore en cada generacion.

Secretaria de Estado
en el Despacho de Educacion
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Instructivo de uso
“Guia del Docente”

Esta Guia esta disefiada para orientar a los docentes cémo ensefiar los contenidos para
cada grado, prescritos en el Plan de Estudios y Programas Curriculares, Area de Matemati-
cas, usando como parte del proceso el Libro del Estudiante.

Hay un plan de estudio para todas las clases y se espera que el docente lo ajuste segln el
rendimiento y el entorno de sus estudiantes.

En el Libro del Estudiante hay una diversidad de ejercicios para garantizar el trabajo indi-
vidual. Muchos de éstos podran ser utilizados como tareas para resolver en casa y deben
ser revisados individualmente o en forma colectiva, siempre dirigida por el docente para
afianzar el conocimiento.

Para mayor informacién véase la “Estructura y Aplicacion de la Guia del Docente”.
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Objetivo de la Guia del Docente

Este libro es una guia que explica el plan anual de estudio y el desarrollo de las clases basado en el
contenido del Plan de Estudios y Programas Curriculares, Area de Matematicas. Si el Docente apro-
vecha esta Guia, le ayudara a desarrollar su clase de manera efectiva y eficientemente para que el
rendimiento de los estudiantes mejore.

Estructura de la Guia del Docente

Estructura Global: Esta formada por dos partes: la “Estructura y aplicacién de la Guia del Docente”
que explica el contenido de la Guia y la forma como se utiliza y el “Desarrollo de Clases de cada Uni-
dad” que describe los pasos a seguir para alcanzar los objetivos de cada clase.

Estructura de la Unidad: En cada unidad se desarrolla paso a paso los contenidos conceptuales to-
mados del Plan de Estudios y Programas Curriculares (PEPC). La estructura de cada unidad se explica
detalladamente en el instructivo.

Instructivo para el uso de la Guia del Docente y del Libro del Estudiante

Esta Guia del Docente (GD) fue disefiada para ensefiar los contenidos indicados en el PEPC, utilizan-
do eficazmente el Libro del Estudiante (LE), para explicar los principios de cada tema y la manera de
desarrollar la clase.

Aunque se indica la manera de usar el LE, no necesariamente se describe una forma Unica de desa-
rrollar la clase, sin embargo, se ha intentado que los docentes puedan dar la clase sin dedicar mucho
tiempo a los preparativos. El docente podra hacer las modificaciones adecuadas cuando lo crea ne-
cesario.

En la GD se presenta la Programacidon Semestral y Desarrollo de Clases de cada Unidad.

Programa Semestral

Es la lista de los contenidos del grado indicados en el PEPC, con el nimero de clases asignadas a cada
tema. Con la misma, los docentes deben conocer qué tienen que ensefiar, y hacer su plan semestral
de modo que se cumplan todos los temas.

Desarrollo de Clases de cada Unidad
Esta divida en cinco secciones:

1) Competencias de la unidad: Presenta las competencias que se pretenden desarrollar en el estu-
diante en el desarrollo de la unidad.

2) Relacion y desarrollo: Muestra el flujo de los contenidos del grado por semestre, relacionandolos
con contenidos de grados anteriores y con las matematicas siguientes.

3) Plan de estudio de la unidad: Presenta la distribucion de las clases en cada leccion.
4) Puntos de leccidon: Presenta aspectos importantes a considerar en el desarrollo de cada leccién.

5) Desarrollo de clase: Presenta el objetivo, la evaluacién y el proceso de ensefianza.

” Guia del Docente ® Matematica Il ® 102 grado



1) Competencias de la unidad

Se presentan las competencias para cada uni-
dad, tal y como estan descritas en el PEPC
Area de Matematicas.

2) Relacién y desarrollo

Se muestran los contenidos de la unidad y su
relacidon con otras unidades (ya sean de este
grado, o anteriores). Los docentes deben
diagnosticar si los estudiantes tienen domi-
nio sobre los contenidos relacionados de los
grados anteriores, de lo contrario dependien-
do del nivel de insuficiencia en el manejo, se
puede hacer lo siguiente:

(a) Si la mayoria de los estudiantes carecen
de comprensién, de tal modo que no se
puede ensefnar el contenido del grado, se
les da un repaso de dos o tres horas clase.
Para el menor manejo del contenido, es
mejor darles tareas al mismo tiempo que
la ensefianza del contenido del grado.

(b) Si la mayoria entiende bien se le puede
dar orientacidn individual a los que lo ne-
cesiten.

3) Plan de estudio

Se indica la distribucidn de las horas y el con-
tenido. Como el tiempo total de la clase de
matematicas es limitado, se recomienda se-
guir los lineamientos indicados en la Guia.

4) Puntos de leccién

Como cada unidad esté dividida en lecciones,
en esta parte se explican los puntos en que
se deben prestar mayor atencién durante el
desarrollo de la clase. Los docentes deben en-
tender la idea central por lo cual se desarrolla
el plan de clase.

5) Desarrollo de clase

Estd descrito el plan de cada clase para 45 mi-
nutos e incluye los objetivos, la evaluacién y
el proceso de ensefianza. No es recomenda-
ble prolongar la hora de clase, salvo en el caso
donde los estudiantes hacen una tarea espe-
cial o el horario asi lo exige.

a. Objetivo
Se representa el objetivo de la clase (hay
casos donde un sdlo aplica a dos o mas
clases seguidas). Es necesario tener éste
claro para cada clase.

b. Evaluacion
Se indican los ejercicios que el estudian-
te debe realizar en forma independiente
o grupal considerando la estrategia que
decida el docente con el propdsito de ve-
rificar el logro del objetivo.

En caso de que existan dificultades en la
mayoria de los estudiantes el docente
debe reforzar esa parte.

c. Proceso de enseianza
Se proponen actividades que el docente
debe realizar durante la clase siguiendo el
orden propuesto en el Libro del Estudiante.

La propuesta se basa en comenzar la clase
planteando un ejemplo y tratar de que los
estudiantes lo resuelvan sin consultar el
LE, por lo que se debe garantizar el tiempo
suficiente para que piensen y propongan
sus ideas, luego los docentes tienen que
darles explicaciones de forma concisa y
con pocas palabras tratando de no hablar
mucho, y considerando las ideas de los es-
tudiantes concluir en la regla, definicién,
principio, etc. de la clase, para luego reali-
zar la ejercitacién.

En este proceso de ensefianza en algunas
clase se utiliza la simbologia M, RP y *.

M: Significa preguntas o indicaciones de
los docentes a los estudiantes.

No es recomendable hace preguntas
que los estudiantes pueden contes-
tar con respuestas breves como “si” y
“no”. Son muy importantes las pregun-
tas que hacen pensar a los estudiantes,
sobre todo en cada clase se necesita
una pregunta principal que los concen-

tre en el tema de la clase.

Guia del Docente ¢ Matemdtica Il ® 102 grado ”l



RP: Significa reacciones previsibles de los
estudiantes.

Hay que preveer las reacciones de los
estudiantes, incluyendo las respuestas
equivocadas. Para corregir las respues-
tas equivocadas, no es bueno decir
solamente <<esta mala>>y ensefiar la
respuesta correcta o hacer que contes-
ten otros nifios.

Hay que dar tiempo para que piensen
porque estda equivocada, al mismo
tiempo los docentes tienen que pen-
sar por qué se han equivocado y re-
flexionar sobre su manera de ensefiar
y preguntar. Ademas las respuestas de
sus estudiantes pueden ser indicadores
para evaluar el nivel de entendimiento.

*: Hace referencia a los puntos y sugeren-
cias de la clase y actividades del docen-
te. Se refiere a puntos importantes que
el docente debe tomar en cuenta para
que el desarrollo de la clase sea exitoso.

En algunos casos en el LE aparecen
ciertas clase utilizando asterisco (*)
esto significa que son clases o ejem-
plos, ejercicios opcionales que el do-
cente puede desarrollar dependiendo
el nivel de entendimiento de los estu-
diantes.

Para ser mas practico el uso de esta GD en el aula
de clases se da una descripcion general, por lo
tanto, no se les indica a los docentes todas las ac-
ciones a realizar, asi que segun la necesidad hay
gue agregar mas o modificarlas. En forma gene-
ral se aplican las siguientes acciones.

* La GD no dice nada sobre la evaluacién conti-
nua porque ésta corresponde al objetivo, sin
embargo, propone como se puede evaluar
éste, a través de la ejercitacion. La evaluacién
debe hacerse durante la clase y al final de la
misma segun la necesidad.

|V Guia del Docente ® Matematica Il ® 102 grado

e No estd indicado el repaso de la clase. Este se
hace segun la necesidad.

e Cuando se les dan los ejercicios, los docentes
deben recorrer el aula identificando los erro-
res de los estudiantes y ayudandoles a corre-
girlos.

e Cuando la cantidad de ejercicios es grande, se
hace la comprobacién y correccién de errores
cada 5 ejercicios, o una adecuada cantidad,
para que los estudiantes no repitan el mismo
tipo de equivocacién.

e Preparar tareas como ser ejercicios comple-
mentarios para los estudiantes que terminan
rapido.

e La orientacién individual no estd indicada,
sin embargo, es imprescindible. Los docentes
pueden realizarla en las ocasiones siguientes:
— Cuando recorren el aula después de dar

los ejercicios.

— En el receso después de la clase.

— Enlarevisién del cuaderno (hay que tener
el cuidado que los estudiantes no pierdan
el tiempo haciendo fila para que el docen-
te corrija)

En la Guia del Docente se indica en la pagina del
Libro del Estudiante las partes punteadas que se
sugieren que el docente debe tener en la pizarra,
sin embargo cada uno puede hacer su propia es-
tructura de uso de la pizarra.

La estructura del LE y su uso

El docente puede comenzar cada unidad con un
repaso de lo aprendido anteriormente. Esta par-
te no estd indicada en las horas de clase y los
docentes asignan el tiempo para trabajar segun
su criterio.

La unidad esta dividida en lecciones, clases, ejer-
cicios de la leccién (algunas unidades no tienen
ejercicios de leccién). Cada clase tiene ejemplos
y ejercicios.



Los ejemplos corresponden a los temas impor-
tantes de la clase. En la orientacién de estos
ejemplos es importante hacer que los estudian-
tes piensen por si mismos; por lo tanto, para pre-
sentarlos, los docentes lo escriben en la pizarra
para que los estudiantes no vean la respuesta en
el LE antes de tratar de resolverlo.

Para resaltar los puntos importantes de la clase
estos se remarcan.

Cada icono representa:

En el LE se proponen ejercicios de leccion esto
con el objetivo de suministrar suficientes ejer-
cicios para que el estudiante pueda resolver en
el aula o como tarea en casa. El docente deberd
utilizarlos de acuerdo a conveniencia ya que no
se tiene tiempo estipulado para esta seccion.

La pagina del LE tiene dos columnas. Una co-
lumna de contenidos y otra columna de recor-
datorios, sugerencias o notas. En el desarrollo
de cada clase se encuentran varios iconos, que a
continuacién se explica cada uno.

Ve

Icono Explicacion

@ El desarrollo de un ejemplo.

%® | Lapropuesta de ejercicios o problemas.
&

%

V§|!|

Aclaraciones o ampliaciones de conceptos trabajados en el libro a la vez algunos aspec-
tos que se deben tener especial cuidado cuando se estd estudiando un tema.

Pt

)

Recordatorios de temas, fdrmulas, conceptos, etc., vistos en afios o clases anteriores.

i e

Conceptos, fdrmulas, principios, reglas, etc., que es necesario que se memoricen para
lograr mejor comprension de los contenidos.

zi Sugerencias que se proporcionan al momento de resolver un ejercicio o problema.
B

La GD lleva la solucion de los ejercicios propues-
tos en el LE. Los docentes tienen que tomar en
cuenta que en el caso de ejercicios y problemas
con respuestas abiertas puede haber otras res-
puestas.

A continuacidn se explica el significado y simbo-
logia de la pagina del desarrollo de clases.

Guia del Docente ¢ Matemdtica Il ® 102 grado V



Significado de cada expresion y simbologia en la pagina del desarrollo de clases.

Numero de
unidad,
lecciony
clase.
Objetivo de
cada clase.
Y
Unidad Il. Leccidon 1. Objetivo:  [A] Definir una potencia con exponentes naturales. €
- Clase1ly2
Actividades. {Continda en la siguiente pagina) Evaluacidn: Ejercicio 1.1 <
l Indicador de
Tiem po [A] Concepto de po- evaluacion
indicado por tencia por objetivo.
actividad. @ Eiemplo 1.1 Leccién 1. Funciones exponenciales
D (15 ,J ) P " Clase 1y 2. Potenciacién: Exponente natural
—> min -
M: ¢ . id 0" Ejemplo 1.1. Una nifia ahorra todos los dias, cada dia aumenta su [A]
_,_> : éQué se pide encon- ahorro al doble. Si comenzo con L. 2.00.
trar en el problemay cua- ¢Cuénto dinero tiene al tercer dia?
[ Cuanto dinero tiene al quinto dia?
les son los datos con los Cuénto dinero tendr en 10 dias?
Preguntas ? o ‘
que se cuenta? Solucion:
. X . El primer dia tiene: 2
comentarios RP: La cantidad de ahorro El segundo dia iene: 2 2 = aumenta el doble.
) . . que tendrd la nifia en en El tercer dia tiene: 2x 2x2 > el doble del segundo dia. El/
€ Ind Icaciones tres, cinco y diez dias. * Al tercer dia tendra 2 x 2 x 2 = 8 lempiras ahorrados. n2io8
* i - 2x2x2 d til d tenci: 23=8
del docente. Es importante que el es A quinto dia I i tendrd: 25 2X 2 2x 2. 2 < 32 lempras 2 epresenta I cantidsd
tudiante se dé cuenta que * Alos 10 dias la nifia tendra 210 = 1,024 lempiras. que se multiplica
el comportamiento de los * 22,25, 210 son ejemplos de potencias. 3 representacel nlumlerozde
veces que se multiplica 2y
datos es una potencia de > exponente 8 esel producto.
dos, a medida pasan los 3
. 3 23 = 8—>potencia . <
Reacciones dias el ahorro aumenta. L base 43 lectura en potencias:
previsib|es *El docente pide a los es- . doss e
del tudiantes que represen- PP —— 2 dosaladier :
e los ten las cantidades como La potencia es una forma abreviada de escribir un producto formado f@ Pagina
H tencia. por varios factores iguales. Base: es el nimero que se
estudiantes. po B e nimero .
M: ¢Cudles son las partes ultplics por stmismo del LE.
: xf icio 1.1. G-
de la potencia? 3 Escribsen forma de potencia. o de vices s il
—:—> *Hacer reforzamiento de al)2x2x2x2 a2)12x12x12 car la base.
los significados de cada a3) (-5) (5) (=5) (=5) (-5) ) (3)3)3) Potencia: s el resultado
Orientaciones elemento de la potencia. as) (-1 (-3)(-3) 6) (10 0)0) ?;T:Cl::!;x:;;‘zﬁ::
, . RP: Base, exponente y ) Caleul exponente
Metodologlcas. potencia. b4 o2) (-3 )° b3) (-0.1)2
Definici6n 1.1 o4 3r 6s) (%) b6zt
Concluye en. el concepto o7) (- 3x)° b8) (4x)? b9) 7(22
de potencia e identifican
los elementos de la mis- 6 | ) )
Unidad 1 Lecén’ » e 1.2 Potenciacion: Exponentenaturl
ma.
O L
— & Ejercicio 1.1 1
Puntos y (15 min) Soluciones: b1) 64 b2)- 543 b3) 0.01
. al) 24 a2) (1.2)?
sugerencias 1. b4)-243 bS) Jor b6)z zzz
de Ia a3) -5 a4)(1) 125 TI—
oluciones
- as) (<L) a6yt b7) g7 x* b8) 16x2 b9) 56x°
ensenanza. 4 de los
70 | Unidad Il » Leccién 1 « Clase 1y 2. Potenciacién: Exponente natural ejercicios
propuestos.
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4. Programacion Semestral:

Unidad (h : id Pag. de GD
nidad (horas) ontenido (Pég. de LE)
I. Funciones Polinomios 2-14
algebraicas (2-8)
(36 horas) Ndmeros complejos 15-20
(9-14)
Ecuaciones de grado mayor que dos 21-32
(15-26)
Inecuaciones de grado mayor que dos 33-40
(27 - 34)
Ecuaciones e inecuaciones con valor absoluto 41 —-47
(35 -41)
Grafica de funciones polinémicas 48 -51
(42 - 45)
Expresiones algebraicas racionales 52-55
(46 —49)
Grafica de funciones racionales 56 — 59
(50 - 53)
Funciones especiales 60 —-64
(54 -57)
[I. Funciones Funciones exponenciales 65-94
trascendentales (60—82)
(39 horas) Funciones logaritmicas 95 - 109
(83 —95)
Resolucidn de triangulos 110-118
(96 —104)
La grafica de las funciones trigonométricas 119-133
(105 — 114)
lll. Estadistica Muestras 135-151
(14 horas) (116 -127)
Medidas de tendencia central 152 -159
(128 - 135)
Medidas de dispersion 159 - 166
(135 — 142)

Guia del Docente  Matematica Il ® 102 grado
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Desarrollo
de Clases



Matematicas Il

Unidad |

1. Competencias de la Unidad

Funciones algebraicas

1. Resolver ecuaciones polinédmicas de grado mayor o igual a dos.
2. Resolver inecuaciones polinédmicas de grado mayor o igual a dos.
3. Identificar las caracteristicas de las funciones polindmicas, racionales, radicales y especiales

para establecer su definicion.

4. Graficar funciones polindmicas racionales y especiales.

2. Relacién y Desarrollo

/—< Matematicas 79 >ﬁ

Ecuaciones de primer grado en
una variable

/—< Matematicas | >ﬁ

Unidad I: Fundamentos de aritmética y
algebra
e Leccidn 2: Ecuaciones e Inecuaciones

Unidad VI: Fundamentos de algebra

e Leccidon 1: Funciones de primer grado
¢ Sistemas de ecuaciones de primer grado

¢ Leccidn 3: Coordenadas planas

Matematicas IV

Unidad lll: Integrales

2 Unidad | » Funciones algebraicas

Matematicas 82

; Polinomios
Variables y expresiones Funciones de primer grado

Matematicas 92

Polinomios
Inecuaciones de primer grado
Ecuaciones de segundo grado

. { Matematica Il )———

Unidad |

e Leccion 1: Polinomios

e Leccidn 2: Numeros complejos

e Leccion 3: Ecuaciones de grado mayor que dos

e Leccidn 4: Inecuaciones de grado mayor que dos

e Leccion 5: Ecuaciones e inecuaciones con valor
absoluto

e Leccion6: Grafica de funciones polindmicas

e Leccién 7: Expresiones algebraicas racionales

e Leccion 8: Grafica de funciones racionales

e Leccidn 9: Funciones especiales

Unidad Il: Funciones trascendentales




3. Plan de Estudio de la Unidad (30 y *6 horas)

Leccién Clase/hora Contenidos Términos y signos
1. Polinomios ly2 Division de polinomios P(x): polinomio, polino-
mio dividendo, polino-
mio divisor y polinomio
cociente
3 Teorema del residuo Polinomio lineal: x —c.
Si se divide P(x) entre x —
¢, P(c) es el residuo
Teorema de factor x—cesunfactorsiP(c)=0
Divisién sintética
2. Nameros Numeros complejos, adicién y | i = y—1: niUmero imagi-
complejos sustraccion nario, i2 =—1
a + bi: forma estandar de
un numero complejo
C: conjunto de los nime-
ros complejos
zi=a+bi
2 Multiplicacion  de  numeros | (a + bi)(c + di)=
complejos ac + (ad + be)i — bd
3 Divisién de niumeros complejos z: Numero complejo,
z: Conjugado de un nu-
mero complejo
z=a+bi;z=a-bi
4 Soluciones imaginarias de | Si b2 — 4ac < 0 las solu-
ecuaciones de segundo grado ciones de la ecuacion son
imaginarias
3. Ecuaciones de | 1 Ecuaciones de grado mayor o
grado mayor igual que 3
que dos *2,%3 Ecuaciones bicuadradas Bicuadrada ax* + bx2 + ¢
= 0 variable auxiliar
*4,*5 Ecuaciones Reciprocas Reciproca, P, (x) = O,
ecuaciones  simétricas,
ecuacion hemisimétrica
*6,*7 Raiz imaginaria de una ecuacién | Raiz imaginaria
con coeficientes reales
8 Teorema fundamental del dlgebra | Multiplicidad de raices
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absoluto

Leccion Clase/hora Contenidos Términos y signos
4. Inecuaciones 1,2,3 Solucién de inecuaciones por | Diagrama de signos, va-
de grado ma- factorizacién 1 lores prueba, ax?+ bx +
yor que 2 c<0
4,5 Solucién de inecuaciones por
factorizacién 2
Ejercicios de la leccion
_Ecuaciones 1 Ecuaciones con valor absoluto | valor absoluto |x| = a
e inecuacio- (caso simple) N x,x20
X| =
nes con valor -x,x<0
absoluto 2,3 Ecuaciones con valor absoluto
(caso complejo)
4 Inecuaciones con valor absoluto | |x| <a; |x| >a
(caso simple) x| <a; |x| 2a
5 Inecuaciones con valor absoluto
(caso complejo)
Ejercicios de la leccidon
. Grafica de 1 Gréfica de funciones polinémicas | Funcion polinémica
funciones Slx) = xn
polinémicas SxX)=a,x"+a,_1x-1
+-r+ax,+dag
2 Grafica de funciones polindmicas | Teorema del valor medio
Ejercicios de leccion
. Expresiones 1 Multiplicaciéon y division de | Expresion algebraica
algebraicas expresionesalgebraicasracionales racional P(x
racionales Q(x)
2 Adicién y sustraccion de expre- g(x)
siones algebraicas racionales flx)= h(x)
Asintota vertical x = a
. Gréfica de Grafica de funciones racionales
funciones Gréfica de funciones racionales | Asintota horizontal y = ¢
. 2 Y
racionales
) 1y2 Grafica de funciones con valor ) = |x]
. Funciones bsol
absoluto
especiales — ;
3 Grafica de funciones con valor

Funcién mayor entero

Funcién mayor entero

) =[] =n
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Puntos de leccion

Leccion 1: Polinomios

Se introduce la divisién de polinomios haciendo la analogia con la division de nimeros naturales y
utilizando la equivalencia con la multiplicacion. De la multiplicacion (x + 3) (x + 4) = x2 + 7x + 12 se
deduce que (x2+ 7x + 12) + (x + 4) = x + 3. El ejemplo introductorio del Libro del Estudiante supone que
si los grados del polinomio dividendo y del polinomio divisor son 3 y 1 respectivamente, el grado del
polinomio cociente es 2, es decir, tiene la forma general ax? + bx + ¢, y estableciendo la igualdad entre
los coeficientes de los términos semejantes se encuentran los valores correspondientes a a, b y ¢ del
polinomio cociente. Se introduce el cdlculo vertical de la divisién de polinomios como un mecanismo
mas conveniente de encontrar los resultados.

Cuando un polinomio P(x) de grado mayor o igual que 1 se divide entre un polinomio lineal (x — ¢)
suceden dos situaciones:

1. P(c) =R, donde R es el residuo (Teorema del residuo)

2.Si P(c) =0, entonces x — ¢ es un factor (Teorema del factor)
Cuando se divide un polinomio de grado mayor o igual que 1 entre un polinomio lineal cuyo coeficiente
principal es 1 se utiliza un mecanismo llamado division sintética que permite trabajar sélo con los coeficientes
del polinomio dividendo para encontrar facilmente los coeficientes de los polinomios cociente y residuo.

Leccion 2: Niumeros complejos

Se construyen los numeros complejos utilizando las soluciones de ecuaciones que tienen solucién
dentro del conjunto de los nimeros naturales, enteros, racionales e irracionales, es decir, soluciones
reales. El objetivo es ir construyendo el conjunto de los niUmeros reales para luego construir el conjunto
de los numeros complejos. Luego resolviendo la ecuacion x2 + 1 = 0 se define la solucién x = /?1
como el numero imaginario i, de este se deduce que i2 = —1. Las operaciones de adicion, sustraccion,
multiplicacién y division con los nimeros complejos se trabajan en su forma estdndar: z=a + bi. Para la
division se opera con el conjugado: z = a— bi. Como complemento al conocimiento aprendido sobre las
ecuaciones cuadraticas se incorpora las soluciones imaginarias de este tipo de ecuaciones que sucede
cuando el discriminante es menor que cero, es decir, cuando b2 —4ac < 0.

Leccion 3: Ecuaciones de grado mayor que dos

En estaleccidn se abordan las clases 2—7 como clases opcionales en donde se muestra otro tipo de ecuacidn:
la bicuadrada y la reciproca, dependiendo del nivel de profundizacidn que se quiera dar se desarrollaran
estas clases, cuyo objetivo es resolver otro tipo de ecuaciones diferentes a las tradicionalmente vistas.

En las ecuaciones bicuadradas se utiliza un método de sustitucién para convertirla en una ecuacion
cuadratica.

ax*+bx?2+c=0

a(x2)2+ bx2+c¢c=0

ay?+ by +c=0 yluego resolverla por cualquiera de los métodos conocidos, sin embargo el hecho de
hacer la sustitucion conduce a una serie de procesos que pueden ser complicados para los estudiantes,
ademads de que son ecuaciones que tienen cuatro o mas soluciones y algunas de ellas son complejas.

También se aborda el teorema fundamental del algebra (clase 5) el cual es de suma importancia para el
desarrollo de los contenidos posteriores, ya que anteriormente se ha estudiado polinomios y sus raices por
lo que con este teorema se consolida el hecho de que todo polinomio de grado mayor o igual que 1 tendra
al menos una raiz real o compleja, de igual manera se estudia el hecho de que hay polinomios que tienen
raices repetidas conociendo esto como duplicidad de raices.
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Leccidn 4: Inecuaciones de grado mayor que dos

En el tercer ciclo los estudiantes aprendieron las relaciones de orden entre numeros reales, luego en
Matematica | estudiaron las inecuaciones lineales, es decir, expresiones de la forma x < a (Puede ser >,
>, <), en esta leccidn se encuentran por primera vez con inecuaciones de grado mayor o igual que dos.

Inicialmente se estudian las inecuaciones de la forma ax2 + bx + ¢ < 0 donde a, b y ¢ son numeros
reales y para resolver se debe recurrir a los métodos de factorizacion para encontrar los valores criticos
(valores que hacen cero la expresién algebraica), luego se construye una tabla de variacién de signos
que determina el comportamiento de la expresidn al sustituir los valores de prueba.

Utilizando las propiedades de la relacion de orden en la recta numérica se representan las soluciones de
la inecuacidn, considerando que también estas se pueden representar usando la notacidn de intervalo
y de conjunto. Se recomienda utilizar con los estudiantes la notacién de intervalo por ser la mas facil de
encontrar.

Una vez que se ha comprendido la solucidn de inecuaciones de grado dos se proceden a la solucién de
inecuaciones de grado mayor que dos utilizando métodos anteriormente estudiados.

Leccidn 5: Ecuaciones e inecuaciones con valor absoluto

En séptimo grado se estudid las ecuaciones lineales y el concepto de valor absoluto de nimeros. En esta
leccion se aplicara el concepto de valor absoluto a ecuaciones ( | x| = a ) e inecuaciones lineales (| x| < a),
para ello se estudian varios casos con sus respectivos ejemplos y ejercicios.

En lainecuaciones con valor absoluto es importante considerar los casos cuando el conjunto solucién es
vacio o el conjunto de los nimeros reales, por ejemplo si se tiene una inecuacion de la forma |x| <-2,
por definicion de valor absoluto se sabe que no habra un niumero que pueda tomar x tal que su valor
absoluto sea negativo por lo que su conjunto solucién es @; a diferencia de |x| >—2 donde cualquier
valor que tome x sera mayor que —2 por lo que el conjunto solucién son los nimeros reales.

Leccidn 6: Grafica de funciones polindmicas

En octavo grado y en Matematica | se estudia la grafica de funciones lineales, en esta leccidn se trata
de analizar el comportamiento de gréficas de funciones polindmicas de la forma f(x) = x” y establecer
algunas caracteristicas, es el primer acercamiento que los estudiantes tendran con las funciones
polindmicas, por lo que se pueden presentar algunas dificultades al momento de identificar qué tipo
de funcidn es, sin embargo es importante enseiar las caracteristicas y la forma que tiene una funcién
cuadratica, cubica para facilitar el trabajo a los alumnos, de igual manera cuando la funcién es de grado
mayor a tres es necesario analizar la tabla de variacién den signos para poder graficar y determinar su
forma.

Leccion 7: Expresiones algebraicas racionales

Se conoce la expresidn algebraica racional (EAR) como una relacién A/B donde A y B son polinomios.
En 9° se estudid polinomios y las operaciones excepto la divisidn; por lo que en esta leccidn se trata
las EAR en una variable y se busca simplificar dichas expresiones utilizando la factorizacién o la divisién
de polinomios, donde se busca escribirla a su minima expresion es decir donde los polinomios del
numerador y del denominador no tengan factores comunes.
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Para escribir la minima expresién de una EAR por lo general se factoriza el numerador y el denominador.
En una EAR se debe tener el cuidado de no sustituir el valor que hace cero el denominador ya que la
division entre cero es no definida, a estos valores que hacen cero el denominador se les conoce como
valores excluidos.

Con las EAR se pueden efectuar operaciones para el caso se define

A A+B
C C
B

La adicién como: % =

+
B _ A

C

La sustraccion: % -

@)

Cuando los denominadores son distintos primero se obtienen las EAR con igual denominador utilizando
el concepto de fracciones equivalentes y luego se realizan las operaciones correspondientes. Este
proceso es similar al que se hace con las fracciones.

La multiplicacidon y la division se definen:

A B_AXB A . B 'g ;2 2 respectivamente. Se sabe que A, B, Cy D son polinomios.

cC*p~¢cxpYC "D

Al dividir expresiones algebraicas se puede dar el caso donde se obtenga una expresidn algebraica
compleja es decir donde el numerador y el denominador sean EAR.

Al realizar esta operacion es posible que los estudiantes tengan dificultades, por lo que se tiene que
tener mucho cuidado especialmente con, los signos.

Leccion 8: Grafica de funciones racionales

X
En esta leccidn se estudiard la funcién racional f(x) = % donde g(x) y A(x) son polinomios, se

analizaran su dominio, y sus asintotas tanto vertical como horizontal y sus interceptos.
De igual manera se trazard la grafica de esta teniendo en cuenta la informacion anterior.

Se abordaran solo el caso donde el grado del polinomio del numerador es menor o igual que el del
polinomio del denominador ya que se espera que en cursos de matematica posteriores se analicen
otros casos mas complejos.

Leccion 9: Funciones especiales
Se define la funcién valor absoluto y la funcién mayor entero, sin profundizar mucho, se traza la grafica
y se analiza.

En el caso de la funcion valor absoluto se parte estudiando el comportamiento de la funcién f(x) = x
y f(x) = —x de tal manera que se pueda llegar a concluir que f(x)=|x| se ve como la grafica de f(x) = x
parax >0y como f(x) =—x para x < 0. Se concluye entonces que la funcidn es par y esta es simétrica con
respecto al eje y.

En la funcidon mayor entero se analiza el comportamiento que tendra la funcién al graficarla en el plano
cartesiano por cada intervalo, cual es el dominio, cual es el rango y sus interceptos, esta funcién es muy
importante para que el estudiante comprenda el concepto de discontinuidad.
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Unidad I. Leccion 1.

Clasely2

(Continda en la siguiente pagina)

e Establecer la relacion
entre la multiplicacion
de numeros enteros
4 x 3 =12 vy la multipli-
cacion de polinomios
(x+3)(x+4)=x2+7x+
12 para deducir el pro-
cedimiento de la divi-
sién de polinomios.

[A] (5 min)

':®:‘ Ejemplo 1.1.

e Deducir que el polino-
mio cociente debe ser
de grado 2.

e |gualar los coeficien-
tes de los términos se-
mejantes para deducir
los coeficientes de los
términos cuadratico,
lineal e independiente
del polinomio cocien-
te. (10 min)

e Explicar el calculo de
la division de polino-
mios en forma verti-
cal. (10 min)

2’;\? Ejercicio 1.1.

(20 min) Solucién

a) Polinomio cociente es:
X3+2x2+x-1

b) Polinomio cociente es:
x2+2x+3

c) Polinomio cociente es:
3x2—x+2

d) Polinomio cociente es:
5x+3

e) Polinomio cociente es:
3x+2

Objetivo:  [A] Dividir polinomios.

Evaluacion: [A] Ejercicios 1.1,1.2,1.3

y 1.4

Leccién 1. Polinomios

Clase 1y 2. Division de polinomios

La multiplicacién 4 x 3 = 12 equivale a la divisién 12 + 3 = 4. En el mismo
sentido la multiplicacion de polinomios (x + 3)(x + 4) =x2+ 7x + 12 equivale
a la division (x2 + 7x + 12) + (x + 4) =x + 3. Se llama polinomio dividendo a
x2+ 7x + 12; polinomio divisor a x + 4 y polinomio cociente a x + 3.
' ':@:' Ejemplo 1.1. Calcule: (2x3 + x2—-12x +9) + (x + 3)
Los grados de los polinomios dividendo y divisor son 3y 1 respectivamente
: por lo que el polinomio cociente debe ser de grado 2, es decir, que tiene la
forma ax2+ bx +c. Estosignifica que la divisién equivale a la multiplicacion:

: (x+3)(ax2+bx+c)=2x3+x2—-12x+9
ax3+(3a+b)x2+(3b+c)x+3c=2x3+x2-12x+9

H
i Igualando los coeficientes de los términos semejantes se obtiene:
H

H

ta=2 3a+b=1 3b+c=-12 3c=9\ Sustituyendo estos
3(2)+b=1 3(-5)+c=-12 ¢=3 ] valores

H b=-5 c=3 ax? + bx + ¢ queda
: como 2x2—5x +3

H

¢ De lo anterior se deduce que: (2x3 +x2—12x +9) + (x + 3) = 2x2 - 5x + 3
i Para facilitar el célculo se utiliza la siguiente forma vertical.

H

H 22— 5y +3 (1) Calcular (2x3) + x = 2x2 y colocarlo arriba de x2
Pv+3) 203+ 2—12r 49 (Es el calculo del cou.eﬁte entre los t.eljmlnos
: de mayor grado del dividendo y del divisor).
2x3 + 6x2 N 53 N

H e (2) Calcular (x + 3)(2x2) = 2x3 + 6x2 y colocarlo
: —5x2 -1 debajo del dividendo. (Es el célculo del
H —5x?—15x producto del cociente anterior por el divisor).
H 3x+9 (3) Restar este producto 2x3 + 6x2 del dividendo.
: 3x+9 (Es restar el producto anterior del dividendo)
H 0  (4) Repetir los pasos (1) a (3) con los dividendos
¢ parciales hasta bajar el Gltimo término del
H dividendo.

"é\? Ejercicio 1.1. Calcule:

a) (x4 +5x3+4x2—x—1)+(2x+1)
b) (3+x2+x-3)+(x—1)

c) (93 +3x2+4x+4)+(3x+2)

d) (-5x2+7x+6)+ (—x+2)

e) (9x2+12x+4)+(3x+2)
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§ 3@: Ejemplo 1.2. Calcule (x3-8) + (x—2) [%%7
En el polinomio x3 — 8 falta el término cuadratico y el lineal por lo que hay En algunos casos si el
+ que completarlo y ordenarlo en forma descendente como x3 + 0x2 + Ox— 8. } polinomio  dividendo
i Luego se procede a realizar el calculo. no estd completo, se
x2+2x+4 H recomienda  comple-
x—=2)x3+0x2+0x-8 tarlo para evitar erro-
X3 = 2x2 res en el calculo.
2x2+ Ox
2x2—Ax
4x-8
4x-8

H
0 Elpolinomio cociente esx2+ 2x + 4y el residuo es 0. }

.......................................................................................

& Ejercicio 1.2. Calcule

a) (B3+1)+(x+1)

b) (B+x2+x+6)+(x+2)

c) (6x*—9x3—4x+6)+ (2x—3)

d) (—x4=x2+2)+(x+1)

e) (S+23+x2+x+1)+(x2+1)

f) (x7—3x5+ 2x4 —x3 — 6x2 + 3x) + (x2—3)

§ 5@3 Ejemplo 1.3. Calcule (3 +3x3 —x—2x2) + (-2 +x)
¢ Hay que ordenar ambos polinomios en forma descendente.
332+ 4x +7
tx—2)3x33-2x2—x+3
3x3 — 62
4x2—x
4x2 - 8x
7x+3
7x—14
: 17 :
Como el grado del polinomio 17 es 0, ya no se puede seguir dividiendo y.
¢ 17 se convierte en el residuo. H
' Esta division equivale a:
(B3 -2x2-x+3)=(3x2+4x+7)(x-2)+17

.......................................................................................

La relacion entre el dividendo, el divisor, el cociente y el residuo es:
Dividendo = (divisor) x (cociente) + residuo.

El proceso de dividir polinomios termina cuando el grado del

polinomio residuo es menor que el grado del polinomio divisor.
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* Concluir con la relacion:

Dividendo = (divisor) x (cociente) + residuo.

* Concluir que el proceso de division termina cuando el grado del poli-

nomio residuo es menor que el grado del polinomio divisor. (7 min)

Clasely2

(Continuacion)

@ Ejemplo 1.2.

* Concluir que los po-
linomios dividendo
y divisor deben com-
pletary ordenarse en
forma descendente
para poder efectuar
la division de los mis-
mos. (5 min)

§’§Z§ Ejercicio 1.2.

(10 min) Solucién

a) Polinomio cociente es:
x2—x+1yelresiduo
esO

b) Polinomio cociente es:
x2—x+3yelresiduo
es: 0

c) Polinomio cociente es:
3x3 — 2 y el residuo
es: 0

d) Polinomio cociente es:
-x3+x2-2x+2yel
residuo es: 0

e) Polinomio cociente es:
x3+x+1lyelresiduo
esO

f) Polinomio cociente es:
X5+ 2x2 —x vy el resi-
duoes:0

@ Ejemplo 1.3.

* Concluir que el resi-
duo en la division de
estos polinomios es
distinto de cero.

Unidad | ¢ Leccién 1 e Clase 1y 2. Divisién de polinomios 9



Clasely2

(Continuacion)

%

é‘% Ejercicio 1.3.

(8 min) Solucion

a) Polinomio cociente es:
2x—1y el residuo es:
-2

b) Polinomio cociente es:
x2—2x+ 3 yelresido
es:dx—-4

c) Polinomio cociente es:
3x+1yelresiduo es:
-2x+5

d) Polinomio cociente es:
x2 + 3x y el residuo
es:—3x+1

e) Polinomio cociente es:
x+3yelresiduoes: 8

f) Polinomio cociente es:
x2—8yelresiduoes: 6

g) Polinomio cociente es:
x3 —2x + 3 y el resi-
duo es: 20x — 10

‘@’ Ejemplo 1.4.

* Nombrar un polino-
mio utilizando la nota-
cion P(x).

* Concluir que los po-
linomios se nombran
con letras mayusculas y
las variables con letras
minusculas.

* Expresar la relacion
“Dividendo = (divisor)
x (cociente) + residuo”
utilizando la notacién de
los polinomios. (5 min)

"@f Ejemplo 1.5.
*Definir el valor numé-
rico de un polinomio.
(5 min)

3§2 Ejercicio 1.3. Calcule

a) (bx2—x—3)+(1+3x)

b) (x4+6x2—2x3+5—2x)+ (3 +x2)

c) (4x2+3x3+6+2x)+(1+x+x2)

d) B3+x4+x2+1)+(x2+1)

e) (2x2+5+5x)+ (2x—1)

f) (x4—11x2+30) + (-3 +x2)

g) (-3x4+x5+9x2+7x—4)+(2-3x+x2)

El polinomio x3 — x2 + 3x — 1 cuya variable es x se puede nombrar como
P(x) = x3—x2 + 3x — 1. La expresion P(x) se lee “P de x”. Por lo general se
nombran los polinomios con letras mayusculas y las variables con letras
minusculas y entre paréntesis.

Q(x) = 4x2 —x + 7 se lee “polinomio Q de x igual ...”

M(n) = —4n — 7n2 - 8 se lee “polinomio M de n igual ...”

§ ':@} Ejemplo 1.4. Si P(x) = 3x2 + 5x — 8 y C(x) = 3x — 1 encuentre P(x) + C(x) ‘

H x+2
$3x—1)3x2+5x-8 Si denotamos por D(x) al polinomio
H 3x2—x cociente y por R al polinomio residuo
6x—8 tenemos que D(x) =x+2yR=-6
6x—2
-6

De lo anterior sabemos que (3x2 + 5x — 8) = (3x — 1)(x + 2) — 6, es decir, :
iP(x) = C(x) - D(x) +R. ;

cee?

Leee csee

H @ Ejemplo 1.5. Si P(x) = 3x2 + 5x — 8 calcule el valor numérico del poli- }
. nomio cuandox=1yx=-2

P(x)=3x2+5x—-8 P(x) =3x2+5x -8

P(1) =3(1)2+5(1)-8 P(-2) =3(-2)2+5(-2)-8
=3+5-8 =12-10-8
=0 =

é Se concluye que P(1) =0y P(-2) =—

& Ejercicio 1.4. Si P(x) =x3—4x2—8x—6 y Q(x) =—5x2—4x— 1 encuentre:

a) P(0) b) P(-4) c) P(3)
d) Q(1) e) Q(-3) f) Q(2)
4 Unidad | » Leccién 1 « Clase 1y 2. Division de polinomios

&
S—
El valor numérico de un
polinomio es el valor
que se obtiene al susti-
tuir la variable por nu-
meros y desarrollar las
operaciones indicadas.

o’ 0
& Ejercicio 1.4. (5 min) Solucién

a) P(0) =-6 b) P(-4) =-102
c) P(3)=-39 d)Q(1) =-10
e)Q(-3)=-34 f)Q(2) =-29
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Objetivo:
residuo al dividir polinomios.

Evaluacion: Ejercicio 1.5.

[B] Aplicar el teorema del residuo para encontrar el

Clase 3. Teorema del residuo
mplolGSl —x2+3x—1yC(x) =x—2encuentre P(x) + C(x)‘;
y exprese P(x) en relacion a sus otros términos. H

H x2+x+5« D(x)
x—=2 )x3-x2+3x-1
x3—2x2
x2+3x
Xx2—2x
5x-1
5x—10

, P(x) = C(x) - D(x) +R
—1=(x-2)(x2+x+5)+9

.....................................................................................

Si el polinomio divisor C(x) se iguala a cero nos queda que x —2 =0y se
obtiene que x = 2. Sustituyendo este valor x = 2 en la relacién P(x) nos queda:

P(x) =C(x) - D(x) +R

P(x) = (x—2) - D(x) + R ... sustituyendo C(x) =x—2
P(2) =(2-2)- D(2) +R ... sustituyendo x = 2
P(2)=0-D(2) +R

P(2)=R

Se concluye que el residuo R de dividir P(x) + C(x) se calcula encontrando
el valor numérico de P(x) para el nimero que toma x cuando C(x) = 0.

B

Teorema del residuo
Si un polinomio P(x) de grado mayor o igual a 1 se divide entre el
polinomio lineal x — ¢ entonces el residuo es P(c).

El algoritmo de la division establece que si dividimos un polinomio P(x)
entre un polinomio C(x) =x—c que es un polinomio lineal entonces existen
dos polinomios D(x) y R tal que:

Se puede calcular el
residuo de dividir dos
polinomios aplicando
el teorema del residuo.

(c=¢)-D(x)=0-D(x)=0

P(x) = C(x) - D(x) +R
P(x) = (x—¢) - D(x) + R ... sustituyendo C(x) =x — ¢
P(c) =(c—c)-D(c) + R ... sustituyendo x = ¢ [%’L
P(c)=0-D(c) +R El residuo de P(x) entre
P(c)=R x—cesP(c).
Para encontrar el residuo de dividir un polinomio P(x) de grado mayor o
igual a 1 entre un polinomio lineal de la forma x — ¢ solo se encuentra el
valor numérico de x = ¢ en P(x).
Unidad | » Leccién 1 « Clase 3. Teorema del residuo 5

Unidad I. Leccion 1.
Clase 3

(Continua en la siguiente pagina)

@ Ejemplo 1.6.
*Efectuar la division de
los polinomios expre-
sando el dividendo en
relaciéon a los otros tér-
minos.

*|lgualar el polinomio
divisor a cero para ob-
tener x = 2 y sustituir
este valor en la relacion
P(x) = C(x) x D(x) + R.
*Concluir que el resi-
duo R de dividir P(x) +
C(x) se calcula encon-
trando el valor numé-
rico de P(x) para el va-
lor que toma x cuando
C(x)=0.

(15 min)

Comprender el teore-
ma del residuo.
*Concluir con el algo-
ritmo en forma general
del teorema del resi-
duo. (10 min)

Unidad | e Leccidn 1 e Clase 3. Teorema del residuo 11



Unidad I. Leccion 1.
Clase 3

(Continuacion)

Clase 4

%20
N Ejercicio 1.5
(20 min) Solucion

a) 10
b) —29
a)-L
e)—%s9

[Hasta aqui Clase 3]

[Desde aqui Clase 4]

{@3 Ejemplo 1.7

e Encontrar el residuo
de la divisidon de los
polinomios de las
dos formas (divi-
diéndolos y aplican-
do el teorema del
residuo).

e Aplicar el algoritmo
de la division “P(x) =
C(x) x D(x) + R” para
concluir que si el re-
siduo es 0 tanto el
polinomio C(x) como
D(x) son factores de
P(x). (15 min)

Comprender el teore-

ma del factor.

e Concluir con el al-
goritmo en forma
general del teorema
del factor. (10 min)

Objetivo:

Evaluacion: [C] Ejercicio 1.6.

[C] Aplicar el teorema del factor para determinar
los factores de un polinomio.

%O i . - .
Q\? Ejercicio 1.5. Encuentre el residuo de las siguientes divisiones de
polinomios usando el teorema del residuo.

a) P(x)=4x2-5x+4; Cx)=x-2
b) P(x)=—2x2+3x-2; C(x)=x+3

c) P(x)=—8x%—5x2— %; Clx)=x-3
*d) Pl)=—2-6x2+ 20— 4;  Clx)=x— =+
*e) P(x)=-5x3-6; C(x)=x+ %

Clase 4. Teorema del factor

...................................................................................................

a) Dividiendo los polinomios

b) Aplicando el teorema del residuo

ta) X2—5x+2 b) P(x)=x3-23x+10
x+5 )3 +0x2—23x+ 10 P(=5) = (=5)% = 23(=5) + 10
x3 + 5x2 =-125+115+10
—5x2—-23x =0

—5x2 — 25x
2x + 10
2x + 10
0 <——Residuo

Aplicando el algoritmo de la divisiéon tenemos que:
P(x) =C(x) - D(x) +R
P(x)=C(x)-D(x)+0..R=0
P(x) = C(x) - D(x)

De P(x) = C(x) - D(x) se sabe que tanto C(x) como D(x) son factores de P(x).

Si P(x) =x3—23x+ 10 entre x + 5 da como residuo cero entonces x + 5 es un factor de P(x).

...................................................................................................

...........

...........

Del teorema del residuo reconocemos que si el residuo de P(x) entre x — ¢ es cero entonces x — ¢ es un

factor de P(x); reciprocamente si x — ¢ es un factor de P(x) entonces el residuo es cero.

( Teorema del Factor. Un polinomio P(x) tiene un factor x — ¢ si y solo si P(c) = 0

.

%
é\% Ejercicio 1.6. Determine que C(x) es un factor de P(x) aplicando el teorema del factor. Compruebe

sus respuestas observando los ejemplos.

a) Px)=2x3+x2-12x+9; C(x)=x+3
¢) P(r)=3+33-x—-2x% Clx)=—2+x
e) P(x)=x3+4x2+x—6; Clx)=x—1

b) P(x)=x3-8; Clx)=x-2
d) P(x)=x2-3x+10; C(x)=x-5
f) P(x)=x3+4x2+x-6; Cx)=x+1

g) P(x)=x3+4x2+x-6; Clx)=x+3
i) Px) = 2x* +23— 1422~ 19r —6; Clx) =x+ 5
k) P(x)=x%—4x3+5x2—-22x+8; C(x)=x—-4

6 Unidad | » Leccién 1 » Clase 4. Teorema del factor

h) P(x) =2x4 +x3—14x2-19x—-6; C(x)=x+3
j) P(x)=x*—4x3+5x2-22x+8; C(x)=x+4

21;\52 Ejercicio 1.6.
(20 min) Solucién
a) es factor

b) es factor

c) no es factor

d) no es factor
e) es factor
f) no es factor
g) es factor
h) no es factor

12 Unidad | ® Leccidn 1 e Clase 4. Teorema del factor

i) es factor
j) no es factor
k) es factor




Objetivo: [D] Dividir polinomios utilizando la divisidn sintética.

Evaluacion: [D] Ejercicios 1.7 y 1.8.

Unidad I. Leccion 1.
Clase 5

(Continua en la siguiente pagina)

Clase 5. Division sintética

Al dividir un polinomio P(x) de grado mayor que cero entre un polinomio
de la forma x — ¢ (cuyo coeficiente principal es 1) se puede trabajar solo
con los coeficientes del polinomio dividendo (escrito en su forma candnica
y completo) evitando escribir las variables.

Observe los siguientes procedimientos mostrados a continuacién al dividir
P(x) =4x3—-2x—-3 entrex—2.

4x2+8x +14
x—2)4x3+0x2—2x-3 x=2, —> 2|4 0 -2 -3« coeficientes
Ax3 — 8x2 valor obtenido ¢ 8 16 28 deP(x)
8x2 - 2x del factor 48 14
8x2— 16x x=2=0 X Lresiduo
14x -3 coeficientes del
14x - 28 polinomio cociente que
25 corresponde a 4x2 + 8x + 14

Al procedimiento de la derecha se le llama divisién sintética de polinomios.
Observe que los coeficientes del polinomio cociente coinciden con los
coeficientes principales de los dividendos parciales.

.......................................................................................

. .
" Ejemplo 1.8. Encuentre el cociente y el residuo al dividir por division
¢ sintética :
tP(x)=2x4—3x2—4entrex—3

¢ Solucién:

P 312 0 -3 0 -4

: vy 6 18 45 135 cociente: 2x3 + 6x2 + 15x + 45
H "2 6 15 45 [131]  residuo: 131

....................................................................................

................................................................................

"
H 1@' Ejemplo 1.9. Encuentre el cociente y el residuo al dividir por division
sintética. :
P(x) = 3x5 - 17x4+%x+ 2entrex+ %
: Solucion:

1

3 H
J -1 6 =2 % -1 cociente: 3x — 183 + 6x2—2x + 1 |

1

: 3 :
: 5 dug. 5 :
i M residuo: 3 i

......................................................................................

Unidad | ® Leccién 1 # Clase 5. Division sintética

Deducir el procedi-
miento de la division
sintética.

e Concluir que al di-
vidir un polinomio
de grado mayor que
cero entre un polino-
mio de la forma x —c¢
se puede dividir facil-
mente utilizando el
procedimiento de la
division sintética.

e Comparar ambos
procedimientos para
concluir que sdlo se
trabaja con los coefi-
cientes del polinomio
dividendo en la divi-
sidn sintética.

(10 min)

’:@3 Ejemplo 1.8.
(5 min)

{@} Ejemplo 1.9.
(5 min)

Unidad | ® Leccidn 1 e Clase 5. Divisidn sintética 13



Clase 5

(Continuacion)

%0

N Ejercicio 1.7
(10 min) Solucion
a) Cociente:

4x2—-12x + 28
Residuo: —80

b) Cociente:
5x3+ 10x2+ 18x + 36
Residuo: 69

c) Cociente:
—7x*=7x3-5x2-5x-10
Residuo: —16

d) Cociente:

—4x3 - 2x2 + 2x
Residuo: O

e) Cociente:
—8x3 —24x2—-75x-225
Residuo: -670

f) Cociente:
4x* — 8x3 + 16x2
—34x + 68
Residuo: -142

':@} Ejemplo 1.10
(5 min)

{@} Ejemplo 1.11.
(5 min)

X
&x Ejercicio 1.8
(5 min) Solucion

a) Residuo: —12, no es
factor

b) Residuo: 0, es factor

c) Residuo: 0, es factor

2\% Ejercicio 1.7. Divida los siguientes polinomios aplicando la divisién
sintética.

a) P(x)=4x3-8x+4; Qx)=x+3

b) P(x)=5x*-2x2-3; Qx)=x-2

c) P(x)==7x5+2x3-5x-6; Qx)=x-1

d) P(x)=—4x*—6x3+2x; Qx)=x+1

e) P(x)=5-3x2-8x% Qx)=x-3

f) P(x) =4x5—-2x2-6; Q(x)=x+2

‘ 103 Ejemplo 1.10. Aplique la division sintética para determinar six + 3 es
+ un factor de P(x) =x%—15x2— 10x + 24.
§So|ucién:

i3 1 o0 -15 -10 24
¢ -3 9 18 -24

como el residuo es 0 el polinomio
x + 3 es un factor de P(x)

"1 -3 -6 8 [o]

H @ Ejemplo 1.11. Aplique la divisién sintética para determinar six + 2 es
+ un factor de P(x) = x3 + x2 — 14x — 25.
¢ Solucion:

i1 1 -14 -25
v 2 2 24

como el residuo es —1 el polinomio
X+ 2 no es un factor de P(x)

..............................................................................................

x? Ejercicio 1.8. Determine si C(x) es factor de P(x).
a) P(x)=—2x*+4x3-3x—6; Clx)=x-2

b) P(x)=12x3+8x2+x+5; C(x)=x+1

¢) Plx)= 34— 203+ 6x—4; Clx)=x—3
d) P(x):3x3+6x2+3x+%; C(x)=x+%

e) P(x)=2x5+9x*—5x3+x—5; Clx)=x+5

f) P(x) = 16x4—8x3—7x2+ 2x +1; C(x)=x+ %

8 Unidad | » Leccién 1  Clase 5. Division sintética

d) Residuo: 0, es factor
e) Residuo: —10, no es factor

f) residuo: 4, no es factor

14 Unidad | e Leccidn 1 e Clase 5. Divisidn sintética




Objetivo: [A] Definir un nimero complejo.

Evaluacion: [A] Ejercicio 2.1

Unidad I. Leccion 2.
Clase 1

(Continua en la siguiente pagina)

Leccién 2. NUmeros complejos

Clase 1. NuUmeros complejos

‘ :@: Ejemplo 2.1. Resuelva, las siguientes ecuaciones y determine a queg
¢ conjunto de nimeros pertenece la solucién. :
fa)x-5=8 b)x2-4=0 cjx2=or d)x2-3=0
Solucién:

' a) x=13;13 €N

b) x=2yx=-2;+2€7Z

e)x2+1=0

x2+1=0 notiene solucién dentro :
del conjunto de los ndmeros§
reales porque el cuadrado de:
todo numero real es positivo. ;

.......................................................................
................................................................................

Pd) x=+/3 yx=—4/3; /3 €I
e) x2+1=0

"@5 Ejemplo 2.2. Al operar la ecuacion x2 + 1 =0 queda:

:
x2+1=0
x2=-1 //?1
: x=+y/-1 :
i e i

.......................................................................................

( El nimero imaginario i es definido como i = J-1; 2=-1 .]

Existe un conjunto de nimeros formado por los nimeros imaginarios que
abarca el conjunto de los niumeros reales.

Definicion
El conjunto de los numeros complejos es el conjunto de todos los
numeros de la forma a + bi donde ay b son nimeros realesei= /—1.

a+bi )
Es la forma estandar de
Parte imaginaria un numero complejo.

Parte real

.......................................................................................

H 3@"’ Ejemplo 2.3. Escriba los siguientes nimeros en la forma estandar de
¢ un nimero complejo. H

[A]

Construir el conjunto
de los nimeros com-
plejos.

I '2@} Ejemplo 2.1

e Resolver las ecuacio-
nes planteadas de-
terminando el con-
junto de numeros
al que pertenece su
conjunto solucion.

B
Las ecuacionesx—5=28;
4
x2—4—0,x2—'25
y x2 — 3 =0 tienen
solucién dentro de los
nimeros reales.

’:@3 Ejemplo 2.2

& e Concluir que la ecua-
cion x2 + 1 =0 no
tiene solucién en el
conjunto de los nu-
meros reales porque
no existen las raices
cuadradas de nume-
ros negativos.

C denota el conjunto
de los numeros com-
plejos.

En el nimero complejo
a + bi la parte real es
ay la parte imaginaria

fa)3i b) 87 ) 4-5i es bi.
‘ Solucioén:
t a) 3i=0+3j; 3i es un nimero imaginario puro e Definir el numero
i b) 87 =87 +0i; 87 es un nimero real . . . .
c) 4—5i=4+(=5i); 4 + (~5i) es un nimero imaginario. H Imaginario 1 =y —1 ;
2‘ 3i, 87 y 4 — 5i son numeros complejos. ’E 2=-1

Unidad | » Leccion 2 » Clase 1. Ntimeros complejos 9

e Definir un numero
complejo. (10 min)

‘:@:‘ Ejemplo 2.3
(5 min)

Unidad | e Leccidn 2 e Clase 1. Nimeros complejos 15



Clase 1

(Continuacion)

o/ O

e;\i? Ejercicio 2.1

(5 min) Solucion

a)—24 + 0i

b) 0 + (—4i)

€) =8 +(~31)
_6

d)0+( 5 i)

Sumar y restar nume-
ros complejos. [B]

e Concluir que se su-
man (restan) las par-
tes enteras y luego
las imaginarias.

(5 min)

':@:‘ Ejemplo 2.4.
(5 min)

@ Ejercicio 2.2
(5 min) Solucion
a) % -

19 .
b) ? 2i

C)—%+i

d)—% +9;

@ Ejemplo 2.5
(5 min)

Objetivo: [B] Sumar y restar nUmeros complejos.

Evaluacion: [B] Ejercicio 2.2y 2.3.

Q&Z Ejercicio 2.1. Escriba los siguientes nimeros en la forma estandar de
un nimero complejo.

a)-24 b) —4i -8-3

. 6 .
7l d)—71

Adicion y sustraccion de nimeros complejos

Definicion
Si a + biy ¢ + di son nimeros complejos, se define la adicion y la
sustraccion como:
(a+bi)+(c+di)=(a+c)+(b+d)i
(a+bi)—(c+di)=(a—c)+(b—-d)i

En la adicién (sustraccién) de nimeros complejos se suman (restan) las
partes reales y luego las imaginarias.

.........................................................................................

£03 Ejemplo 2.4.Siz; =3+ 2i y z, =—4—6i calcule:

éa)zl+zz b)z, -2z,

+ Solucién:

fa)zy+2;= (3 +2i) + (-4 - 6i) b) z -z, = (3 + 2i) — (-4 — 6i)

: =(3-4)+(2-6)i ={3-(-4)}+{2-(-6)}i
=-1-4i =7+8i H

& Hercicio 2.2.51 z,=4-51 5= +4iy =2 -3

Calcule:a)z;+z, b)zi—z3 C)-z1—-2, d)—z,+ 2z,

Q' Ejemplo 2.5. Calcule 5(4 — 2i) - 3( % + ll i)

N

£ Solucién: 5(4-2i) 3 (3 + {5 )=20-10i- 3 — =i

=(20-3 )+ (-10- 7)i

: =35 _47; H
i L2 K
%
& Ejercicio 2.3. Calcule:
a) 6(3 +8i)+ 3 (4-12i)
2 9
b)-7(4-2i)-3 (-6+ %)
10 Unidad | » Leccion 2 » Clase 1. Ntimeros complejos

[B]

&

En 5(4 — 2i) se aplica la

propiedad distributiva.

o/ ©
e}\% Ejercicio 2.3. (5 min) Solucién
a) 20 +42i b) —24 + 11i

16 Unidad | e Leccién 2 ¢ Clase 1. NUmeros complejos




Objetivo: [A] Multiplicar nimeros complejos.

[B] Calcular las potencias de nimeros complejos.
[C] Aplicar definicién deigualdad de nimeros complejos.

Evaluacion: [A] Ejercicios 2.4y 2.5, [B] Ejercicio 2.6,
[C] Ejercicio 2.7

Unidad I. Leccion 2.
Clase 2

(Continua en la siguiente pagina)

Clase 2. Multiplicacion de nimeros complejos

.......................................................................................

Solucién: (2 + 3i)(4 — 5i) = 2(4) + 2(=5i) + 3i(4) + 3i(-5i)

: =8-10i+12i—15;2
=8+2i—15(-1)
=8+2i+15

wi2==1

......................................................................................

R i
N Ejercicio 2.4. Calcule
a) (5-2i)(4-6i) b) (-3 + 2i)(-5 - 6i) c) (% +3i)(—§ - %i)

.......................................................................................

: {@} Ejemplo 2.7. Calcule:

Pa) 2i(4+i)=8i+2i2 b) (4i)2=4272
: =8i+2(-1) =16(-1)

=—2+8i =-16
fo) (-4i)= (-4 d) i(4-2i)2=i(16-16i+4i?) }
: =16(-1) =i(16—16i—4)
=-16 =16i - 16i2— 4i
=16i+ 16— 4i

6+12i ;

.....................................................................................

.

a) -3i(5 — 3) b) (~5i)?2 o) (5i)2 d) —i(2 - 5i)?

Potencias de i

.......................................................................................

5@:' Ejemplo 2.8. Calcule las siguientes potencias de i. ¢Qué observa?
a)il= b)i2= oi3= d)it=
ie)is= f)is = g)i’= h)i® =
i)i9= j)ito= k) i1t = 1) i12 =
Solucién:

a)it=i b)iz=-1 c)id=-i d)yit=1
Pe)iS=i f)is=—-1 g)i7=—i h)ig=1
io=i jlite=-1 k)itt=—i )it2=1
Se repite el patrén i, =1, —i y 1; por lo que se puede calcular cualquier

i potencia de i conociendo las 4 prim
"

Ejemplo 2.9. Simplifique a una potencia de i.

a)il3=j4B3)+1 )83 =4(20)+3 ()42 = j4(10) + 2 d) 96 = j4(24)

[A]

2=-1

B
En la multiplicacién de
numeros complejos se
aplica la propiedad dis-
tributiva y luego se sus-
tituye i2=-1

(8]

&
Conociendo il=4,i2=-1,
i3=—i, i*=1se puede
calcular cualquier po-
tencia de i.

4
En i13 se busca trans-
formar en una potencia
de exponente 4 ya que
i“=1.

=j4(3) j1 = j4(20) ;3 = j4(10) j2 =1
=1(i) =1(-i) =1(-1) Al dividir 13 + 4 queda
: = =—i -1 : que13=4x3+1.
., .
Unidad | » Leccion 2 » Clase 2. Multiplicacién de nimeros complejos 11

Definir la multiplica-
cion de niumeros com-
plejos. [A]

e Explicar que se utili-
za la propiedad dis-
tributiva y se tiene
el cuidado de aplicar
i2=-1.(5 min)

{@:' Ejemplo 2.6.

§'§3 Ejercicio 2.4.
Solucion:
a) 8 —38i
b) 27 + 8i

31 6.
¢35 5!

5@3 Ejemplo 2.7.

%o
é}\% Ejercicio 2.5.
(15 min) Solucidn

a) —9—15i
b) -25

c) -25

d) —20 +21i

Calcular las potencias
dei. [B]

£0; Ejemplo 2.8.
e Encontrar el patron i,

@ Ejemplo 2.9.

e Aplicar la potencia i* = 1 para calcular
la potencia de cualquier i. (5 min)

-1, —iy 1 de las po-
tencias de i para de-
terminar que se pue-
de calcular cualquier
potencia de i cono-
ciendo este patron.

Unidad | e Leccién 2 e Clase 2. Multiplicacién de nimeros complejos 17



Unidad I. Leccion 2.

Clase 2

(Continuacion)

Clase 3

(Continua en la siguiente pagina)

% ©
é,\i? Ejercicio 2.6
(10 min) Solucion

a) -1 b) —i
c)i d 1
e) —i f) i

Pensar en la igualdad
de nimeros complejos.

[C]

Concluir que dos
nimeros complejos
son iguales cuando
sus partes reales son
idénticas y sus par-
tes imaginarias son
iguales. (4 min)

@ Ejemplo 2.10

% 0
&2 Ejercicio 2.7.
(6 min) Solucion

a)x=4, y=-1
b)x=10,y=3
c)x=3,y=-4
dx=4,y=-16

[Hasta aqui Clase 2]

[Desde aqui Clase 3]

Definir el conjugado de
un nimero complejo.

18

Plantear la division
de dos nimeros com-
plejos expresandolos
con la unidad imagi-
naria i = /—_1 para
relacionarlo con la
divisidn de radicales.

Objetivo:  Dividir nUmeros complejos.

Evaluacion: Ejercicio 2.8, Ejercicio 2.9

RO ci s
& Ejercicio 2.6. Simplifique a una potencia de i.

a) i46 b) i63 c)i?s d) i100 e) 107 f) i225

Se puede simplificar una potencia de i usando el factor i4 = 1y (i4)7 =1
para todo nimero entero n.

Igualdad de nimeros complejos. [cl

Dos nimeros complejos son iguales si sus partes reales son idénticas
y sus partes imaginarias también son idénticas.
a+bi=c+disiysolosia=cyb=d

.........................................................................................

i reales.

ia) (2x—4)+9i=8+3yi
i Solucién: 2x—4=8

i =12

Los valores de x y y que hacen
que los numeros complejos
sean igualesson: x=6yy=3

9=3y
y=3

........................................................................................

& Ejercicio 2.7. Encuentre los valores de x y y donde x y y son nimeros
reales.

a) A+ (x+2y)i=x+2i

c) (2x—y)—16i=10+4yi

b) (x=y)+3i=7+yi
d) 8+ (3x+y)i=2x—4i

Clase 3. Division de nimeros complejos

Si 2 + 3iy 4 + 2i son nimeros complejos ¢Como podemos realizar la
division de (2 + 3i) + (4 + 2i)?
Exprese estos numeros con la unidad imaginaria:

2+3i _ 24371

412 g42/1
¢Qué sucede con el denominador? éCémo eliminamos las raices del
denominador?

El denominador tiene una raiz y para eliminarla hay que multiplicar por
el conjugado tanto el numerador como el denominador, igual como se ha

hecho con la division de radicales. [%1&
El conjugado de 4 +2 «/E
Conjugado de un nimero complejo esd-242.
Siz=a+ biesunnimero complejo entonces su conjugado denotado El conjugado de 4 +2i es
porz esa—bi 4-2i

12 Unidad | » Leccién 2 « Clase 3. Divisién de nimeros complejos

e Concluir que para efectuar la
divisién en necesario utilizar el
conjugado del denominador.

e Definir el conjugado z de
un namero complejo z y su
simbologia. (10 min)

Unidad | ® Leccién 2 e Clase 3. Divisién de numeros complejos




Clase 3

(Continuacion)

Para dividir % hay que multiplicar tanto el numerador como el

denominador por el conjugado del denominador.

s

H ’-@-’ Ejemplo 2.11. Divida (2 + 3i) + (4 + 2i) : re
Solucién: 7[%%7
H 243; (2+3i)(4—2i) L H En la divisién de nime-
442 T (4+2i)(4—2i) mult"lpllcando porel . : ros complejos se usa el
s ait12i—6i conjugado del denominador . conjugado del denomi-
T T 16—4i2 H nador igual que en la
_ 8+8i—6(-1) -2 . divisién de raices.
16—-4(-1) 7 :
_ 14+8i
- 20
7 2

H =40 * 5! H
‘ 5@} Ejemplo 2.12. Encuentre el conjugado de los siguientes numerosg
i complejos. :
ta)z=5+7 ———>
ib) z=-8-09i

ic)z=9i

. d) z=-6

ie)z=4

Wi NE N NN N
[
o ©

......................................................................................

& Ejercicio 2.8. Encuentre el conjugado de los siguientes nimeros com-

plejos.
a) -8 + 20i b)-5 ) -80i d)-3-8i
o143 f) 27 g)8—20i h) 4i

& Ejercicio 2.9. Calcule:

7—3i b 5+2i —6+3i

a) 4—g; ) 1+3i o =3

3 6—2i 4i

d 5= e) s ) 3=2
7—8i —5 . —7i

8 =3 h) =+2 ) =g— s
Definicion
Si a + biy ¢ + di son nimeros complejos, para realizar la division
Zis; es necesario eliminar la unidad imaginaria del divisor, para

ello se multiplica el dividendo y el divisor por el conjugado del divisor.

{@:' Ejemplo 2.11.

e Hacer énfasis que hay
que multiplicar tanto
el numerador como
el denominador por
el conjugado del de-
nominador. (10 min)

{@3 Ejemplo 2.12.

e Hacer énfasis que en
el conjugado de un
nimero  complejo
s6lo cambia de signo
la parte imaginaria.
(5 min)

%
é)\% Ejercicios 2.8
(5 min) Solucién
a)—-8-20i b) -5

c) 80i d)-3+8i
e) 3 —5i f)27

g) 8 + 20i h) —4i

%
e)\% Ejercicios 2.9
(15 min) Solucién

13 11 .
a) 55 - 551
Unidad | » Leccion 2 » Clase 3. Division de nimeros complejos 13 ) 20 20
11 13 .
b) 15 ~ 1o’
03 _ 2,
fl-43 + 13! h) 13 + 131 * Concluir con la defini- 9 3
8 7 35 58 cion de como dividir d) 26 * 1—1‘
g3+ 31 ) 217 * a1t nuimeros complejos. 5 g
e) —g - gl'
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Unidad I. Leccion 2.

Clase 4

?;\5‘3 Ejemplo 2.13.

e Aplicar la férmula cua-
drdtica para encontrar
la solucion de la ecua-
cion 2x2 — 5x = -4 y
llegar a la conclusién
que las soluciones

_5+/—7
4

no pertenecen al con-
junto de los nimeros
reales, sino que al
conjunto de los nu-
meros complejos.

e Concluir que si el dis-
criminante b2—4ac<0
entonces la ecuacion
cuadrdtica tiene so-
luciones imaginarias.
(15 min)

%
&2 Ejercicio 2.10
(30 min) Solucion:

5.
)3y

b)—%i@i

4

/35

1
-3 +—5 i

R

iTl

Objetivo:

Evaluacion: Ejercicio 2.10

Encontrar el conjunto soluciéon de ecuaciones de
segundo grado cuyas soluciones son imaginarias.

Clase 4. Soluciones imaginarias de ecuaciones de segundo grado

+ W/ Ejemplo 2.13. Resuelva 2x2 - 5x = —4 aplicando la férmula cuadratica.
i Solucién: 2x2 — 5x = —4
H 2x2-5x+4=0 ..a=2, b=-5 c=4

vz b4/ dac _ —(-5)%,/(-5)2—4(2)(4) . 5+/-7

(
2a 2(2) 4

H

[P L. V=T 5.A 44 ,

: ¢Qué sucede con la solucién Sf? ¢Qué tipo de nimeros tenemos?
¢ éEs un nimero complejo?

H

5+F 5+47i _ 5,47 ;

.........................................................................................

: Las soluciones

Soluciones imaginarias de una ecuacién cuadratica
Si en una ecuacidn cuadrdtica, b2 — 4ac < 0 sus soluciones son
imaginarias.

& Ejercicio 2.10. Resuelva las siguientes ecuaciones cuadraticas apli-
cando la férmula cuadrdtica.

a) 3x2—-4x=-3
b) 4x2=-2x-3
c) x2+x+9=0
d) x2-5x=-8
e) x2—-2x=-2

f) =2x2+3x-3=0

g) x2—-x+6=0
h) 5x2=4x-5
14 Unidad | » Leccién 2 « Clase 4. Soluciones imaginarias de ecuaciones de segundo grado

&
En una ecuacién cua-
dratica si b2 — 4ac 2 0
las soluciones son rea-
lesy si b2 — 4ac < 0 las
soluciones son imagi-
narias.

V23 /21

1 . 2 .

20 ‘ Unidad | e Leccidn 2 e Clase 4. Soluciones imaginarias de ecuaciones de segundo grado




Objetivo: [A] Encontrar el conjunto solucidon de ecuaciones
de grado mayor que 3 utilizando la factorizacién.

Evaluacion: [A] Ejercicio 3.1

Unidad I. Leccion 3.
Clase 1

(Continua en la siguiente pagina)

Leccién 3. Ecuaciones de grado mayor que dos

Clase 1. Ecuaciones de grado mayor o igual que 3

Las ecuaciones x3 + 2x2 + x + 2 = 0; x*— 81 = 0 y 3x5 = 12x2 son ecuaciones
polinédmicas de grado 3, 4, y 5 respectivamente.

La ecuacién cuadratica x2+ 7x + 12 = 0 se resuelve factorizando y aplicando
la propiedad del factor cero.
x2+7x+12=0
(x+3)(x+4)=0
x+3=0 6 x+4=0
x=-3 6 x=-4
Conjunto solucion: {-3, -4}
De forma similar se puede encontrar el conjunto solucién de algunas
ecuaciones de grado mayor o igual que 3.

.......................................................................................

H @ Ejemplo 3.1. Encuentre el conjunto solucién de las siguientes ecua—§
+ ciones polinémicas. H
a) xX3+2x2+x+2=0
(3+2x2) +(x+2)=0
X2 (x+2)+(x+2)=0
(x+2)x2+1)=0
x+2=0 6 x2+1=0
x==-2 6 x2=-1
x=-2 6 x= i/jl ... extrayendo raiz cuadrada
x=-2 6 x=t%i w1 =i
Conjunto solucién: {2, i, —i}
La ecuacion x3 +2x2+x+ 2 =0 que es de grado 3, tiene 3 soluciones, de
las cuales, una es real (—2) y dos imaginarias (i, —i). H

§b)x4—81=0

P (2-9)(x2+9)=0
(x=3)(x+3)(x2+9)=0

x-3=0 6 x+3=0 6 x2+9=0

x=3 6 x=-3 6 x2=-9
x=3 6 x=-3 6 x=%y-9
x=3 6 x=-3 6 x=4%3i

Conjunto solucidn: {£3, +3}

......................................................................................

Unidad | » Leccién 3 » Clase 1. Ecuaciones de grado mayor o igual que 3

15

[A]

e Deducir el método

para resolver ecua-
ciones polindmicas
de grado mayor o
igual que 3.
* Concluir que hay
ecuaciones poliné-
micas de grado 1, 2,
3, 4, etc.

* Relacionar la solu-
cion de una ecuacion
cuadratica por me-
dio de la factoriza-
cion con la solucion
de otras ecuaciones
polindmicas de gra-
do mayor que 2.

(10 min).

20 Ejemplo 3.1
*Hacer énfasis en el
tipo de soluciones
(reales o imaginarias).
(20 min).

Unidad | e Leccidn 3 ¢ Clase 1. Ecuaciones de grado mayor o igual que 3 21



Clase 1

(Continuacion)

X0

N Ejercicio 3.1.
(15 min) Solucién
a) CS:{-3,-2, 2} €) 3x5 = 2422

3x5-24x2=0

b) CS:{v/5,-+5, 1} 32 (- 8) =0
3x2 (x—2)(x2+2x+4)=0
3x2=0 6 x—-2=0 6 x2+2x+4=0
C) CS {— , 4,—@} x=06x=26x=—1—«/§ic')x=—1+«/§i
V6 V6
3 3

Conjunto solucién: {0, 2,-1% «/51'}

o d) x4=-8x
d) CS{ ' ! } x4 +8x=0
x(x3+8)=0
x(x+2)(x2—2x+4)=0
) CS: {0 15i7\/§} x=0 6 x+2=0 6 x2-2x+4=0
e . 2 x=0 6 x=-2 6x=1+/3i6x=1-3i

Conjunto solucién: {0, -2, 1+ «/gi, 1- «/Ei}

f) €S:{0,2,-2}

Ejercicio 3.1. Resuelva las siguientes ecuaciones polindmicas utilizan-

g) CS: {2’ _2’ 21’ —21} g\{‘za factorizacion.

a) X3+3x2-4x-12=0 b) x*—x2-5x=-5

c) 23=—6x2+x+3 d) 3x3+15x2-2x—-10=0
h) Cs: {O’ 4, 5} e) x®—5x=15x2 f) 3x4-12x2=0

g) x4-16=0 h) x3+ 20x = 9x2
|) CS: {0, 1} i) 5x4—10x3+5x2=0 j) ¥+3x2=-x—3

k) 2x5=16x2

j) CS:{-3,i,-i}

k) CS:{0,2, -1+ v3i,
-1-/31i}

16 Unidad | » Leccion 2 » Clase 5. Ecuaciones de grado mayor o igual que 3
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Objetivo:  [A] Definen una ecuacién bicuadrada Unidad I. Leccidn 3.
Resuelven una ecuacién bicuadrada mediante el Clase2y3

cambio de variable.

Evaluacion: [A] Ejercicio 3.2

Clase 2 y 3. Ecuaciones bicuadradas. Resolucién por cambio de variable

l' ~
H "@" Ejemplo 3.2. Resolver la ecuacién x4 —11x2+30=0 H [A]
+ Solucion:

Para resolver la ecuacidn dada se reescribe de la siguiente manera.
x4-11x2+30=0
P (022 -11x2+30=0......... Aplicando la propiedad de los exponentes
(potencia de una potencia). [‘y
: I - A
i Luego se realiza un cambio de variable y = x2y se sustituye: : La ecuacién resultante
y2=11y+30=0....... se convierte en una ecuacion de segundo grado.  : puede resolverse por
H factorizacién o férmula
: Resolver la ecuacion resultante ; general.
i )2-11y+30=0 »2-11y+30=0
: l l (v-6) (v-5)=0
y —61 -6y y-6=0; y-5=0 ;
HERS —Sf =5y y=6; y=5 H
-11y
s . - e
Como y = x? se sustituye nuevamente para encontrar los valores de x. H e ——
y=6 y=5 H *Se puede comprobar
2=6 x2=5 : las soluciones para con-
H x=+/6 x=+/5 : firmar que se ha calcu-
i Por lo tanto, el conjunto solucion esta dado por: Iaii/(lcorrect?/rnente. 5
H — 411 2 L
5 cs: (-5, -16, V5, /6) f o E/srourys et
: H 25-55+30 ; 0
¢ *Ala ecuacion x* —11x2 + 30 = 0 se le llama ecuacion bicuadrada. : -30+30=0
L . 0%0
Definicién 3.1 Intenta comprobar el

- - resto de soluciones.
Una ecuacioén bicuadrada es una ecuacién de la forma

ax* + bx2 + ¢ =0, donde g, b, ¢ son nimeros reales.

Para resolver una ecuacion bicuadrada se utiliza una variable auxiliar, es
decir, se expresa x* = (x2) y luego se sustituye y = x2, de esta forma se
obtiene una ecuacién cuadratica de la forma:

ay?+by+c=0

4
@ - Loy
&x Ejercicio3.2. Resolver las siguientes ecuaciones. D
a)xi—13x2+36=0 b)x4—6x2+8=0 Ver Ejemplo 3.2
€) 9x% + 16 = 4022 d)axd—5x2+1=0 La .ecuauon tiene 4 so-
luciones reales.
e)x4-7x2+12=0

Unidad | » Leccion 3 » Clase 2 y 3. Ecuaciones bicuadradas | 17
M: ¢Cuantas soluciones tiene la ecua- que debe ser de la forma ax* + bx? +
cién dada? ¢ = 0. Se convierte a una cuadratica
*RP:4son: {—/5,-y6, 5, V6} haciendo el cambio de variable. y = x2

Concluye: Definicion 3.1

*Recalcar que para resolver una ecua-
cion bicuadrada se debe tener en
cuenta y las caracteristicas de ésta ya [Hasta aqui Clase 2]

[7R6
é;\? Ejercicio 3.2. (20 minutos)
Solucidén véase en Pagina 64.

(Continua en la siguiente pagina)

[A] Definir una ecua-
cion bicuadrada

%
& Ejemplo 3.2

(25 min)

*Se presenta en la pizarrala
ecuacion x4 -11x2+30=0
M: é¢Qué tipo de ecuacidn
es?

RP: Ecuacién de grado 4
M: ¢Como podemos resol-
ver esta ecuacion?

M: Observe los exponen-
tes de la variable en la
ecuacion ¢Qué me puede
decir de ello?

RP: Son numeros pares, 4
es multiplo de 2

M: éComo podemos es-
cribir el nUmero cuatro en
términos de 2°?

RP: Como 2.2

*Pedir a los estudiantes
que reescriban la ecua-
cién de tal manera que x*#
esté expresado como po-
tencia de potencia (x2)2.
M: Qué tienen en comun
los términos de la ecua-
cién con variable.

RP: Ambos tienen x?2

M: Se hard un cambio de
variable y = x2

¢Qué resultd al sustituir?
RP: Una ecuacién de se-
gundo grado.

Concluye: la ecuacién re-
sultante se puede resolver
por los métodos conoci-
dos o estudiados anterior-
mente (factorizacion).
Encuentran las raices de la
ecuacion.

RP:6y5

Unidad | e Leccion 3 e Clase 2 y 3. Ecuaciones bicuadradas 23



Objetivo:  [B] Resolver ecuaciones bicuadradas en las que las

soluciones son reales y complejas

Unidad I. Leccion 3.

Clase2y3
(Continuacion) i
Evaluacion: [B] Ejercicios 3.3, 3.4, 3.5
[Desde aqui Clase 3]
[ B] §. '- T -- ;};r;‘-’;;;- -3.-3.- ;é.s -O.I-\;;r .).C; :';1;2-: .1.; .;.(.) ...................................... § [B]

¢ Solucién: H ff

‘@: Ejemplo 3.3

(10 min)

Resolver ecuaciones bi-
cuadradas donde las
soluciones son reales o
complejas.

*Presentar en la pizarra
el ejemplo y resolverlo
siguiendo el procedi-
miento aprendido ante-
riormente.

M: éCuales son las so-
luciones de la ecuacion
cuadratica encontrada?
RP:6y-2

M: éComo son las solu-
ciones de la ecuacion ori-
ginal?

RP: Dos reales y dos
complejas

Concluye: Si la ecuacion
cuadratica  encontrada
tiene una solucion positi-
va y otra negativa la ecua-
cion original tendra dos
soluciones reales y dos

soluciones complejas.

U

& Ejercicio 3.3
(10 min) Soluciones
Véase pag. 64

{@3 Ejemplo 3.4.
(5 min)

§ Aplicando factorizacion
1)2-4y-12=0 x2=y=6 xt=y=-2
Fr-6)y+2)=0
t1y-6=0 6 y+2=0
iy=6 6 y=-2

.........................................................................................

H 20 Ejemplo 3.5. Resolver x> —3x3—-10x =0
i Solucién:

ix4-3v-10
{32-3y-10=0
P-5)0+2)=0
1y=56y==2

.........................................................................................

Xx4—4x2—-12=0 se puede expresar como

‘ (¥2)?=4x2—12=0 sustituir y por x2

y2=4y-12=0
como y =x?
x=i«/€ x=%y21i

soluciones complejas

cs:-v6, v6,-v2i, 21}

>

&‘ Ejercicio 3.3. Resolver
a)x4+2x2-3=0

c) 5x4—6x2—-351=0
e)x4+x2=12

b) 3x4—9 = 26x2
d)x4-5x244=0

‘ ':@:' Ejemplo 3.4. Resolver x4+ 5x2+4 =0
Solucioén:

P x4+5x2+4=0

P (x2)?+5x2+4=0 sustituiry por x2 2=y
1 y2+5y+4=0

x2=y=-4 6 x2=y=-1
Xx=42i, x=%i
CS: {~i,-2i, i, 2i}

.........................................................................................

3\5‘3 Ejercicio 3.4. Resolver
a)2x4-x2-1=0
C)x4+4x2+3=0

e) 12x2 + 8 = 16x* + 44x2 + 24

b)x4+2x2+1=0
d)x*-9=0

tx5=3x3-10x=0 como y = x2
{x(x4-3x2-10)=0 x2=5  x2=-2
ix=0 6 x*-3x2-10=0 x=ty5  x=/2i

sustituir y por x?

%
&Z’ Ejercicio 3.5. Resolver las siguientes ecuaciones

a)x>+x3-12x=0 b)x5+4x3+3x=0

18 ‘ Unidad | » Leccion 3 « Clase 2 y 3. Ecuaciones bicuadradas

cs:{0,-v'5, V/5,-v2i, y2i}

*Si la ecuacién ay? + by
+ ¢ =0tiene dos solucio-
nes positivas, la ecua-
cion inicial ax® + bx2 + ¢
tiene cuatro soluciones
x=% \/;, x=tyy,

‘ié

i Recuerda que si se tie-
ne y—2 esta se puede
expresar como:

V2 y-1=y2i
&

*Si la ecuacién
ay?+by+c=0
tiene una solucion posi-
tiva y una solucién nega-
tiva, entonces la ecua-
cion inicial tiene dos
soluciones reales y dos

soluciones complejas.

*Si la ecuacion ay? +
by + ¢ = 0 tiene dos
soluciones negativas,
la ecuacién inicial no
tiene soluciones reales,
las soluciones son com-
plejas.

2’;\? Ejercicio 3.4. (10 min)

Discutir soluciones en la pizarra.
Asignar de tarea. Véase soluciones
en pag. 64

24 ‘ Unidad | e Leccion 3 e Clase 2 y 3. Ecuaciones bicuadradas

':@:' Ejemplo 3.5. (5 min)

%
& Ejercicio 3.5. (5 min)
Soluciones en pag. 64




Objetivo: [A] Definen una ecuacidn reciproca.

Determinan si una ecuacion es reciproca o no.

Evaluacion: [A] Ejercicio 3.6

Unidad I. Leccion 3.
Clase4y5

(Continua en la siguiente pagina)

*Clase 4 y 5. Ecuaciones reciprocas

.......................................................................................

: Dada la ecuacion 3x2 + 5x + 3 = 0 sustituir la variable x por l.

H X
¢ Solucidn:
§3x245x+3=0
HEYE R 1 - -1
R R
x2 %"’%"’3 =(0)(x2) - multiplicar por x2 ambos lados para
H . eliminar fracciones.
Po3x24 5x2 4+3y2=0
x? x

3+5x+3x2=0 - ecuacion resultante

H
¢ La ecuacion se puede reescribir
$3x245x+3=0 - resulté exactamente la misma ecuacién original }

.......................................................................................

.......................................................................................

; ’:@j’ Ejemplo 3.7. En x2 + 4x + 3 =0 sustituir x por % .

Solucién: .

x2+4x+3=0

Pl L -

:(x) +4(x)+3—0

2 |L+4+3]=0
X X

Pox2, 42 43020
2 x

1+4x+3x2=0

$3x2+4x+1=0 - Esta ecuacion es diferente a la ecuacion dada.

La ecuacion del Ejemplo 3.6 se le conoce como ecuacidn reciproca y la
ecuacion del Ejemplo 3.7 como ecuacién no reciproca.

.......................................................................................

Definicién 3.2. Ecuacidn reciproca.
Una ecuacién polindmica P,(x) =0 de grado n, con n natural es reciproca

siy solo si se conserva idéntica al sustituir la variable x por %

é’,\i’ Ejercicio 3.6.
Determine cudles de las siguientes ecuaciones son reciprocas.

a)3x2-5x+3=0 b)x2-4x-1=0

c)x3+3x2+3x+1=0 d) 2x2-2x-2=0

Unidad | = Leccién 3 » Clase 4 y 5. Ecuaciones reciprocas

[A] Definir una ecua-
cién reciproca

':@:' Ejemplo 3.6 (5 min)
Presentar en la pizarra
la ecuacion.
M: Sustituya % donde
esta x.
Y resuelva las operacio-
nes indicadas.
M: ¢Cémo es la ecua-
cion resultante?
RP: Idéntica a la dada
Concluye: A la ecuacidn
dada se le conoce como
ecuacion reciproca.

gy M: é¢Como puede de-
El Ejemplo 3.7 es una finirse una ecuacién
ecuacion no reciproca. recfproca? ("Se cumple

para toda ecuacidon que

al sustituir % resultara

[A]

B

Nota que 3x2+5x +3 =
3+ 5x+3x2

X2+4x+3#1+4x+3x2

la misma ecuaciéon?
RP: No sé.

5@3 Ejemplo 3.7.

(7 min)

*Presentar en la pizarra la
ecuacion y verificar si la
ecuacion dada es reciproca

19 M: ¢Resultd la misma
ecuacién que la original
1

& Ejercicio 3.6. (10 min)
a) Si b) No
c) Si d) No

cuando se sustituye
RP: No, es diferente.
Concluye: a esta ecua-
cion le llamamos no re-
ciproca.

Concluye: Definicidon 3.2

Unidad | e Leccidn 3 e Clase 4 y 5. Ecuaciones reciprocas 25



Clase4y5

(Continuacion)

(Continua en la siguiente pagina)

[B]

Tipos de ecuaciones
reciprocas

(13 min)

*Analizan los tipos de
que ecuaciones reci-
procas que se tienen
dependiendo de sus
coeficientes.

*Hacer la deduccién
de que los coeficien-
tes equidistantes de
una ecuacién recipro-
ca pueden ser iguales
u opuestos y que es-
tas condiciones son
suficientes para poder
identificar si una ecua-
cion es reciproca o no.

{@3 Ejemplo 3.8
(10 min)

[Hasta aqui Clase 4]

Objetivo:

Evaluacion: [B] Ejercicios 3.7

[B] Determinan si una ecuacion es reciproca o no.

Si se tiene la ecuacion reciproca

XM+ Ay X v a, px"24 L+ ayxi+ax+ag=0
La ecuacién obtenida al sustituir x por % y eliminar los denominadores
resulta agx” + ay X"+ a; x" 24+ .+ a,_,x2+a,_,x+1=0
Como son reciprocas las ecuaciones entonces aq = 0 y al dividir entre aq
se tiene:

_ai. _a. _ ap-2. _ an— -1
an—1—7;r (ln—z—a*;: ey = Zto ;@ = 201, o= -

ap= aig entonces: (ag)2=1y ag=%1

Siag =11 entonces se tiene dos tipos de ecuaciones reciprocas.

a) Cuandoag=1
En una ecuacidn reciproca se cumple que a; = a,_; para toda i, es decir
los coeficientes de los términos equidistantes de los extremos son
iguales. A este tipo de ecuacion se le llama ecuacion simétrica.

b) Cuando ag=-1
En una ecuacion reciproca se cumple que a;= —a, _;, para todo i, es
decir los coeficientes de los términos equidistantes de los extremos son
opuestos. A este tipo de ecuacion se le llama Ecuaciéon hemisimétrica.

{®:' Ejemplo 3.8. Verificar si la ecuacion x* = 5x3 + 5x—1 = 0 es reciproca
y a la vez de qué tipo es.

Solucién:

x4=5x3+5x-1=0

(L)-5(Ep+s(3)-1=0

1_5 5_4_
[ - 5+3-1=0]

1-5x+5x3—-x4=0
(-1)[-x4+5x3-5x+1=0]

x4-5x3+5x—-1=0

Por tanto, es reciproca y hemisimétrica.
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[B]

&

¥+3x2+3x+1=0

Son iguales sus coefi-
cientes.

X3=2x2+2x-1=0

Los coeficientes son
opuestos.

Nota que la ecuacién
del Ejemplo 3.8 no tiene
el término cuadrético.

Para comprobar si es
reciproca y de que tipo,
basta con observar sus
coeficientes.

x3—-5x2+5x-1
L |

Son opuestos por lo
tanto es hemisimétrica.
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Objetivo:
ecuacion reciproca.

Evaluacion: [C] Ejercicio 3.8

[C] Determinan cuando 1 y —1 son raices de una

%\? Ejercicio 3.7. Determine si las siguientes ecuaciones son reciprocas y
de qué tipo son:

a) x4 - 203+ 2x2—1=0 b~ Zx2+ Lx-1=0
o xs- Fas- Fare1=0 d) 86— 8x4 + 8x2— 8= 0

e) x3-7x2-7x+1=0 f)xs—%x“+%x2—l=0
g) Ax>—2x4+x3+x2-2x+4=0

[y H
H ’-@f Ejemplo 3.9. Determine: Si —1 es raiz de la siguiente ecuacion reci- ;

i proca. H
: X3+ 202+ 2x+1=0 :
Solucién: .
¢ Aplicando divisién sintética. :
o112 201

-1 -1 -1 i
[1 1 1 @*»—1esunara|’zdex3+2x2+2x+1 H

H

¢t (x+1)(x2+x+1)=0 aplicando el teorema del factor. :

R -’

De lo anterior se deduce que:

Sise tiene una ecuacion reciproca simétrica de grado n impar esta tendra
una raiz x = -1 es decir es divisible por x + 1 y el polinomio cociente se
convertird en una ecuacion reciproca simétrica de grado par.

P

§ {Q} Ejemplo 3.10. Determine si 1 es raiz de la siguiente ecuacién reciproca :

P x5 —4x4—2x3+2x2+4x—-1=0

. Solucién:

¢ Aplicando division sintética

i1 1 -4 -2 2 4 -1

1 -3 -5 -3 1

1 3 -5 -3 1 Jo

1 es una raiz de la ecuacion reciproca.

+ Aplicando el teorema del factor se puede expresar:
P (r—1)(x*—3x3-5x2-3x+1)=0 :

A -’

De lo anterior se deduce:

Si se tiene una ecuacion reciproca hemisimétrica y de grado impar esta
tendrd una raizx = 1 es decir es divisible por x— 1y el polinomio cociente
se convertira en una ecuacion reciproca simétrica de grado par.

[cl

B

Nota que la ecuacion
es simétrica y de grado
impar.

¢De qué tipo es la ecua-
cion
x3+2x2+2x+1=0?

ix2+x+1=0esuna
ecuacion reciproca?.

*Cero no puede ser raiz
de una ecuacion reci-
proca.

&
Nota que la ecuacion es

hemisimétrica de grado
impar.

x4=3x3-5x2-3x+1=0.
¢Es una ecuacion reci-
proca? ¢De qué tipo?
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Compruebe si el cociente resultante es
reciproca y de qué tipo es.

RP: Si es reciproca y es simétrica.
Concluir: toda ecuacidon simétrica de
grado impar tendra como raiz -1 vy el
polinomio cociente se convertird en una
reciproca simétrica de grado par.

@ Ejemplo 3.10. (10 min)
Seguir el mismo proceso de induccion
que en el Ejemplo 3.9. Concluir toda
ecuacion reciproca hemisimétrica de gra-
do impar tiene como raizx =1y el polino-
mio cociente se convertird en una ecua-
Cion reciproca simétrica de grado par.

Clase4y5

(Continuacion)

[Desde aqui Clase5]

%

6)\% Ejercicio 3.7

(10 min)

Resolver y discutir en la pi-
zarra el ejercicio.

*Al determinar si una
ecuacion es reciproca o no
o de que tipo es, basta con
observar sus coeficientes y
dependiendo la caracteris-
tica que cumplan se puede
definir de que tipo es.
Soluciones:

a) No Reciproca

b) Reciproca hemisimétrica.
c) Reciproca simétrica.

d) Reciproca hemisimétrica.
e) Reciproca simétrica.

f) Reciproca hemisimétrica.
g) Reciproca simétrica.

[C] Determinar si -1
y 1 son raices de una
ecuacion reciproca

‘Y’ Ejemplo 3.9

(10 min)

Presentar el ejemplo en la
pizarra y pedir a los estu-
diantes que verifiquen si—1
es raiz de la ecuacion utili-
zando la divisidn sintética.
¢Qué pueden concluir acer-
cadeladivisién entre x +1?
RP: Que x + 1 es un factor
del polinomio del miembro
izquierdo de la ecuacion.
M: ¢Qué tipo de ecuacion es?
RP: Reciproca simétrica.
M: éComo es el grado de
la ecuacion?

RP: Impar
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Clase4y5

(Continuacion)

QO Ejemplo 3.11

(10 min)

Seguir el mismo proceso
de inducciéon que en el
Ejemplo 3.9

Concluir toda ecuacién
reciproca hemisimétrica
de grado par tiene como
raiz x=1,x=-1yel po-
linomio cociente se con-
vertird en una ecuacion
reciproca simétrica.

*Es importante hacer no-
tar al estudiante que para
que la ecuacion hemisi-
métrica sea divisible por
x2 — 1 debe ser de grado
par. De igual manera en
los casos anteriores ya que
tiene que saber identifi-
car las caracteristicas de
las ecuaciones para poder
determinar si tienen como
raicesx=16x=-1.

2’;\5‘2 Ejercicio 3.8

(5 min)

Supervisar el trabajo indi-
vidual de los estudiantes
y asi lograr identificar los
errores que pueden co-
meter, a la vez verificar si
hubo entendimiento del
tema y se logro el objeti-
vo de la clase.

Se puede asignar de ta-
rea si el tiempo no es su-
ficiente.

Soluciones:

a) No simétrica

28

eescscscsccccccecesscsscsccccccscscstststcsccccsscscsctsssscscscsscsssssscsssscscscssasen N

. "
i Ahora pensaremos en una ecuacion reciproca henismétrica y de grado

+ par que su término central sea nulo.
H

. ':®:’ Ejemplo 3.11. Comprobar six = 1y x = -1 son raices de la siguiente
+ ecuacion reciproca.

H 2¢6+3x4-3x2-2=0

Solucién:

¢ Para aplicar divisién sintética debemos completar la ecuacién con todos
sus términos.

246+ 0x5 + 334+ 0x3 =32+ 0x—2=0
i1 /2 0o 3 0 -3 0 -2
-2 2 -5 5 =2 2
P2 2 s 5 2 -2 o

(x4 1)(2x5 - 2x4 + 5x3 = 5x2 4 2x = 2) = 0

§Comprobar parax=1 H
i1 |2 -2 -5 2 -2
2 0 5 0 2
P2 o 5 0 2 o]

¢De qué tipo?

(x2—1)(2x*+5x2+2)=0

De lo anterior se deduce:

Si se tiene una ecuacion reciproca hemisimétricay de grado par, que
su término central es nulo esta tendrd unaraizx =1y x =-1 es decir
es divisible por x2 — 1 y el polinomio cociente se convertird en una
ecuacion reciproca simétrica.

:}\? Ejercicio 3.8.

En el Ejercicio 3.7 determine si 1, -1 o ambos (1 y —1) son raices de las
ecuaciones y encuentre el polinomio cociente que resulta al dividir. Si
tiene ambas raices (1 y —1) solo encuentre el polinomio cociente al dividir
por x2—-1.
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¢De qué tipo es la ecua-
cién del Ejemplo 3.11?

é2x4+5x2+2=0esuna
ecuacion reciproca?

e) —1esraiz,x2—8x+1
es simétrica

f) 1y-—1son raices, x* —
es simétrica

b) 1 es raiz, x2 — %x+ 1
es simétrica

c)-lesraiz, x*—x3+ %xz -x+1
es simétrica

d) 1y-1son raices, 8x*+8

N es simétrica
es simétrica
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2

x2+1

g) —lesraiz, 4x*—6x3+7x2—6x+4




Objetivo:

[A] Encontrar las raices reales e imaginarias de una
ecuacion con coeficientes reales.

[B] Encontrar los coeficientes de una ecuacion
dada una de sus raices.

Evaluacion: [A] Ejercicio 3.9, [B] Ejercicio 3.10

Clase 6 y 7. Raiz imaginaria de una ecuacion con coeficientes reales

Y: Ejemplo 3.12. Resolver x3—1=0 Al
Solucién: ¢
x =1 es una raiz de la ecuacion.

H S 1 0 0 -1

1 1 1
‘ 1 1 1 [o]
¢ Por el teorema del factor la ecuacién se puede expresar:
x3*-1=0

(x—1)(x2+x+1)=

x—1=0 6 x2+x+1=0 - se aplica férmula general para resolver E’f
la ecuacidn cuadratica. : —_——
x=1 H -1+ i
H 1430 H Nota que 1%@
Las raices de la ecuacion son 1, — esta dado por
E _ E —1+ ;
cs: { 1+\/§1 1- ﬁl} : s 2«/51 y su conju-
Las soluciones de la ecuacién x*> — 1 = 0 son tres: una solucién real y dos gado L‘/E’
soluciones complejas. ; 2
& Ejercicio 3.9. Resolver
a) x3-8=0 b) x4=-8x
c) x3=-27 d) x4=-x [B] =
) ) &

e) x3-3x2+5x-3=0
g) 4x3-2x2+2x-1=0

f) 4x3+4x2-9x-9=0
h) x4-2x2-3=0

(145 =1+ /5 P(L+/5)

Aplicando el producto

.-‘ Hotable se tiene:
"@f Ejemplo 3.13.Six=1+ «/gies una raizde x>+ ax+ b =0 encontrar: (12+2(y50)(1) + (+/50)2)
a, b, donde a'y b son numeros reales. (1+(y51) =

! Solucion: (1+2/5i=5)(1+ /51

La ecuacién x3 + ax + b = 0 es de grado 3 por lo tanto tiene tres raices, se :

+ conoce una de ellas por lo que se sustituye en la ecuacion. )
H =-14-2/s5i

i (1+ /Ei)3+a(1+ \/gi)+b=09sustituyendoxpor1+ /gi
—14—2«/§i+a+a 5i+b=0 ->alresolver(l+ /gi)3

. 2 3
Se puede agrupar las cantidades reales y las complejas. 3ab?+ b
(a+b-14) + /E (a—2)i =0-> es un nimero complejo de la forma a + bi§
ta+b-14=0 a-2=0
12+h-14=0 a=2 ——14-2/5i
b-12=0
bh=12

Por lo tanto, al sustituir a y b se tiene la ecuacion x3 + 2x + 12 =0

......................................................................................

=(-4+2/50) 1+ /5i)
=—4-4./5i+2,/5i-10

O se puede resolver apli-
cando la suma de cubo.

(a+bP=a+3a2b+

(1+y5iP=13+3(1)2(y51)
+3(1) (v5 )2+ (V5P
=1+3/5i-15-55i

&

*Un numero complejo a +
bi=0siysolosia=0ybh=0
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g) CS:{ 5, £,/ i}
h) CS:{+'3, +i}

[Hasta aqui Clase 6]

‘:@3 Ejemplo 3.13

(15 min). Plantear el ejercicio en la pizarra.
M: ¢ Cudntas soluciones tiene la ecuacion?

[Desde aqui Clase 7]

RP: 3 porque su grado es 3

[B] Dada una raiz de una ecuacién encontrar sus raices.

Unidad I. Leccion 3.
Clase6y7

(Continua en la siguiente pagina)

[A] Encontrar las rai-
ces imaginarias de una
ecuacion de grado ma-
yor que 2.

£02 Ejemplo 3.12

(15 min)

*Plantear el Ejemplo 3.12
en la pizarra y pedir a los
estudiantes que encuen-
tren las raices utilizando
divisién sintética.

*Hacer que los estudiantes
se den cuenta que solo es
posible encontrar una raiz
por la divisidn sintética por
lo que es necesario aplicar
la formula general para en-
contrar las otras dos raices.
M: ¢Las raices encontradas
mediante la férmula gene-
ral son reales?

RP: No, son complejas
Concluye: Las soluciones
de la ecuacidn son reales y
complejas

*Hacer notar al estudiante
que las soluciones comple-
jas estan dadas por el con-
jugado de una de ellas.

[VR6

& Ejercicio 3.9
(30 min) Solucion
a)Cs:{2,-1+ /31}

b) CS: {0, =2, 1 + J/31i}

¢) Cs: {—3, 3£3v31 32’*@" }

d) Cs: {o,—1, 1%@}
e)CS:{1,1+ 21}
fcs:¢-1, 3,-3}
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Unidad I. Leccion 3.

Clase6y7

(Continuacion)

Clase 8

(Continua en la siguiente pagina)

M: éSix=1+ \/giesraiz
de la ecuacion qué se pue-
de inferir de las soluciones
restantes?

RP: El conjugado también es
solucidn de la ecuacion

M: ¢Como podemos encon-
trar los coeficientes de la
ecuacion?

RP: Sustituyendo la raiz
dadaenx.

*Hacer que sustituyan la
raiz y que encuentren un
numero complejo de la for-
ma a + bi.

Resolver en el cuaderno y
hacer supervision individual
del trabajo, luego discutir
en la pizarra los resultados.

*Recordar a los estudian-
tes que para que un nime-
ro complejo sea cero debe
ser cero, la parte real y la
parte imaginaria también.
Es decir: a + bi = 0siy solo
sia=0ybh=0

Por lo tanto se puede igua-
lar a cero el nimero com-
plejo que resulto después
de la sustitucién. Y de esa
manera se obtienen los co-
eficientes de la ecuacion.

%
&Z Ejercicio 3.10

Objetivo:

Evaluacion: [B] Ejercicios 3.11

[A] Explican el teorema fundamental del algebra.
[B] Deducir el teorema de la duplicidad de raices.

Utilizar la division sintética para encontrar la raiz real.

xX3+2x+12=0
Aplicando el teorema del factor se tiene (x + 2)(x2—2x +6) =0

x==2,x=1+ «/gi,le—«/gi

& Ejercicio 3.10. En cada caso encuentre a y b dada una raiz de cada

ecuacion, a y b son nimeros reales.

a) x=1-j; XB+ax+b=0
b)x:—ﬁi; 3+ax+b=0
c) x=1-2j XB+ax2+bx+15=0

*d)x=1+«/§i; 3+ax2+bx—-8=0

Clase 8. Teorema fundamental del algebra

om0

+ Solucion:

¢ Al utilizar el teorema del residuo se puede probar con algunas raices.

H
tx=z%1; x=%2; x=24; x=t1

: 2
{op(1)=30 P(2) = 264 P(4) = 3060
§P(—1) =—6 P(-2) =-120 P(-4) =—2380

3

factor que — % es raiz de P(x).

H

. Aplicar division sintética
1

i-3 |2 1 10 5 8 4
: -1 0 -5 0 -4
2 0o 10 o 8 |0

. Al aplicar el teorema del factor se tiene:

E205 40+ 1000 + 522 4 8x+ 4= (x4 3)(24 + 1022+ 8) =
2(r+ )t 4502+ 4) = 2+ )02+ 12 +4)

:

P(— % )=0 se puede observar por el teorema del

.

£o3 Ejemplo 3.14. Encontrar las raices de P(x) = 2x5 + x4+ 10x3 + 5x2 + 8x + 4 :

H

H

H

Comox=1+v5iesuna
solucion de la ecuacion.
Se puede concluir que
su conjugado 1 — +/5i
también es raiz de la
ecuacion x3+ax+b=0

Al resolver x2—2x + 6 =0
usando férmula general
se encuentran las solucio-
nes complejas.

[A] [g}j

Para aplicar el teorema
del residuo es necesario
definir los valores por los
que se debe sustituir la
variable x.

Una forma de seleccio-
narlos es obteniendo los
divisores del primer vy ul-
timo término.

D(a) indica todos los divi-
sores (positivos y negati-
vos) del niumero a.

Por ejemplo:
D(2)=#1,+2
D(4)=%1,%2,+4

Luego obtener el cociente
entre los divisores del lti-
mo término y el primero.

D(4) + D(2) = £1, 42, #4,

+

N[
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a)a=-2,b=4

b)a=7,b=0

c)a=1,b=-1 [Desde aqui Clase 8] resolverlo.

da=-4,b=8 [A] *Aplicando los teoremas estudiados

anteriormente encuentran las raices de
la ecuacién dada.

Concluir que de acuerdo al teorema
del factor % es raiz de la ecuacion.

Resolver y discutir los ejer-
cicios en la pizarra @ Ejemplo 3.14. (15 min)

, *Plantear el ejercicio en la pizarra y
[Hasta aqui Clase 7] pedirle a los estudiantes que intenten
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H
H
H
H
H

H
H
H
H
H

H
H

.
.

Al obtener las raices:

1

xX=—5 xX=*i xX=%2i
2

El polinomio 2x5 + x# + 10x3 + 5x2 + 8x + 4 tiene una raiz real y 4 raices
complejas.

Del Ejemplo 3.14 se puede concluir el siguiente teorema.

Teorema 3.1. Teorema fundamental del algebra.
Si P(x) es un polinomio de grado n > 1,entonces P(x) = O tiene por lo
menos una raiz real o compleja.

’-@f Ejemplo 3.15. Encontrar las raices de P(x) = x* + 4x3 + 3x2—4x -4
Solucién:
Aplicar el teorema del residuoconx=1,x=-1,x=-2

P(1)=0 P-1)=0  P(-2)=0
En la divisién sintética se tiene:
1 ]1 4 3 -4 -4 -1 |1 5 8 4 ;
1 5 8 4 -1 -4 -4 :

\ 1 5 8 4 |of \ 1 4 4 |0
X4+ 433 4302 — Ay —4 = (x— 1)(x + 1)(x2 + 4x + 4)
(x=1)(x+1)(x+2)(x+2) - Factorizando el trinomio ¢

(= 1)(x+ 1)(x +2)2

En este caso el factor (x + 2) se repite dos veces por lo que el polinomio
x4+ 4x3 + 3x2 — 4x — 4 tiene 4 raices contando 2 veces —2. :
------------------------------------------------------------------------------------ -’
*A este proceso se le conoce como duplicidad de raices de lo que surge el
siguiente teorema:

Teorema 3.2 Duplicidad de raices.

Si P(x) es un polinomio de grado n > 1; entonces P(x) = O tiene
precisamente n raices; siempre y cuando la raiz de multiplicidad & se
cuente k veces.

Esto permite la canti-
dad de nimeros que se
pueden probar.

Factorizando el polino-
mio: x%+5x2+4
Se obtiene:

x=%i x=%2i

En el Ejemplo 3.14 se
obtuvieron raices rea-
les y complejas.

[B] [;}9
D(1) = £1 T
D(4) = £1, £2, +4

LIC e,
D(1)

Por el teorema funda-
mental del dlgebra se
sabe que la ecuacion tie-
ne por lo menos una so-
lucion real o compleja.

B

Todo polinomio de gra-
do n > 1y coeficientes
complejos se puede fac-
torizar exactamente en n
factores lineales. (no ne-
cesariamente distintas).
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Concluir con Teorema 3.2 de la
duplicidad de las raices.

Clase 8

(Continuacion)

*Aplicar el teorema del
factor para expresar la
ecuacion como el pro-
ducto de sus factores
Resolver la ecuacién re-
sultante aplicando facto-
rizacion

M: éComo son las solu-
ciones encontradas?

RP: Una solucién real vy
las otras complejas

M: éQué se puede dedu-
cir de las soluciones de
una ecuaciéon de grado
mayor o igual que 1?

RP: Tendran soluciones
reales y complejas.
Concluye: Teorema fun-
damental del algebra
Toda ecuacién de grado
mayor o igual que uno
tiene por lo menos una
raiz real o compleja.

[B]

202 Ejemplo 3.15

(10 min)

Presentar en la pizarra el
ejemplo y permitir que
los estudiantes lo resuel-
van si consultar LE.
Encontrar todas las raices
del polinomio dado.

*Como la ecuacion es de
grado 4 tiene 4 solucio-
nes, pero hay una raiz
que se repite por lo que
se le conoce como dupli-
cidad de raices.
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Clase 8

(Continuacion)

23\53 Ejercicio 3.11
Resolver los ejercicios vy
discutir las respuestas en
la pizarra

(20 min)

Soluciones:
a) (x=2)(x+2)(x2—x+1)

cs: {2,-2, = ifi }

b) (2x — 1)(2x + 1)(x2 + 2)
cs: i+ L+ /24

c) (x+1)(x+3)(x2+5)
Cs:{-1,-3, + /5 i}

d) (2x+1)(x-3)(x—1)(x2+2)
Cs: {—%, 3,1,+4/21)

e) (x—2)(2x-1)
(2x+1)(2x2 + 1)

f) (x—1)%(x +3)
Cs: {1, -3}

g) (2x +3)2(x2 + 5)
3

CS:i{-5, ¢ V5 1)
h) (x +4)2 (x? +7)
CS: {4, +/7 i}
i) (x +5)(x +1)2(x-2)2
Cs: =5, -1, 2}
i) (x=2)2(x2 + 4x + 6)
Cs:{2,-2+ /21

§§°Z Ejercicio 3.11. Encontrar las raices de los siguientes polinomios.
a) x4—x3-3x2+4x-4

b) 4x4+7x2-2

c) x4+4x3+8x2+20x +15

d) 25 -7x4+6x3—-11x2+4x + 6

e) 4x5—8x4—x+2

f) x3+x2—5x+3

g) 4x*+ 12x3 + 29x2 + 60x + 45

h) x4+ 8x3 +23x2 + 56x + 112

i) x5+ 3x4—13x3 — 11x2 + 24x + 20

j) x*—6x2-8x+24
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Objetivo: [A] Resuelven inecuaciones de grado mayor que

dos mediante factorizacion.

Unidad I. Leccion 4.
Clase1,2y3

i . (Continua en la siguiente pégina)
Evaluacion: Ejercicio 4.1

Leccién 4. Inecuaciones de grado mayor que dos

Clase 1, 2 y 3. Solucién de inecuaciones por factorizacion

3@5 Ejemplo 4.1. Los lados de un cuadrado se extienden para formar un ;
rectdngulo, uno de los lados se extiende 3 cm y el otro 5 cm. Si el drea del }
¢ rectangulo resultante es menor a 120 cm2. ¢ Cudles son las posibles Iongl—
tudes del lado del cuadrado original?

Solucién: =X 5

Lados del rectangulo:

\ H

H X (x+5)y(x+3) H
J{ Area del rectangulo: H
3 (x+5)(x+3) :
|

i Como el drea es menor a 120 cm? se expresa (x + 5)(x + 3) < 120

Desarrollando el miembro de la izquierda se tiene: H
P x2+8x+15<120 H
X2+8x—105<0 -> aestaexpresion se le conoce como Inecuacién Cuadratica.

Para encontrar la solucién de una inecuacion cuadrdtica se utiliza un}
i proceso similar que en las ecuaciones cuadraticas, para ello se utilizara Ia
+ factorizacion.

x2+8x—-105<0

(x+15)(x-7)<0
x+15=0 6 x-7
x=-15 ¢ X

0
7

A-15y7selesllamanvalores criticos y sirven para determinar los intervalos.

¢ Para obtener el conjunto solucién de la inecuacion se utilizara un diagrama H
de signos. Para ello se determinan los intervalos que se forman utlllzando
los valores criticos como extremos. ;

Intervalos que se forman: (— oo, =15), (=15, 7) y (7, +o0) .

H

Se selecciona un valor de prueba en cada intervalo.
: Enelintervalo (— o0, —15) setomax=-16
En el intervalo (-15, 7) setomax=2
En el intervalo (7, +e0) setomax=8

Estos valores pueden ser}
. cualquier numero real que !

esté contenido en el intervalo }
_ determinado. H

: :
¢ Luego se sustituyen los valores de prueba en cada factor de la inecuacién :
+ cuadratica para conocer el signo que resulta. Se tiene:

[A]

B

Nota que los valores que
puede tomar x son to-
dos aquellos que al sus-
tituirlos en la expresion
dan menores a cero.

*Los valores criticos son
los que hacen cero la ex-
presion.

Pasos para encontrar la
solucién de unainecua-

cion: [‘1
&
— Ubicar los valores

criticos en la recta
numeérica.

— Tomar valores de
prueba en cada in-

: Valor prueba Factor Factor H

H H tervalo resultante y
: x+15 x=7 ; verificar el signo al
H x=-16 -16+15=-1 — - | -16-7=-23 — — | ! sustituirlas en las ex-
: x=2 2+15=17 —> + 2-7=-5 — —| i presiones.

: x=8 8+15=23 —> + 8-7=1 —> +|

\ i
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[A] Definir una inecua-
cioén cuadratica
(30 min)

20 Ejemplo 4.1
*Presentar el problema
en la pizarra.

M: ¢Que se estd pidiendo
encontrar en el problema?
RP: Las posibles longitu-
des del cuadrado

M: ¢Qué datos se dan en
el problema?

RP: Elaumento de las lon-
gitudes para convertirlo
en un rectangulo y que el
area es menor a 120 cm?
M: éCémo se expresa el
area del rectangulo?
(x+5) (x+3)

Concluye como el area es
menor a 120 se tiene la
expresion
(x+5)(x+3)<120
*Pedir a los estudiantes
que resuelvan la multipli-
cacion de los binomios
Concluye: a la expresion re-
sultante se le conoce como
inecuacion cuadratica

M: ¢Cémo se puede resol
ver la inecuacion cuadra-
tica?

RP: Igual que una ecua-
cién cuadratica

Concluye: en este caso
aplicaremos factorizacion

para resolver la inecuacion.
M: éQué valores encon-
traron al factorizar el po-
linomio de la inecuacién?
RP:—15y 7.

M: éCual de ellas puede ser la posi-
ble longitud del cuadrado original?
RP: 7 porque —15 no puede ya que
las longitudes no son negativas.

Concluye: —15 y 7 se les cono-
ce como valores criticos de la
inecuacion.
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Clase1,2y3 Objetivo: [A] Determinar los pasos para resolver una
(Continuacién) inecuacion.

(Continda en la siguiente pagina) Evaluacién: [A] Ejercicio 4.1

Determinar los pa-
sos para resolver una

Inecuacion. H Elaborar el diagrama de signos y registrar los signos que resultan en cada } — Ubicar los ceros don-
H { intervalo. : de corresponden, es
H _15 - H decir, donde el valor
*Para expresar la solu- ‘ critico hace cero la
. s . . s H - L la tabla significan expresion.
cién de la inecuacién i ber1d) O ¢ | x| et mesantear P
: (x=7) - - 9 + expresion. H X X
resultante es necesa- : i~ Ubicarelsignoresul-
i | : (x +15)(x=7) + 9 - ¢ + —» Producto de los signos. § tante en la tabla.
rio elaborar un diagra- ; H
. P -15 7 +oo i — Multiplicar los sig-
ma de sIgnos ya que Ia . 5 nos de la tabla para
solucion sera todos los LEl conjunto solucién de la inecuacién cuadrética (x + 15)(x —7) < O es el } conocer el signo de
|nterva|o( 15, 7). : (x +15)(x—7)

valores que satisfagan : :

H T A 5 En el problema se pide encontrar la longitud del lado del cuadrado y como :
Ia Inecuacion : este no puede ser negativo se consideran los nimeros reales posmvos H
¢ : dentro del intervalo (~15, 7). Por tanto respuesta es {x €R, 0 <x < 7)
. entonces la longitud es mayor que 0 cm y menor que 7 cm. ;
*Explicar que el con- : :

JuntO solucion esta ‘ Definicién 4.1 . El signo de relacién de

conformado por inter- . Una inecuacién cuadratica es una expresion de la forma orden puede ser: <, s,
t|  ax2+bx+c<0.Elconjunto solucién de una inecuacién cuadraticaesel | : > 2

valos y estos pueden | intervalo o intervalos que satisfacen o hacen verdadera la inecuacion. |}

ser expresados me-

diante tres notaciones: : P B

Pasos necesarios para resolver una inecuacién cuadratica:

o A H . *Si el nimero de signos
graﬁca de intervalo o §1) Escribir el polinomio de grado dos en el miembro izquierdo de la | Inegativos' en unla Col'
P ¢ inecuacién. (Aplicar trasposicion de términos). ; umna es impar, al mul-

de Conjunto' : H tiplicarse el signo del

producto es negativo y

. i 2) Factorizar el polinomio de grado dos. . €s par, el producto es

(15 mln) : i positivo.

. 3) Hacer un diagrama de signos para encontrar el intervalo o intervalos '
Concluir Deﬁnicién 4.1 ¢ que hacen verdadera la expresion. H
*Establecer los pa- i
sOS para reSOIVer una 54) Exp.resar el clohjunto solucién utilizando la notacién de |nterva|o,5

: conjunto o grafica. :
Inecuaclon Cuadratlca R T T L T L E T T L4
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Objetivo:

[B] Resuelven inecuaciones de grado mayor que

dos donde el conjunto solucién es la unién de

intervalos.

Evaluacion: Ejercicio 4.2

Desigualdad Notacion Notacion Notacion

de Intervalo grafica de conjunto.
la<x<b (a, b) < ] x€R,a<x<b}
2)asx<bh [a, b] < omm— | x€ER,as<x<bh}
3)a<x<bh (a, b] < Ummm—— | xER,a<x<h}
A)as<x<b la, b) < m——| xER,asx<bh}
S5)x<a (—o0, a) <__a>—’ xER,x<a}
6)x>a (a, +o0) < — xER,x>a}
7)—0<x<+00 | (—oo,+o0) <—?—> {XxER,—c0<x<+00}

a) 3x2-7x<-2
c) x2-5x<24
e) x2+x—-6<0

*g) 6x—8>x2

.

Solucion:
Factorizar 6x2—14x + 4

6x><—2 -2x
x -2 -12x
—14x

(6x—2)(x—2)=0

Valores criticos

’:@} Ejemplo 4.2. Resolver 6x2—14x+4>0

6x—-2=0 x-2=0

& Ejercicio 4.1. Encontrar el CS de las siguientes inecuaciones y expre-
sarlo en notacidn de intervalo.

b) 2x2-3x-2<0
d) x2-2x-15<0
*f) 3—5x—2x2>0
h) x2-4x-17<4

Diagrama de signos.

1

? 2
(6x—2) - ¢ + +
(x=2) - ‘ - 0+
(6x—2)(x—2) + <) - <) +

3
%‘,—J \H\,_J

6x2—14x+420 6x2—14x+420

&
- Y
En las desigualdades
podemos tener conjun-
tos solucién de interva-
los que son:

Abiertos: 1)
Cerrados:2)

Semi abiertos: 3) y 4)
Infinitos: 5), 6) y 7)

&
[
En5) puede serx<aen
donde el extremo a se
incluye al igual que en
el6)x>a

[B]

Los intervalos resultan-
tes son:

(-0, 3113 2), 12, 40)

K]
*Tomar valores prueba

en cada uno y verificar
signos.

&
I - A
Las soluciones de una
inecuacion pueden es-
tar determinadas por
mds de un intervalo por
lo que se utiliza el sim-
bolo de unién para ex-
presarla.
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o O
6\3 Ejercicio 4.1 (15 min). Soluciones

a) Bx-1)(x-2)<0 Cs:[1,2]
) (x+3)(x—8)<0 CS:[-3,8]
e) (x+3)(x—2)<0 CS:[-3,2]
g)(x-2)(x—4)<0 CS:(2,4)

b) (2x+1)(x-2)<0 (-3,2)

d) (x +3)(x=5)<0 CS:[-3,5]
f) (x+3)(2x—1)<0 CS: (-3, %)
h) (x+3)(x=7)<0 CS:[-3,7]

Clase1,2y3

(Continuacion)

(Continua en la siguiente pagina)

*Presentar la tabla donde
se definen las diferentes
formas en las que se pue-
de expresar la solucién de
una inecuacién cuadratica
y los diferentes casos que
se pueden presentar.

[Hasta aqui Clase 1]

[Desde aqui Clase 2]
[B] (10 min)

@ Ejemplo 4.2
*Presentar la inecuacion
en la pizarra y pedir a los
estudiantes que la resuel-
van.

M: ¢éCudles son los valo-
res criticos?

RP: 1,2

Dibujar la tabla de signos
y hacer que se den cuenta
que hay dos intervalos que
satisfacen la desigualdad.
M: éCuadles son los inter-
valos que satisfacen la
inecuacién?

RP: (—00, 3], [2, +00)

M: Cuando se tiene mas
de un intervalo como so-
lucién de una inecuacion
se expresa utilizando el
simbolo de unién.

*Es importante que el es-
tudiante conozca las tres
formas de expresar un
conjunto solucién de una
inecuacidon sin embargo
solo es necesario que la
representen  utilizando
notacién de intervalo ya
que es la mas sencilla.
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Clase1,2y3

(Continuacion)

Objetivo: [C] Resuelven problemas aplicando inecuaciones
cuadraticas

(Continua en la siguiente pagina) Evaluacién: Ejercicio 4.3, 4.4.

L0 Ejemplo 4.3
(5 min)

g}‘% Ejercicio 4.2
(15 min) Soluciones
a)(x-2)(x—-4)>0

CS: (—00,2) U (4, +o0)
b) 7(x +4)(x-1)>0

CS: (=00, =41 U[1, +o0)
c)4(x+2)(x-2)=0

CS: (=00, =2] U [2, +0)
d)3(x+3)(x-3)>0

CS: (—o0, =3) U(3,+00)
e) (x+5)(x=5)>0

CS:(=o00, =5) U (5, +o0)
f) (x+ v15)(x - y15)>0

CS: (o0, V15 )U

(Y15, +o0)

*g) 5(3x +1)(2x—1)>0
CSifmo0, =2 )U (5, +2)
h) x(16x-9) >0

CS: (—o0, 0] U[ %, +)
i)(2x+5)(x—1)=0

CS: (o0, =2 UL, +0)
*) (x+1)220

CS: (—oo, +00)

[Hasta aqui Clase 2]
[Desde aqui Clase 3]

[C]
Inecuaciones con coe-
ficientes fraccionarios

':@3 Ejemplo 4.4
(15 min)

s
§ @ Ejemplo 4.3. Resolver x2—5x >0

¢ Solucion Diagrama de signos

¢ Factorizar x2 - 5x

0 5

tx2=5x=x(x-5) ‘
Px(x-5)>0 x ~ 0 + +
: (x—5) - - 9 +
i Valores criticos:
ix=0 x-5-0 rbo3) i I
S - B C—)—> 2 =,
H x=5 —o0 0 5 400 } 7[:1&
H : Son intervalos abiertos
H CS: (=00, 0) U (5, +o0) : e infinitos
....................................................................................... (=e0,0) (0,5) (5,+c)

2\% Ejercicio 4.2. Resolver

a) x2—6x>-8 b) 7x2+21x—28 >0

c) 4x2-16320 d) 3x2-27>0

e) x2-25>0 f) x2-15>0

*g) (3x+1)(5-10x)<0 h) 16x2>9x

i) x(2x+3)25 *j) x2+2x+120
:':'."'-1 .................................. T
HEO) Ejemplo 4.4. Resolver 3 4+ ) >3x2— %

Solucioén: [

Multiplicar ambos miembros por 4 se obtiene :
§3(x2+1) > 4(3x2 - %)
: Diagrama de signos

3x2+3>12x2-6

3x2-12x2>-6-3 -1
. Il
t-9x2>-9 (x+1) -0 + +

x¥<1 (x-1) - -0+

xX2—-1<0 (x+1) (x-1) + - ‘ +
Px+1)(x-1)<0 et

Valores criticos: x=—-1,x=1

CS: (-1, 1) :

é’;\? Ejercicio 4.3. Resolver

2 —4)2
a)x+6x —x>0 b) (X44) >16
c) 8x+24 +x2>17
2
30 ‘ Unidad | » Leccién 4 « Clase 1, 2 y 3. Solucion de inecuaciones por factorizacion
. . . %O
* o .« o . .
En este tipo de ejercicio es pre- & Ejercicio 4.3 (15 min) Soluciones

ferl‘ble que el estudiante tr.ate de a)x(x+4)>0 CS: (o0, —4)U (0, +00)
aplicar mecm para no trabajar con

fracciones eso facilitara el proceso ~ b) (x+4)(x—12)>0 CS: (-0, -4)U (12, +o0)
y las operaciones posteriores. c) (x+5)(x—1)>0 CS: (=00, =5)U(1, +o0)
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Objetivo: [A] Resuelven inecuaciones de grado mayor que
dos la cual ya esta factorizada.

Unidad I. Leccion 4.
Clase1,2y3

(Continuacién)

Clase4y5

(Continda en la siguiente pagina)

Evaluacion: Ejercicio 4.3,4.4

é';\i’ Ejercicio 4.4. Resolver

1) El nimero de diagonales de un poligono regular de n lados estd dado por la férmula del nimero de

: (n—1)n , ) Y .
diagonales es s n donde n representa el nimero de lados ¢Para qué poligono el niumero

de diagonales sera mayor que 9?

2) El producto interno bruto de un pais (PIB) estd proyectado bajo la siguiente expresién x2 + 2x + 50
millones de délares donde x se mide en afios. Determine el tiempo en que PIB serd igual o mayor a
58 millones de dodlares.

3) Enunrectdngulo el largo es 4 cm mas que 3 veces el ancho. ¢ Cudles son las dimensiones del rectdngulo
de tal manera que el drea sea mayor a 84 cm??

4) La base de un triangulo es 3cm mas largo que la altura, encuentre los valores de la base y la altura
para que drea sea mayor a 119 cm2.

5) Una parcela de tierra debe ser dos veces mas larga que el ancho si el drea cercada debe ser mayor
que 162m?2 ¢Qué medida puede tener el ancho de la parcela?

Clase 4 y 5. Solucion de inecuaciones por factorizaciéon

l l
: XY Ejemplo 4.5. Resolver (x + 2)(x— 1)(4 —x) <0 TN
¢ Solucién: H
¢ Todos los términos estan al mismo lado de la inecuacién como el producto :
i de factores, es decir ya esté factorizado. i
¢ Los valores criticos son: H
5 x+2=0 x=1=0 4-x=0 H
Pox=-2 x=1 x=4 H
Diagrama de signos: [%&
§ -2 4 . Los intervalos que sur-
: | H gen son:
Pox+2 - 6 + + + H
Pt - [ -0 « |+ P (meo, 2, 210, [14]
. 4-x + + + 0 - ' y [4, +e0)
Pobr2lv-1)E-a) + - + ‘ - : Nota que en el factor
H H 4 — x al tomar valores
H -2 1 4 too o4 de prueba menores
H v v H que 4, el resultado es
E (x+2)(x-1)(4-x)<0 (x+2)(x-1)(4-x)<0 ; positivo y si se toman
valores mayores a 4 el
CS (-2, 1] U [4, +e0) K resultado es negativo.
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Z&‘Z Ejercicio 4.4

(15 min) Soluciones

1. Poligono que el numero
de lados es mas que 6.

2. 2 o mas afos

3. Ancho: mayor que % cm
Largo: mayor que 18 cm

4. Base: mayor que 17 cm
Altura: mayor que 14 cm

5. mas que 9 m.

[Hasta aqui Clase 3]

[Desde aqui Clase 4]

[A]

@ Ejemplo 4.5

(10 min)

*Presentar el ejemplo
en la pizarra y pedir a los
estudiantes opiniones de
como pueden resolver la
inecuacion

M: ¢Es una inecuacion
cuadratica?

RP: No es de grado 3

M: ¢Es necesario factori-
zarla?

RP: no ya esta factorizada
M: ¢Cuales son las raices
del polinomio?

RP: =2, 1,4

*Pedir a los estudian-
tes que elaboren la
tabla de signos y que
expresen la solucion
mediante intervalo.
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Clase4y5

(Continuacion)

(Continua en la siguiente pagina)

o 0’

é\s Ejercicio 4.5

(15 min) Soluciones
a) CS: (-2, 1)U (2, +o0)

b) CS: (-3, - %) U(5, +o°)
€) CS: (oo, — %1 U[L, 3]

d) CS: (o0, —3]U[-2, 5]
e) CS: (=3, -2) U (=1, +o0)

[B]

7@: Ejemplo 4.6

(10 min)

Presentar el ejemplo en
la pizarra y permitir que
los estudiantes lo resuel-
van sin consultar LE.

M: ¢ Cudles son los valores
criticos en la inecuacion?
RP:2y1

M: éQué sucede cuan-
do se sustituyen valores
prueba en la expresion
cuando esta elevado a un
exponente par?

RP: Siempre es positivo
*Al expresar el conjunto
solucién de la inecuacidn
es importante notar que
como la desigualdad es
estricta mayor que cero el
dos no se incluye por lo que
los intervalos son abiertos.

7RG

é\% Ejercicio 4.6
(10 min) Soluciones
véase la pagina 64

[Hasta aqui Clase 4]
[Desde aqui Clase 5]

[C]

{@3 Ejemplo 4.7
(20 min)

Objetivo: [B] Resuelven inecuaciones de grado mayor que
dos donde se da duplicidad de raices del polinomio
del miembro izquierdo.

[C] Resuelven inecuaciones de grado mayor que

dos aplicando factorizacion.

Evaluacion: [B] Ejercicio 4.5, 4.6, [C] Ejercicio 4.7

& Ejercicio 4.5. Resolver
a) (x+2)(x—1)(2-x)<0

b) (2x+1)(x=5)(x+3)>0
o) 2= 1)+ 3 )x-3)<0
d) (x+3)(x=5)(-2-x)20
e)—(x+1)(x+2)(x+3)<0

..................................................................

+ ‘O Ejemplo 4.6. Resolver
f(-2P (=120

: Solucion:

. Como el polinomio ya esta factorizado buscar los valores criticos:
tx=2=0 x-1=0

: x=2 x=1

.....................

[B]

El diagrama de signos: %,
: 1 2 L
: \ Todo numero elevado
‘ (x—2)2 + + 6 a un exponente par el
H (x—1)3 _ Q 0+ resultado tendrd signo
: ositivo.

H (x=2)2(x-1)3 - ‘ + P

: 1 3 2 no puede ser incluido
: - +00

i

.................................................................

é’;\? Ejercicio 4.6. Resolver
a) (x—4)2(x+8)3>0

b) (r— 32 (x+5)3<0
c) (x=1)2(x+3)(x+5)>0
d) 22 (x-2) (x=3)*20
e) (2—4) (- 31220

..................................................................

: : Ejemplo 4.7. Resolver
ix3+2x2-4x-820

¢ Solucion:

iSeaP(x)=x3+2x2—4x -8
$P(-2)=(-2)3+2(-2)2-4(-2)-8=0

i Por tanto, x =—2 es una raiz de la ecuacion.

.................................................................
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......................

......................

: ya que 2 es el valor cri-
i ticoy la desigualdad es
estricta (>).

[c] E_;,
B
Es necesario expresar el
polinomio como el pro-
ducto de sus factores.

*Realizar el proceso de induccién si-
milar a los ejemplos anteriores.

* Hacer que los estudiantes se den
cuenta de que para encontrar el conjun-

38 ‘ Unidad | e Leccion 4 e Clase 4 y 5. Solucién de inecuaciones por factorizacién

to solucién de la inecuacion es necesa-
rio que factoricen el polinomio aplican-
do el teorema del residuo y del factor
para encontrar los valores criticos.



.................................................

¢ Por el teorema del factor se tiene:
H

P22 —4x—8=(v+2)(x2—=4)20
: =(x+2)(x+2)(x-2)20
=(x+2)2(x-2)20
Los valores criticos son:
x+2=0 x—=2=0
x==2 x=2

i El diagrama de signos:

......................................

factorizando x2 -4

CS: {=2} U [2, +o0)

.

g}‘% Ejercicio 4.7. Resolver
a) ¥3+4x2—x-4<0

b) X3+x2—x-120

c) 2x3-3x2-2x+3<0

d) 2x3+5x2—-4x-3<0

-2 2
|
(x+2)2 + 0 + +
(x—=2) - - 0 +
(x+2)? (x~2) = - v ;
—e2 2 +00 g

......................................

Unidad | » Leccién 4 » Clase 4 y 5. Solucién de inecuaciones por factorizacion

33

Clase4y5

(Continuacion)

*Hacer que expresen el
conjunto solucion me-
diante la notacidon de
intervalo.

%
é)\% Ejercicio 4.7
(25 min) Soluciones
a) CS: (oo, -4)U (-1, 1)
b) CS: {-1}U[1, +o0)

. 3
C) CS: (_oor _1] U [11 7]

d) CS: (=00, —3]U
-5 1]
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Unidad I. Leccion 4. Objetivo: Resuelven inecuaciones de grado mayor que dos

Ejercicios de la Leccién aplicando lo aprendido en clase 1y 2.

Soluciones Evaluacion: Ejercicio de la leccién

a) CS: (—oo, —4]U
[3, +o0]
Ejercicios de la leccion

b) CS (— LY 17 , vV 17 ) Resolver las siguientes inecuaciones y expresar el conjunto solucion

mediante notacién de intervalo.
a) 4x2+10x—-2420

*C) CS: (—00, +00) b) x2-17<0

*c) 16x2+9 2 24x

*d) CS: (—o0, +00) *d) 4x2+20x +252 0
e) 3r2202-5
e)Cs: [-1, 2] ) 22563
g) (r—12 (x+3)>0
f) CS: (=00, 3)U(3, +0) h) (x+2)2 (x+5)<0
i) 2 -3x2— 11x+6<0
g) CS: (=3, 1)U(1, +0) J) x5+ 300 53— 1532 4 4x + 1250
h) CS:(—oo, =5)

i) CS: (—e0, ~2) U (3, 3)

j)€S: (-3,-2)U(-1, 1)U
(2, +o0)
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40 Unidad | e Leccidn 4 e Ejercicios de la leccion



Objetivo:

absoluto.

[A] Resuelven ecuaciones sencillas con valor

[B] Resolver ecuaciones lineales con valor absoluto

aplicando la definicion de valor absoluto.

Evaluacion: Ejercicio 5.1

Leccién 5. Ecuaciones e inecuaciones con valor absoluto

Clase 1. Ecuaciones con valor absoluto (caso simple)

.......................................................................................

x| =4

+ Solucién:

t |x| =4 esladistancia desde x hasta 0 en la recta numérica. :
! Por lo tanto |x| = 4 significa que x estd a 4 unidades de 0 en la recta
numérica. H

CS: {-4, 4}

x tiene dos posibilidades x =4 6 x = —4 ya que tanto 4 como —4 estdn a 4
unidades de 0.

.......................................................................................

[A]

&

El valor absoluto de un
numero real siempre
serd positivo y se asocia
con la distancia sobre la
recta numérica.
Ejemplo:

|-4| =4 4] =4

&

Definicién 5.1

Sea x un nimero real:
_Jx  six20

xl= -x  six<0

Paraa=>0, |x| =a esequivalenteax=-a 6 x=a

& Ejercicio 5.1. Resolver

ajlxl=6 b)Ixl=3 o lxl=3 d) [x|=1 e |x]=0

e
O Ejemplo 5.2. Resolver [-2x| =6
¢ Solucion:

Aplicando la definicion 5.1 se tiene:

1 —=2x=-6 —2x=6 surgen dos posibles ecuaciones lineales.
: Resolver cada una de las ecuaciones

i-2r=6 ~2x=-6

tox=-3 x=3

& Ejercicio 5.2. Resolver

a)12]=9 b)|-Fx|=4 o |-3x=6 d)|-3|=12

ol 2x=3 0 -a=1

La definiciéon de valor
absoluto de un nimero
real se aplica a ecuacio-
nes con valor absoluto.

I-4l==(-4) |4]=4
- —
Aplicando la definicion

|x| ==2  ¢Tiene solu-
cion esta ecuacion?

[B]
&

Como surgen dos ecua-
ciones la ecuacion tie-
ne dos soluciones.

EI C. S. de una ecuacién
con valor absoluto tam-
bién se puede expresar
utilizando la recta nu-
mérica.

4 3 2 10 1 2 3 4
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o/ 0
6‘3 Ejercicio 5.2. (14 min) Solucién
a) Cs:{ 3,

c) CS: {2, -2} d) CS:{4, -4} ya que es muy probable que algunos estu-
75 75 1 1 diantes no consideren el valor absoluto y la
e) Cs: {T' 3 b CS:{§' - §} resuelvan como una simple ecuacion lineal.

—%} b) CS: {8, -8}

*Es importante que el estudiante tenga en
cuenta que al aplicar la definicion de valor
absoluto se generan dos ecuaciones lineales,

Unidad I. Leccidn 5.
Clase 1

(Continua en la siguiente pagina)

[A] Ecuaciones con valor
absoluto caso simple.

@ Ejemplo 5.1

(10 min) *Hacer un re-
paso de la definicién de
valor absoluto aprendida
en los afios anteriores

M: ¢éCual es el valor abso-
luto de 47?

RP: 4

M: ¢éCual es el valor abso-
luto de —4?

RP: 4

é¢Porque el valor absoluto
dedy-4es4?

Concluye: el valor absoluto
es siempre positivo porque
es distancia de cero al nu-
mero en la recta numeérica.
M: Si se tiene |x| = 4
équé valor debe tomar
X para que se cumpla la
igualdad?

RP:46-4

Concluye: a la expresién
|x] = 4 se le llama ecua-
cién con valor absoluto.
Concluye Definicion 5.1

o/ O
&? Ejercicio 5.1
(6 min) Solucién

a)6,-6 b) 1, -3

o) %—% d)1,-1 €)0

[B] Resolver ecuaciones
con valor absoluto apli-
cando transposicion de
términos en casos sen-
cillos.
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Unidad I. Leccion 5.

Clase 1

(Continuacion)

Clase2y3

(Continua en la siguiente pagina)

[C] Resolver ecuaciones
con valor absoluto apli-
cando transposicion de
términos

(7 min)

* Aplicar el proceso de
induccién similar que en

[B]

7RG
é\g Ejercicio 5.3
(8 min) Solucion
a)Cs: {1, 7}
b) CS: {6, 10}
3 11
oCs:{-5, 5}
d)cs:{-32, -2}
e) CS: {1, 9}
i1 L
f)cs:{-1, £}
g) Cs: {0, 5}
-1 5
h)Cs: -3, ¢
Tratar de resolver en casa

por si el tiempo no es su-
ficiente asignar de tarea.

[Hasta aqui Clase 1]
[Desde aqui Clase 2]

[A] (20 min)

‘@: Ejemplo 5.4
*Presentar el ejercicio en
la pizarra y pedirles a los
estudiantes que intenten
resolverlo.

*Es importante que el es-
tudiante note que antes
de resolver la ecuacidn
debe escribirla de la for-
ma |x| = a para luego
aplicar la definicién de
valor absoluto.

Objetivo:
cando las propiedades de la

Evaluacion: [C] Ejercicio 5.3

Resuelven ecuaciones lineal
absoluto.
Ejercicio 5.4

Objetivo:

Evaluacion:

[C] Resolver ecuaciones con valor absoluto apli-

igualdad.

es complejas con valor

§ "@5 Ejemplo 5.3.

Resolver |5x—3| =

: Solucién:

¢ Aplicando la definicién de valor absoluto se tiene:

.......................................................................................

5x—-3=8 6 5x-3=-8
5x=8+3 5x=-8+3

5x=11 5x=-5

Y v 5

5 5

x=-1

Al comprobar las soluciones, ambas cumplen con la ecuacién dada.

|x| a es decir, se utiliza la transposicidn de términos.

2|3x+1|— = [3x+1] =11 :
P3x+1|=7+4 3x+1=11 6 3x+1=-11 H
3x+1] =11 3x=11-1 3x=-11-1 H
H 3x=10 3x=-12 H
.- 10 -_12 i

X = 3 X = 3 H

x=-4 :

AI comprobar las soluciones, ambas cumplen con la ecuacion dada. H
Z 10 S
fcsif-a, ) i

cs: {1, 1

.......................................................................................

& Ejercicio 5.3. Resolver

a)|2x-8| = b) |[x-8| = c)|2x—-4|=7
d)|%+1’=% e)|5-x| = f) 13x-2] =
g) 12-7x| = h |4 -3a]=1

Clase 2 y 3. Ecuaciones con valor absoluto (caso comple]o)

......................................................................................
Y Ejemplo 5.4. Resolver |3x+ 1| -

Soluaon

Para aplicar la definicién de valor absoluto es necesario expresar Ia
ecuaCIon como:

.......................................................................................

?,@3 Ejercicio 5.4. Resolver

a) |x-2|+3=7 b)4|x+5]| =
c)|5-3x|-4= d) |3x-2|+3=6
e)|3x-2|-3= f)|1-5x|-4=
g)|2x-8|-6=1 h)-3|x+1]-2=-11

i)2|5x+2|-1=5 i) lx-2]+5=5

36 ‘ Unidad | » Leccion 5 « Clase 2 y 3. Ecuaciones con valor absoluto (caso complejo)

[c] %
Las ecuaciones lineales
se resuelven aplicando
las propiedades de la
igualdad aprendidas en
7mo grado.

&

Cuando se resuelve
una ecuacién con va-
lor absoluto donde hay
términos en el mismo
miembro fuera del va-
lor absoluto se aplica la
transposicion de térmi-
nos para dejarlo de la
forma |x| = a donde x
y a son expresiones al-
gebraicas.

M: ¢En la ecuacién dada podemos aplicar la definicion
de valor absoluto?

RP: no por que debe estar de la forma |x| =a

M: éQué se puede hacer para escribirlo de esa manera?
RP: pasar —4 al otro lado de la igualdad y hacer la ope-
racion.
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Ul

é}\% Ejercicio 5.4
(25 min) Solucién
véase la pagina 64.

[Hasta aqui Clase 2]




Objetivo:

[B] Resuelven ecuaciones con valor absoluto donde

el segundo miembro es una expresion algebraica.

Evaluacion: Ejercicio 5.5, 5.6

t|2x+4]| =x+1 setiene:

c)|2x—-1]|=3x+2

e) ‘%x+2’=%—3

+ Solucidn:

o5 3] =31

e) |%x+2| = %x—3|

yesesccccccccecctscsccccccccscscstssssasasesccsccscscscsssscscssssstssssssscsscscsssnn

segundo miembro se tiene una expresion, por tanto:

 Ejemplo 5.6. Resolver [x—1| = |2x— 4|

"@f Ejemplo 5.5. [B]
|2x+4| =x+1
: Solucién: :
Para resolver la ecuacién se aplica la definicidn, pero en este caso en el : [%)ji

En la comprobacién de
las soluciones se tiene:

c+4=x+1 6 2x+4=—(x+1) |2(_§)+4‘=_§+1
2xx-x=1-4 2x+4=—x—1 3 3
x=-3 2xx+x=-1-4 |_1?0+4|=_%+1
3x=-5 ) 5
x=-3 -31--3
Al comprobar las soluciones ninguna cumple con la igualdad. 2,2
‘CSZ %) ) 3 3
12(-3)+4|=-3+1
& Eiercici ; |-6+4] = -2
©W Ejercicio 5.5. Resolver y comprobar las soluciones.
a) |x+3|=2x-7 b) [3x+1]| =2x-6 [-2]=-2
2# -2

3 y-2=1
d) ’ T 2‘ 7 X+ 5
El conjunto que no tiene
ningun elemento se lla-

......................................... . ma conjunto vacio y se

denota por @.

Px-1=2x-4 6 x-1=—(2x-4) :
§x—2v=—4+1 x—1=-2x+4
P —x=-3 x+2x=4+1 :
: x=3 3x=5 ¢
¢ Comprobacién: s s :
H13-11=120)- 4 13 -11=|2(3)-4]
: —l6- 2|_|-2 i
121 = I6-4| 13]=1-% ;
- 2 :
2;2 5 i
cs:{3, 3} H
?ﬁi Ejercicios 5.6. Resolver
a)|2x—1] = |[4x-9| b) |6x| = |3x=9|

d) |4x—2| = |4x 2]
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*Hacer que los estudiantes no-
ten que si hay barras de valor
absoluto en ambos lados de la
igualdad de la misma manera se
aplica la definicién.

%
é}\% Ejercicio 5.6. (10 min) Soluciones
a)Cs:{4, 3} b)CS:{1,-3}

cs:{E}  d)cs:R
e) CS: {3, -5}

Clase2y3

(Continuacion)

[Desde aqui Clase 3]
[B] (10 min)

@ Ejemplo 5.5
*Presentar en la pizarra la
ecuacion y pedir a los es-
tudiantes que la resuelvan.
M: ¢Cual es la diferencia
de esta ecuacion con las
resueltas anteriormente?
RP: hay una expresion al-
gebraica en el segundo
miembro.
¢Al aplicar la definicidn
de valor absoluto que
ecuaciones se obtienen?
RP:2x+4=x+10
2x+4=-(x+1)
éCuadles son las posibles
soluciones?

RP:-3y—3

Al comprobar las solucio-
nes en la ecuacion original
gue podemos concluir.
RP: No son soluciones por
gue no satisfacen la igual-
dad.

X
& Ejercicio 5.5
(15 min) Solucién

a)Cs: {10} b)CS: @
c) CS: {—%}
d) Cs: {28, — 12

'~ 75
e)CS: @

@ Ejemplo 5.6

(10 min)

*Seguir el mismo proce-
so de induccién que en el
anterior.
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Unidad I. Leccion 5.

Clase 4

(Continda en la siguiente pagina)

[A] Inecuaciones con va-
lor absoluto caso simple
(10 min)

3@: Ejemplo 5.7

M: Sise tiene |3x—4| <5
¢Cémo se puede resolver
la inecuacién?

RP: De forma similar que
una ecuacioén lineal apli-
cando la definicién de va-
lor absoluto

¢Qué valores puede to-
mar x para que se cumpla
laigualdad?

RP: Varios ya que son to-
dos los niumeros que es-
tan el intervalo [—l, 3]
Concluye: a la expresion
[3x — 4] <5 se le llama
inecuacién con valor ab-
soluto.

Concluye: La solucion
de una inecuacion lineal
puede ser uno o mas in-
tervalos, ya que los valo-
res que puede tomar las
variables son todos los
ndameros que satisfacen
la inecuacién y esta pue-
de ser expresada median-
te las notaciones grafica,
intervalo y de conjunto.
Concluye: una inecua-
cién de la forma |x| < a
setiene—a<x<a

Objetivo:
absoluto.

[A] Resuelven inecuaciones sencillas con valor

[B] Aplican las propiedades en la resolucién de

inecuaciones lineales.

Evaluacion: Ejercicio 5.7

Clase 4. Inecuaciones con valor absoluto (caso simple)

D R L
H '»@«' Ejemplo 5.7. Resolver y expresar el CS en sus tres notaciones.
t[3x—4| <5

i Solucion:
+ Como se tiene valor absoluto se deben considerar dos alternativas:
H 3x—42-5 3x-4<5
: 6 se puede escribir como una inecuacién doble.
i-5<3x-4<5
t-5+4<3x<5+4 aplicando la transposicién de términos.
i-1<3x<9
1

§—§5xs3

H H
: Como es una inecuacién el CS es uno o varios intervalos y podemos :
H H

: expresarlo mediante tres formas.

: Forma gréfica:
. Incluye los extremos

t

_1 3

: Notacion de Intervalo: [—%, 3] - es un intervalo cerrado.

H

{ Notacién de conjunto: {xer -3

3\% Ejercicio 5.7. Resolver y expresar el CS en notacion de conjunto.
b) |4-x| <3
d) |7x-3] <3 e) |-4x| €5

a) |3x-7|<1
c)|42-x|+13<3.6

@ Ejemplo 5.8. Resolver y expresar el CS en sus tres notaciones.
[2x-1]| >4

Solucioén:

La solucién de |2x— 1| > 4 es el conjunto de valores tales que la distancia
de 2x—1 al cero en la recta numérica serd mayor que 4 por tanto:

2x—-1<-4 o] 2x-1>4

2x<-3 2x>5
3 5
<-3 > =
x<—3 x> 5
R LT T L L L T R L T T T TP P TPy
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El proceso para resol-

B

ver una inecuacion con
valor absoluto de este
tipo es similar a resol-
ver una inecuacion de
la forma

—as<x<a

[B] [;}e

) o 3

2x—1 es menor que -4
o0 mayor que 4
2x—-1<-4
4<2x-1

X

% Ejercicio 5.7

(15 min) Solucién

a)Cs: (r ER, 2<x< &)
b)CS:{xER, 1<x<7}

d)CS:{xER,0<x<

c)CS: {xER,1.9<x<6.5}

e)CS:{xER,—% <x< %}

[B] Inecuacion con valor absoluto caso |x]| > a
*Presentar el ejercicio en la pizarray pedir a los estu-
diantes que intenten resolverlo, hacer el proceso de
induccidn similar que en [A].

(10 min)
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Objetivo: [A] Resuelven inecuaciones lineales complejas con

valor absoluto.

Unidad I. Leccidn 5.
Clase 4

(Continuacién)

Evaluacion: Ejercicio 5.10

Clase 5

(Continda en la siguiente pagina)

J
¢ Conjunto solucién H
N . s g

+ Notacion grafica:

i

. Notacién de intervalo: (e, —%) U (%, +00) :

g}\i) Ejercicio 5.8. Resolver las siguientes inecuaciones y expresar el CS en
notacién de conjunto.
a)|2x-1]27 b) |[2x-3] >5

C)|3x2—4|2§

d) |3x-5| 25 e)|2x-1|-42>8

Clase 5. Inecuaciones con valor absoluto (caso complejo)

: ¢/ Ejemplo 5.9. Resolver
|2x 3] +6<2
¢ Solucién:
‘ Para resolver la inecuacion se debe escribir de la forma |x| <a
tl2x-3]<2-6 H
Pl2x-3] <-4

H H

: Como |2x — 3| sera siempre mayor o igual que 0 para cualquier nimero :
H realx asi que el conjunto solucidn es vacio y esta dado por C.S. @ :

H @ Ejemplo 5.10. Resolver
Plax+3|+42-7

cscscccea’

¢ Solucidn:
Plx+3|2-7-4
tl2x+32-11

: Como |2x + 3| serd siempre mayor o igual que 0 para cualquier nimero }
¢ realx, por lo tanto, esta inecuacion sera verdadera para todos los niimeros :
: : reales por lo que: .
: cs R :

.
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*Resuelven la inecuacion resultante y expresar
sus soluciones mediante conjunto vacio (D).

RP: No porque debe estar de la
forma |x| <a

M: éQué se puede hacer para es-
cribirlo de esa manera?

RP: pasar 6 al otro lado de la igual-
dad y hacer la operacion.

O: Ejemplo 5.10. (10 min)
Hacer el proceso de induccién similar que en
el Ejemplo 5.9.

Concluye que las ecuacio-
nes resultantes al quitar las
barras de valor absoluto se
consideran 2x—1<-4y 2x
— 1> 4 por lo que es dife-
rente al caso anterior.
*Presentar la solucion de
la inecuacidon en sus tres
notaciones.

Concluye que si se tiene
|x] > a con a > 0 enton-
ces se puede expresar
x<—a 0 x>a.

::/\% Ejercicio 5.8

(10 min) Soluciones
Nota: Se omite la notacién
gréfica y de intervalo.
a)CS: {xeR, x<-3,x >4}
b) CS: {xER, x<-1,x>4}

¢) CS: {xER,xS—%,xZ 3}
d) CS: {xER,xSO, xzﬁ}

e)Cs: {xER,x<-2L 4> 123}

Tratar de resolver en casa
por si el tiempo no es su-
ficiente asignar de tarea.

[Hasta aqui Clase 4]
[Desde aqui Clase 5]

[A] (10 min)

@ Ejemplo 5.9
*Presentar el ejercicio en
la pizarra y pedirles a los
estudiantes que intenten
resolverlo.

*Es importante que el es-
tudiante note que antes
de resolver la ecuacion
debe escribirla de la for-
ma |x| < a para luego apli-
car la propiedad.

M: ¢En lainecuacion dada po-
demos aplicar la propiedad?
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Clase 5

(Continuacion)

@ Ejemplo 5.11
(10 min)

Presentar el ejercicio en
la pizarra y pedir a los
estudiantes que intenten
resolverlo, hacer el pro-
ceso de induccién similar
al Ejemplo 5.10

*En este ejemplo es im-
portante que los estu-
diantes noten que cuan-
do una inecuaciéon con
valor absoluto es mayor
que cero solo se tiene
una ecuacién lineal al
quitar las barras de valor
absoluto.

*Analizar las soluciones
de ambas ecuaciones

2’3&2 Ejercicio 5.9
(15 min)
Soluciones:

a)CS: @

b) CS: R

c)CS: @

d) CS: (~o0,— 3 ) U
(=3, +)

Objetivo:
valor absoluto.

Evaluacion: Ejercicio 5.9

[A] Resuelven inecuaciones lineales complejas con

§ ':®:' Ejemplo 5.11. Resolver y expresar el CS en notacién de conjunto.
ia)|3x-4]>0 b) |3x—4| <0

¢ Solucién:

. a) La desigualdad sera verdadera para todos los nimeros reales excepto
paraelvalorde3x—-4=0

i 3x-4=0
-4
-

: CS:{xER,x<%,x>%}

H

4
H 3
ib) [3x—4]| <0
: Cuandox:% 3x-4=0
H . L 4
+  Lainecuacion es verdadera solo cuando x = 3

s (5]
2‘{2 Ejercicio 5.9. Resolver y expresar el CS en notacién de conjunto.
a) [-3-x|-6<-11
b) [2x—-6| +522
c)|2x-3| <-4
d) |5+2x]| >0

e) [3x+5] <0
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ceees?

%
SR
Recuerda que el valor
absoluto de un nimero
real es siempre positi-
vo.

24

Cuando se tiene una
inecuacion de la forma
|x] <0, el conjunto so-
lucidn sera vacio.

Cuando la inecuacién
esdelaforma |x|>0el
conjunto solucién son
todos los R excepto el
cero. Es decir, R—{0}.
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Objetivo:

Resuelven inecuaciones de grado mayor que dos
aplicando lo aprendido en clase 1y 2.

Unidad I. Leccidn 5.
Ejercicios de la Leccion

Evaluacion: Ejercicio de la leccién. Soluciones

Soluciones:

a) CS: {3, -3}
ercicios de a locc b) C5: {7, -7}
Jercicios de la leccion C) CS: {12' _12}
Encuentre el conjunto solucién para cada ecuacion.

d) Cs: {3}
a) |x| =3 b) |x| =7

e)Cs: {3, ¢
c) x| =12 d) [3x-4]=0 49 59

. 3t UASR S S N

STERENEE 1|35 | -3=6

g) CS: {2, -5}
g)|2x+3|-3=4 h) |2x+1|=x+4 5
i) |3x+5| +2=4x—1 i) |2x+3]=x-2 h) Cs: {_§’3}
k) [6x] = [3x-9] 0| 3x-2|=| 3 x5 ijcs: {8}
m) |3x=5] = [3x+5| n) lx=1| = [2v—4] j)cs: o

k) CS: {-3, 1}
Encuentre el conjunto solucion de las siguientes inecuaciones: [) CS: {28, — %}
a) |x| >2 b) |x| <3 m) CS: {0}
c) |x-3|<5 d) |[x+5|>9 n) CS: {3’ %}
e)|2x+4|<1 f) |5+2x| >0

g) |2x—-5|+3<10 h) |2x—-4]+2>10

) | 2x5—4

) 14+3x] <9

i)|4-x| <5 >12

K) | 3*42){

|5

Conjunto solucion de
inecuaciones
a) CS: (o0, =2) U (2, +o0)
b) CS: [-3, 3]
c) CS: (-2, 8)
d) CS: (—o0, —14) U (4, +00)
e) CS: (—%,—%)
) CS: (~o0, = 2) U

(-3, +o0)
g)CS:[-1,6]
h) CS: (—o0, =2) U (6, +o0)
i)CS: (-1,9)
j) CS: (=00, -28) U (32, +0)

41
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k) CS: (—o0, =2 1U
(2}, +o0)

hes: -5, 3]
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Unidad I. Leccién 6. Objetivo:  [A] Deducir el comportamiento general de las
Clasely2 funciones potencia.

(Continda en la siguiente pégina) [B] Analizar la grafica de la funcidn cuadratica de la
forma f(x) = ax?

Evaluacion: [A] Ejercicio 6.1, [B] Ejercicio 6.2

[A]

o/ O
Q‘}‘g Ejercicio 6.1

- . Leccién 6. Grafica de funciones polinomiales
(10 min) Solucion:

Clase 1y 2. Grafica de funciones polinomiales

?) X (Al
: ¥ oV, Ejercicio 6.1. A
* Sines par, |’a graﬁca a) Analice las siguientes graficas:
es una parabola. Y 1) » 2) ¥ 3) y By
. . \ / \ / \ ] A
sl n és impar E| dO- Funciones simétricas
minio y rango de la 5 o - - - — respecto al eje .
. g ) =x2 ) =x ) = x f es una funcién par,
funcién son todos los donde: fl-x) = f1x)
numeros reales. Ejemplo:

5) y 6) )

e Las funciones de po- K 7
tencia impar.

e Las funciones de po- B X 2 i B i x
Sl =2 Sl =x5 flx) =27

tencia par. o
b) Las gréficas anteriores son funciones de la forma f(x) = x, donde n es Funciones simétricas
un entero positivo. respecto al origen.
e Una recta horizontal e (Cudl es el comportamiento de la gréfica si n es par? Y ésin esimpar? / es una funcion impar,

* Qué funciones son simétricas respecto al origen? donde: f{~x) = ~/(x)

* 1 f(x) =a1x+dp « $Qué funciones son simétricas respecto al eje y? Ejemplo:
e Una parabola 7
b) Complete la siguiente tabla:
Grado de f(x) Forma de f(x) Tipo de grafica
[B] 0 ) = a0 ¥
2 Una recta con pendiente
& Ejercicio 6.2 2 o) = a4 awx+ ao :
(ao, a1, a; son numeros reales).
(15 min) Solucion:
Definicion 6.1 [B]
a) Si fes una funcién polinomial con coeficientes reales de grado n,
e Si el signo del coe- entonces f(x) = a, X" + a1y X"~V + ..+ ax + ag cona, #0. [%}97

Todas las funciones poli-

ficiente del término nomiales son funciones

& Ejercicio 6.2. Funcidn cuadrética

cuadrdtico es positivo, o n continuas, es decir, sus

3 , a) Compare las siguientes graficas graficas se pueden tra-

la parabola es concava zar sin ninguna interrup-
cion.

hacia arriba, si el signo
es negativo, la grafica
es concava hacia abajo
e Aumenta la abertura
de la parabola. 42 | Unidad1 + eccion 6  Clase 1 2. Gréfica de funciones polinomiales

* En ésta leccidn no se
pretende profundizar en
las graficas de las funcio-
nes cuadraticas y cubicas,
mas bien, lo que se tra-
baja son estrategias para
realizar un bosquejo de
graficas polinomiales.
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Objetivo

[C] Analizar la grafica de la funcién cubica de la

forma f(x) = ax3.

[D] Analizar la grafica de las funciones polindmicas

de grado mayor que dos.

Evaluacion: Ejercicio 6.3.

Clasely2

(Continuacion)

(Continua en la siguiente pagina)

.
.
.
H

H
H

H

H

Compare 1y2, ¢quéindicaelsigno del coeficiente en el comportamiento
de la grafica?

Compare 1y 3, équé sucede con la grafica si disminuye el coeficiente?

b) Analice la gréfica de la funcién.
Complete la tabla y verifique esos
puntos en la grafica

-1 0 1 2 3

y

2

-1

Al punto V se le llama vértice, écudl

es ese punto?

¢Cudles son sus interceptos?

¢Es céncava hacia arriba o hacia abajo?
¢Qué tipo de simetria tiene?

-1

c) Grafique las siguientes funciones polinomiales:

AfW=32  )fl)=-F2  3)f)=-x2

{Q} Ejemplo 6.1. Funcion cubica

Los interceptos coinciden con el origen
if=0> 1w=0
£/10)= 3 (0> f(0)=0

La siguiente tabla permite obtener puntos
+ de la grafica

Trace la grafica de f{x) = %x3

x=0

x |-2 |-1]0 1
1 1
yo|-4 -5 0| 5|4

H
: Con esa informacién ya podemos trazar la
: grafica completa

¢ El grado del polinomio es 3, y el coeficiente es positivo, por lo que la }
: forma de la grafica es similar a la gréfica 4 de la figura del ejercicio 6.1, es :
i simétrica respecto al origen.

H
¢+ A medida que el grado y los términos aumentan, las graficas suelen }
: hacerse mds complicadas y requiere métodos que se utilizan en célculo o :
H

: softwares que permitan realizar la representacion grafica.
8

flx) =202 - 4x

H

=

Utilice aplicaciones edu-

cativas gratuitas como
GeoGebra para explorar
el comportamiento de
las funciones.

[cl

&
Si f(x) es una funcign se
dice que x = a es un cero
0 una raiz de la funcién
cuando f{a) =0

[D]

Unidad | » Leccién 6 « Clase 1y 2. Grafica de funciones polinomiales 43

Solucion:

b)

x|—1|0 | 1|2|3
yielo|-2]o0]e6

eV=(1,-2)

¢ (0,0),(2,0)

e Es concava hacia arriba
e Eje de simetriax=1

(20 min)

c) Hacer énfasis en los
pasos que se muestran
para graficar la funcién.

[Hasta aqui Clase 1]
[Desde aqui Clase 2]

[cl

Ejemplo 6.1.
(10 min)

[D] (35 min)

e Hacer énfasis en las reco-
mendaciones para graficar
funciones polinomiales.

Gréficas de [B] inciso c)
cl) Y

31

-

-2

-3

-4

14

fo) =%
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Clasely2

(Continuacion)

e Los ceros o raices del
polinomio, se pueden
determinar mediante
la factorizacion, o uti-
lizando la divisidn sin-
tética.

@ Ejemplo 6.2

e Al representar la gra-
fica, no se colocara
graduacion en el eje
», solamente se verifi-
card la posicion de la
grafica respecto al eje
X.

En este momento nos valdremos del siguiente teorema y hacemos un bosquejo de la grafica.

Teorema 6.1. Teorema del valor medio
Si f'es una funcién polinomial y f{a) # f(b) para a < b, entonces ftoma cada valor entre f{a) y f(b) en
el intervalo [q, b].

Este teorema nos permite afirmar que si f{a) y f(b) tienen distintos signos, existe al menos un cero de la
funcién.

Recomendaciones para graficar funciones polinomiales de grado mayor que 2:

1. Observar el grado del polinomio y su coeficiente principal. Estos proporcionan informacién acerca de
la forma general de la gréfica.

2. Encontrar los interceptos.
En el eje x, resolviendo f(x) = O (ceros o raices).
En el eje y, calculando £{0).

3. Determinar con la tabla de variacion de signos, los intervalos donde la gréfica f'estd arriba del eje x o
por debajo del eje x.

4. Hacer el bosquejo de la gréfica mediante una curva suave y continua.

':®:' Ejemplo 6.2.
a) Grafique f(x) =x3 —x2 - 2x
Para determinar los ceros para un polinomio de grado mayor que 2, se puede factorizar o utilizar
division sintética.
flx)=x3-x2-2x x(x+1)(x=2)=0
=x(x2-x-2) x=0 x=-1 x=2
=x(x+1)(x-2)

Estos valores dividen al eje x en cuatro intervalos:

(=00,-1), (-1, 0),(0,2), (2, +e0)

¢ Intercepto en el eje y, £(0) = 03— 02— 2(0) = 0 entonces el punto es (0, 0)

e Con la tabla de variacién de signos, se determina si la grafica de la funcién se encuentra sobre o

bajo el eje x.
-1 0 2 y
Factor/signo | (—o0,-1) | (-1,0) (0,2) | (2,+00)
X - - + +
x+1 - + + +
x=2 - - - + B 1 1 X
/@ - + - +
Posicion Bajoel |Sobreel | Bajoel | Sobreel
de la grafica ejex ejex ejex ejex
Slx) =x®—x2—2x

Con la informacién anterior trazamos la grafica.
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Clasely2

(Continuacion)

b) Grafique f{x) = x* + 2x3 — 4x2 — 8x
Solucién: f(x) = x* + 2x3 — 4x2 — 8x
=x(x3+2x2—4x-8)
=x[x2 (x +2) = 4(x + 2)] x=0
=x(x+2)(x2—-4)
=x(x+2)(x+2)(x—-2)
=x(x+2)2(x-2)

y
o Intercepto en el eje y, f(0) = 04 + 2(0)3 - 4(0)2-8(0) =0
¢ Tabla de variacién de signos
=2 0 2
Factor/signo | (=o0,-2) | (2,0) | (0,2) | (2,+e0) [ S T I B ®
X - - + +
Slx) =x%+ 2x3 — 4x2 - 8x
(x+2)2 + + + +
x=2 - - - +
/o) ¥ ¥ - ¥
Posicion de Sobre el |Sobre el | Bajoel | Sobre el
la gréfica ejex ejex ejex ejex

%
&? Ejercicio 6.3
a) Relacione cada gréfica con una ecuacion:

al) a2) yy

A flx) =lx +1)(x=1)(x+3) B)flx)==x?(x=3) C)[lx)=x(x+3)

b) Trace la grafica de las siguientes funciones
b1) flx) = x3—3x2 - 9x + 27 b2) fx) = x3 + 7x2 + 12x
b3) flx) = x4 — 4x2 b4) fx) =x2 (x + 1) (x - 1)2
b5) flx) = (2 —x)(x2 - 1)

d) Calcule el valor de £, tal que el intercepto en el eje y de la grafica
Slx) ==x5+3x4 + 2x3 - 7x2 + x — 2k esté en (0, 10).

e) Trace un bosquejo de la grafica f'siendo una funcién polinomial y considerando la siguiente tabla:
3 ! 4

Factor (~o0,-3) ‘ (-3,1) ‘ (1,4) ‘ (4, +00)

Signo de f(x) + (:) + (:) - (:) +
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c) Calcule el valor de £, tal que (-1, 0) sea un intercepto en el eje x para la funcién: f{x) = k x*—3x2 + 5.

%e

é‘s Ejercicio 6.3

Solucién:

a)alconB,a2conC,
a3 con A

b)
b1) f1x) = (x + 3)(x - 3)2
y

f—z -1 ‘ 1 2 3 3 X

b2) f(x) = x(x + 3)(x + 4)
y

Y

b5) flx) =—(x—2)(x +1)
(x-1)

c) k=-2 e) y

d) k=5 \

\ T A

2 R 1 3 X
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i i Objetivo: [A] Determinar el valor numérico de una expresion
Unidad I. Leccidn 7. j p
Clase 1 algebraica racional.

(Contindia en la siguiente pagina) [B] Simplificar una expresion algebraica racional.

Evaluacion: Ejercicios 7.1y 7.2

[A]

:&2 Ejercicio 7.1

. ., Leccion 7. Expresiones algebraicas racionales
(5 min) Solucion:

5 Clase 1. Multiplicacidn y division de expresiones algebraicas racionales
e Parax=2; 5 vy 3

o‘@ Ejercicio 7.1. Valor numérico de expresiones algebraicas racionales [A]

e Parax=1; NO esta defi- Considere las siguientes expresiones: M y ;jll

nida y i ¢ Determine el valor numérico de ambos parax=2, x=1y x=-1

2 e Para x =2, éCédmo son las expresiones?

e Para x = _1; Ninguna * ¢Qué sucede con las expresiones cuando x =1y x ==1?

esta definida Definicién 7.1

. Una expresion algebraica racional es un cociente de dos polinomios,

e Son eqU|Va|enteS donde el dominio esta formado por todos los numeros reales

excepto los que hagan que el denominador sea cero.

e Son valores que vuelven

cero eI denominador. @ Ejemplo 7.1. Simplificacion de expresiones racionales [B]
1. Considere la expresion anterior: 2"2’7)‘1’1 [;}@
) - 2+ 1 1 ot
a) Factorice zxz - 1 _((,ﬁ ))(<;‘+1)) 2;€+1 L (six#1) Como las v:'mables re-
presentan nimeros rea-
[B] b) Determmg eI dominio o les, les aplican las mis-
Ei delnorglnador es cero six = 1 porque mas propiedades.
Xc—1= . g .
P; lifi lica-
(15 min) x=t%1 por lo tanto, el dominio es toda x # 1 are s(;mp I (clar apjica
: : - moS:pd = " d
e Al introducir las opera- 2. simplifique .4 ,_a
. . a) o A2—12 4x(x-3) _ 4x(x—3) 2 =p 1=7%
ciones con eXpFESIOI’\eS 2x3—2x2—12x Zx(xz—x-ﬁ) - &M(erz) T x+2
H H factor comtn factorizando por tanteo Solo se “cancela” cuan-
algebralcas raC|onaIes, sixz0,x#3,x#-2 do el numerador y de-
se debe establecer la b) w4 ab—ad—bd _ a(atb)—dath)  lattla—d) _ a-d nodrmnado:c esttan expre-
relacidon con el proce- 2a3b — 2ab3? 2ab(a2—b2) " 2abla+t)a—b) ~ 2ab(a—b) sados con factores.
dimiento que conocen sia,b#0,az=b
_ p+1 piopr _ p3impitptl . pApt 1)+ (pt1)
p.ara operar con frac c) —p=pTt2  pi2pipr2 | pAp-2)—(p-2)
clones. _(pt1)(1—p?)
(p—2)(p2—1)
_ pD(1+p)(1-p)
e Deben recordar muy (p=2)(p+1)(p—1)
bien los métodos de - —pre=1)
. ., (p=2)(p=1)
factorizacion. -1
== ,(sip#2, p#+1)

Una expresidn algebraica racional se simplifica o reduce a su minima
expresion, si el numerador y denominador no tienen factores comunes.
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* Uno de los errores mas
comunes, es cancelar

numeradores y denomi-
nadores que no estdn
expresados en forma de
factores. Incluir la expli-
cacion de la columna.
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Objetivo

racionales.

Evaluacion: Ejercicios 7.3y 7.4

[C] Multiplicar y dividir expresiones algebraicas

.
.
H

O
&x Ejercicio 7.2. Simplifique.

a) 6m3 — 18m2 — 24m
15m — 9m?

x2+3x—18
x2-36

b 9x—x3
) x4 —x3—6x2

d) 10+3r—1r2

@) =X+ 33y =222
74+ 2r3

ab®m? — 2ab®mn + ab*n?
5x3 — 4x2y — x)? f

abm? — abn?

%
&? Ejercicio 7.3. Multiplicaciones de expresiones algebraicas racionales

x2-1  x2+3x+2

a) Calcule Por—6 -+l completando los espacios y justifique
cada paso.
Solucién:
x2-1  x2+3x+2 _ (x+1)( ) (x+1)x+ )

X2=x—-6 x2-2x+1 (x+2)x—- ) (x— )2
A P=1(x+ )
(x+2) (x= ) (x-1)2
(1)
The-3)x 1)

Para expresar el producto de expresiones racionales en su minima expresion

1. Factorizar completamente los numeradores y denominadores.

2. Obtener una sola expresién racional multiplicando los factores
correspondientes.

3. Cancelar los factores comunes en el numerador y denominador.

Calcule:
a)5c12+12a+4_ a?-2a b)mrl—nz_mz—n2
a*-16 25a2 +20a + 4 m+n n?
)a3+2a2—3a_2a2+3a d)x2+5x+6_x2—5x
4a’+8a+3  a’-a 4x2 + 4x xX+2
o) lma b a f) 2=Sh+6 12-25 __6b
b+1 a-a* b 3h-15 2b-4 b2-b-30

':@:' Ejemplo 7.2. Division de expresiones algebraicas racionales. H
Calcule 4x2—y? L 6x2+7xy+2y? _ Ax2-y2  3x2+5xy+2)2
o224+ xp—y2 T 3x2+5xp+2)2  2x2+xp—)2  6x2+ 7xy+2)?

) 2
=1, su%i%y,x#—y,x#—?y)

H
H
H
H
H
H
H
3
.................................................................................... .’

Como la division es la operacién inversa de la multiplicacion, para
dividir expresiones algebraicas racionales, se multiplica por el
reciproco del divisor.

[cl

Para multiplicar

B

expre-

siones racionales utiliza-
mos la siguiente propie-

c

a _ ac
dad 3 -7 = pa

Conb,d#

B

También se puede sim-

plificar antes de
sar el producto.
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expre-
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Clase 1

(Continuacion)

(Continua en la siguiente pagina)

o/ ©
&? Ejercicio 7.2
Solucioén:

2(m+1)(m—4)
a) 5-3m
)_&
x(x+2)
x—3
x—6
-r3+5
d =5

e) —x(x —2y)
Sx+y

m+n

c)

[C]

Zijéi Ejercicio 7.3

(25 min) Solucién:

a)
(x+ 1) =1} (x+1)(x +2)
(x+2)(x=13)  (x—i1)2

x + 1)2%i(x — 1) (xi+ 2)!

(x+2) (xi-3)i(x = 1)?

(a2 +4) (5a+2)
b) (m = n)?
n
<) ala +3)
2a+1

d) [{x+3)(x=5)
4(x + 1)

e)a

bb-3
f
) b-6
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Unidad I. Leccion 7.
Clase 1

(Continuacion)

Clase 2

(Continua en la siguiente pagina)

o/ O
& Ejercicio 7.4.
Solucion:

a) 2(a+1)

5a
b) x-7
x+11
o _5
1-m
d) x(3x—2)2
x—1
e) x2(3x—7)
x—1

f) 3x—-1)(x—2)
x(x—5)(x +3)

g) 2(x—1)

x+3

[Hasta aqui Clase 1]
[Desde aqui Clase 2]

[A] (10 min)

Es recomendable que
ademas de sumar y restar
utilizando el método de
fracciones equivalentes,
se resuelvan por otros
métodos y que el estu-
diante decida cual es el
mas conveniente.

[B] (35 min)

Objetivo: [A] Determinar el minimo comuin denominador de
expresiones algebraicas racionales.
[B] Efectuar sumas y restas de expresiones

algebraicas racionales.

Evaluacion: [A] Ejercicio 7.5

x? Ejercicio 7.4. Calcule
)02—1L5a2—5a b) x2-49 . _ x+7

B

Para dividir expresiones

a+3  2a+6 B¥-121x ~ x2-1lx
20m—30 . 4m—6 9x2—4 392 + 2 racionales, utilizamos la
O et 935 52 Tod-no+an siguiente propiedad
o) 37 ;( x2+3x—4 sz—x—Z) f) 323 x+5 . Z+dis3 a.c_a d
X2+2x T \xB+x2-4x-4 xA+4x3 x2=25 x2-2x " x?-4x+4 b T d bd c
_ad
g) Encuentre una expresion algebraica racional que al multiplicarla por = be
conb,c.d#0.

2
X2+6x+9 o obtenga como resultado 20+3)
x2-1 x+1

Clase 2. Adicidn y sustraccion de expresiones algebraicas racionales

..................................................................................... N
. Y
H

: ':@f’ Ejemplo 7.3. Minimo comuin denominador y adicién de expresiones : [A]
algebraicas

1. Encuentre expresiones equivalentes a < 1 Y Y_% ,respectivamente

¢ yque ademas tengan el mismo denominador. =

: 4
Solucioén: Tal como en las fraccio-
a) 1 _ 1 . x-1 = xﬂl nes, al multiplicar nu-

H x+1 7 x+1 x-1 " (x+1)(x-1) :

: tienen el mismo denominador merador y denominador

porque ab = ba por un mismo factor, se
by -1 =-_1_,x+1__ x+1 _ :  obtiene wuna fraccién
x-1"x-1 x+1 "(x-1)(x+1) ; equivalente.

El producto (x + 1)(x — 1) es el minimo comun denominador (mcd) de
ambas expresiones algebraicas racionales. "
&
El minimo comun de-
nominador (mcd) se
obtiene al factorizar
completamente los
denominadores y se

2. Caleule—=7+ =7

Solucion:

1 1. x-1 x+1 ’ ) :
Pl oy e Sl r e igualando los denominadores :

_x—=1+x+1 )
DR expresando como una sola fraccion expresa el producto
: 2 H usando cada factor con
H SR DE=1) reduciendo términos semejantes ; el exponente més alto.

Para sumar o restar expresiones racionales, se igualan los denomi-
nadores (usando el mcd) y se simplifica el resultado si se puede.

[B]

2o+l _6x ER——
3. Calcule Piacsd  w2-at 3.2 justifique cada paso.

48 Unidad | » Leccién 7 « Clase 2. Adicion y sustraccion de expresiones algebraicas racionales
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Clase 2

(Continuacion)

%0 - ..
N Ejercicio 7.5.
Solucioén:
;I ............................................................................. . [‘1 a) ¥
olucion: =
2+l _6x 3 _ 2+l __ 6 3 752; x=3
Ptax+d 2-4 x—2 x4 w2 iz Para sumar expresiones
_2x1)-2)  6a(x+2) ,  3(+2) racionales encontramos b) L
T w+2)2(x-2)  (x+2)4x-2) " (x+2)%x-2) mcd y usamos la propie- (x - 1)2(x + 1)
_(2x+1)(x=2) = 6x{x +2) + 3(x + 2)? dad
(x+2)2(x=2) a,c_ate 0 (x—8)(x+5)
_2xX2—Ax+x—-2-6x2—12x+3x2+12x + 12 _
- r+27x-2) (x+4)(x-3)(x+38)
_ —x2-3x+10
T+ 2)2(x-2) d) 2(w+1
_ —(x2+3x-10) w+3
T (x+2)2(x-2)
_ —(x+5)x=2) e) .
(x+2)2x=2) (r—s)(r+s)
x+5 . *
=— (Six#-2) 2
eeeeeemeemeeneennemeeneeneee s e e . ﬁ@ f) 14x + 15
S .. na fraccién compleja —_—
g\‘ Ejercicio 7.5. Calcule es un cociente en el que (x - 3)(x + 3)
6x X 3 ., 2 | numerador y/o deno-
a) + b) + e v
X2=9 " x+3 e minador es una expre-
it 12 d) —Lo,wo, wiel sién fraccionaria.
X2+x—12  x2+5x-24 w+3 " w+l ' w2+4w+3 OI\S‘»
NS O [ 26 S 7 N Ejercicio 7.6
& v Te-nt oy xX2+6x+9  x2-9 ' x-3 [‘.' Solucioén:
. Ej .
o~ _—
3@: Ejemplo 7.4. Fracciones complejas Al trabajar con fraccio- _ 3
b_a nes complejas es impor- a)
o b.a plej p (x=1)(a-1)
Simplifique: 11 tante donde se coloca el
LTk sgno rs
Solucién: b o b-a  (bra)lb-a b) -
“ % _ ab  _ _ ab _(b+a)lb=-a) . b-a re=s
1_1" b-a  b-a ab " ab
a"b  ab ab ) x—-1
_ b+ a)p—allat] _ ‘ c
= b= =b+a,(sia,bz0 azb) X
X . .. .
& :JefCIC;O 7.6. Calcule d) Error al restar y dividir
S5 __ 3 r.s 1 .
g i-1a-1 o) 5 e las expresiones alge-
x—a r_s? 1+i .
e X braicas, la respuesta
d) Identifique los errores del siguiente planteamiento. correcta es
x—2 _ x—2 _x—=2 _ 1
vy & T x+2-2 B IR T ave
x x-1 x-1 x-1 (X+3)(X—1)
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Unidad I. Leccidn 8. Objetivo:  [A] Identificar el comportamiento de las graficas de
Clase 1y 2 funciones racionales.

[B] Determinar las asintotas verticales de una
funcién racional.

(Continda en la siguiente pagina)

Evaluacion: Ejercicio 8.1

[A]

%O - ..

e}\% Ejercicio 8.1

(10 min) Solucion:

i) Las gréficas a), b), c) y f)

“) Son expresiones racio- é\? Ejercicio 8.1. Compare las siguientes graficas: [A]
nales

Leccidn 8. Grafica de funciones racionales

Clase 1y 2. Grafica de funciones racionales

e Aunque el tema de
continuidad se abor-
dara hasta la ensefian-
za del célculo, es con-
veniente que en éste
momento se asocie al
comportamiento  de
las graficas mostra-
das en el ejercicio 8.1,

]

En las graficas del ejerci-

i) ¢En cudles funciones su dominio esta definido para todos los nimeros cio 8.1 determine cuales
como las que pueden reales? son las que pueden ser
trazarse sin levantar el ii) ¢Qué tipo de expresion tienen las funciones cuyo dominio no estd trazadas sin levantar el

, . definido para todos los reales? ldpiz de papel.
Iaplz del papel. A estas se les llama fun-

Las funciones d) y e) se les llama funciones racionales ciones continuas.

Definicién 8.1. Funcién racional

[B] (10 min)

Una funcién de la forma f(x) = % donde g(x) y A(x) son polinomios

es llamada funcidn racional, /(x) no es el polinomio de grado cero. [B] ['_=}°
. . &
° Hacer enfaSIS en que el Notacién | Terminologia
i . i T N T |Tseaproimiaa
signo utilizado en la no H @ Ejemplo 8.1. La siguiente gréfica corresponde a la funcién f{x) = XE 1t desde la izquierda
tacionx > a-yx-> a*, H H | (valores menores).
. . ¢ El denominadorx—1esceroenx=1,yse Y i xa |xseaproximaaa
no se refiere al signo del H ’ ‘ i desde la derecha
, . . H observa que: 3 2 (valores mayores)
nuamero, sino el sentido i Cuando x > 1~ entonces /{x) - —c0 : i W +eo|/lx) aumenta sin
. ¢ Cuando x > 1%, entonces f{x) - +o0 1 H limite
en el qUe nos aprOXIma- H 4 3 2 H flx) > =o0| f(x) disminuye sin
| lor d : Entonces la recta x = 1 se le llama asintota R o flimite
remos al valor de a. i Ento \ , L ¥Sve [x aumenta s I
+ vertical. 2 o) =557 ¢ mite
2 - H x—>—-c | x disminuye sin li-
H “ H mite
50 Unidad | » Leccion 8 » Clase 1y 2. Grafica de funciones racionales
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Objetivo:

[C] Determinar las asintotas horizontales de una
funcién racional.

[D] Graficar funciones racionales con denominador
de grado uno.

Evaluacion: Ejercicios 8.2y 8.3

[cl

Definicién 8.2 Asintota vertical
La recta x = a es una asintota vertical de la funcion, si:
Sx)> 400 6 flx) > —o0 cuandox > a* 6 x> a

O L
& Ejercicio 8.2.
a) Determine las asintotas verticales de las siguientes funciones:

al)f)=-1yy  aAfW=gg adfw=r )i =P3

b) Considere la grafica del Ejemplo 8.1.
b1) éQué sucede con los valores de f{x) cuando x - —oo?
b2) éQué sucede con los valores de f{x) cuando x = +o0?
La recta y = 0, que coincide con el eje x, es la asintota horizontal de la
funcién.

Definicién 8.3 Asintota horizontal
La recta y = ¢ es una asintota horizontal de la funcién,
si f{x) = ¢ cuando x = +o0 6 cuando x = —oo.

B

En esta leccién sdlo se

Determinacion de las asintotas horizontales:

. Ay X"+ a,_ 1 X"+ L+ ax + a
Si f()() - n n-1 - 1 0
by xm+ b, x4 L+ bix + by

donde a,#0y b, 20

1. Sin<m, entonces y = 0 (el eje x) es la asintota horizontal de la funcién.
. a, . ) .
2.Sin=m, entonces y =b—" es la asintota horizontal de la funcion.
m

3. Sin > m, entonces no hay asintota horizontal.

&z Ejercicio 8.3. Determine las asintotas horizontales de las siguientes
funciones racionales:

3) fIx) = 4o b) /i) = 254 o) )= 5%

Sugerencias para trazar la grafica de una funcién racional: [D]

a) Encontrar los puntos de interseccion con el eje x, es decir, los ceros del
numerador.

b) Determinar y trazar la asintota vertical con una linea punteada.
c) Encontrar el punto de interseccién con el eje y.
d) Determinary trazar la asintota horizontal, si existe.

e) Trazar la grafica en cada una de las regiones del plano determinadas
por las asintotas.

Unidad | » Leccién 8 » Clase 1y 2. Grafica de funciones racionales

trabajara con denomi-
nador de grado uno.

51

Clasely2

(Continuacion)

(Continua en la siguiente pagina)

o/ O
&? Ejercicio 8.2

(15 min)
Solucidn:
al)x=-3
-_1
a2)x= >
a3)x=0
ad)x=0

b1) Se aproximan a cero

b2) Se aproximan a cero
[C]

§’§2 Ejercicio 8.3
(10 min) Solucidn:

a)y=0
-2
b)y_ 3
C)y=-%
[D] (20 min)
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Clasely2

(Continuacion)

(Continua en la siguiente pagina)

En estos ejemplos se
debe hacer énfasis en
determinar la forma
general de la grafi-
ca, poniendo especial
atencién a la forma en
que la grafica se apro-
xima a las asintotas.
Localizando sélo unos
pocos puntos, como los
correspondientes a los
puntos de interseccidn
conlosejesxyyolain-
terseccidn de la gréfica
con una asintota hori-
zontal.

':@:' Ejemplo 8.2.

a) Trace la grafica de f(x) = -

2x-1

al) Interceptos con el eje x Igualando el numerador a cero

x =0, entonces se ubica el punto (0, 0)

a2) Asintotas verticales
Considerando el denominador
2x—-1,2x—-1=0, entonces x = %
Se traza con una recta punteada

x=3

a3) Intercepto con el eje y
0
fl0) = 20)-1 = 0 el punto es (0, 0). Es el

mismo que se obtuvo en al)

a4) Asintota horizontal
Como el grado del numerador es igual
al grado del denominador, entonces la

asintota horizontal es y = %

a5) Trazar la gréfica en cada regién Como la
asintota vertical divide al plano en dos
regiones:

R1: la region a la izquierda de x = %
R2: la region a la derecha de x = %

Con los interceptos o algun valor de prueba
se traza la forma general de la grafica.

b) Dada la siguiente informacion: asintotas y puntos de la gréfica. Grafique y encuentre la férmula de la

funcion racional.

b1) Asintota horizontal: y =0

b2) Asintota vertical: x = -1

b3) Intercepto en y: (0, —3)

b4) El grado del denominador es 1

Solucion:

Si la asintota vertical es x =—1, entonces x + 1 =0, y el denominador es x + 1.
Como existe la asintota horizontal y = 0, entonces el grado del numerador es menor que el grado del

denominador.

Sabiendo que el grado de este es cero, entonces f(x) =

Para obtener la expresién del numerador se considera el

punto (0, -3).

. B __
j(O)-O+l- 3asiquea=-3
Podemos concluir que f(x) = —

y la gréfica esla de la figura 7
de la derecha.

52 Unidad | » Leccion 8 » Clase 1y 2. Grafica de funciones racionales
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O i
&z Ejercicio 8.4.
a) Grafique las siguientes funciones racionales
_4
x+1

271 = 503

al) fix) =

a3) fv) = 357
ad) 1) = =%
a5) /19 = 3.7
a6) flx) = 5.

b) Encuentre una ecuacién de una funcién racional f cuyo grado del
denominador sea 1y satisfaga las condiciones dadas.

b1) asintota vertical: x =3
asintota horizontal: y =0

Interseccion con el eje y: (0, 2)

b2) asintota vertical: x = —%
asintota horizontal: y = 1
interseccion con el eje y: (0, 0)

Unidad | » Leccién 8 » Clase 1y 2. Grafica de funciones racionales
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Clasely2

(Continuacion)

o/ O
é\g Ejercicio 8.4
(25 min) Solucién:

al) \s\y

1) /) = -2

b2) f1r) =52

8
6
.
8 -6 -4 -2 5 2 ) 6 8X
-4
-6
-8
-10
-12
a3)
1
-2 -1 1 2 3 4x
-1
-2
a4d) 4y
.
2
X
8 6 -4 2 2 4 8
=2
.

EEE) T o———
-1
-2
ab) %
1
= - = 1 2 30X
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i i6 Objetivo: [A] Analizar el comportamiento de la grafica de la
nidad I. Leccion 3.
Clasely2 funcion valor absoluto.
(Continta en la siguiente pagina) [B] Graficar la funcién valor absoluto.

Evaluacion: Ejercicio 9.1

[A] (20 min)

204 Ejemplo 9.1 . . .
Leccién 9. Funciones especiales

« El dominio de f es R, Clase 1y 2. Grafica de la funcién valor absoluto

porque el valor abso- @ Ejemplo 9.1. A continuacién se mostraran dos maneras de analizar la [A]

. grafica de la funcién de valor absoluto.
luto de x existe para

todo numero real x. 1. Considere las graficas de f{x) = x, f(x) = —x y f(x) = |x|
. . y y y
Si x esta en R, entonces B 5 s
S=x) = [=x| = |x| =f(x) : | = i
Por lo tantO,feS una fun_ FEEAA T HEE A Ny FEEA iy
cion par. N : SRLRE
Y como f'es par, su grafica 9%
[ Note que la gréfica de f(x) = |x| se vera como la graficay =x parax>0
es S_Imetrlca con respecto y como la graficade y =—x parax<0 |x] =x,six>20
al eje y. x| =—x,six<0
. 2. Si se conoce la gréfica de f(x) = x, éCémo podemos obtener la grafica
Por lo que se analizan dos de /() = |12

maneras de obtener la
e _ e Se grafica el trazo que se ubica

graﬁca de f(x) - |x| sobre el eje x

e La parte de la gréfica que estd
por debajo del eje x se refleja con
respecto a este eje.

T2 3y

Tl i =x

[B] (25 min) Para los valores de x tales que x es % La linea punteadase
positivo o cero el valor absoluto no refleja sobre el eje x

P tiene efecto en la gréfica. Para valores

Z@.‘ Ejemplo 9.2 de x tales que x es negativo, el valor absoluto es positivo y por eso se

refleja sobre el eje x.

':@:' Ejemplo 9.2. Grafique y = |x + 2| [B]
¢ Utilizando el método anterior, graficamos y = x + 2, encontrando el
intercepto en x (-2, 0) y como la pendiente es positiva, se refleja la
parte de la grafica que estd bajo el eje x que corresponde a x < 2.

e Esta manera es reconociendo que el valor minimo posible para y es
cero.
Entoncesx—2=0yx =2, por lo que el punto minimo de la gréfica sera
(=2, 0) y de x = =2, considerando la misma cantidad de unidades a la
derechay a la izquierda, el valor de sus imagenes serd la misma.
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Clasely2

(Continuacion)

o/ O
e)\% Ejercicio 9.1

Solucioén:
x=-2 a)
Tres unidades Tres unidades al)
a laizquierda ala derecha y
x=-5 x=1 .
f=5)=|-5+2|=3 J)=11+2]=3 3
Entonces f(5) =£(1) j
e También se puede obtener la grafica de f{x) = |x + 2| desplazando la S o4 2 12 3 4 sy

gréfica de f(x) = |x| dos unidades a la izquierda.

X
& Ejercicio 9.1.
a) Grafique las siguientes funciones.

al) flx) = |-x| a2) flx) = |x +3| a3)/lx) = [x-1]
a4) /()= [2-x]| as) flx) = | 2x| a6) flx) = |2x 5|
b) Considere la grafica de la derecha, ¥y
équé diferencia a las graficas 3
S&) =l=x] yflx) = =|x]? :
R N
- fix)==Ix|

c) Explique por qué la funcién
flx) =|x| + x en el intervalo (—o0, 0) es 0

/) = Ixl+x

o 3 2 1 Tz 3 4y

Unidad I » Leccién 9 » Clase 1y 2. Grafica de la funcién valor absoluto 55

b) Que la ubicacion del signo cambia la ubicacion de la grafica.

|x]+x
-x+x
0

c) Porque si x < 0, entonces f{x)
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Unidad I. Leccion 9.
Clase 3

(Continda en la siguiente pagina)

Objetivo:
numeéricas.
[B] Graficar la funcién mayor entero.

Evaluacion: Ejercicio 9.2

[A] (5 min)
@ Ejemplo 9.3

b) Si 2 < x < 3, entonces
y=2

[B] (40 min)

e Esta grafica también
recibe el nombre de
funcién  escalonada,
es un ejemplo en el
que los estudiantes
pueden comprender
muy bien el concepto
de discontinuidad.

Clase 3. Funcion mayor entero

':@’ Ejemplo 9.3. [A]
a) éCudl es el mayor nimero entero que es menor a 2.35? -
¢Cudl es el mayor nimero entero que es menor a —\/g? EI

El simbolo [x] se lee
“mayor entero de x”

Lo anterior se representa como:
[2.35] =2
[-/5]--3

Definicion 9.1
Si x es un numero real, el simbolo [x] se define como: [x] = n, donde
n es el mayor entero tal que n < x.

[B]
b) Considere la siguiente tabla de y = [x]:
1 1 1 1
S 3 ‘f\o\f\?\l
sl alalololol]ns

Si2<x<3,écudl es el valor que le corresponde ay? R: 2.
A la funcidn anterior se le llama funcién mayor entero.

Definicién 9.2
La funcién mayor entero f esta definida por f(x) = [x] = n,
n<x<n+1l,donden €7 yx€R.

c) Trace la grafica de f{x) = [x]

X ‘ -2<x<-1 -1<x<0 ‘ 0<x<1 ‘ 1<x<2
f(x)‘ 2 ‘ ~1 ‘ 0 ‘ 1
e (Cual es el dominio? Vi — '7[?,&—
El dominio es el conjunto de los Siempre que x se en-
, 3 —o l
ndmeros reales. cuentre entre r?umeros
2 —o enteros sucesivos, la
e ¢(Cudl es el rango? P R — parte correspondiente
El rango de fes el conjunto de los ————— 2 de la grafica es un seg-
enteros. —do mento de una recta ho-
e |, JW)=Ix] rizontal.
e ¢Cuales son los interceptos?
- — =
Interseccion en x: todos los puntos
-
donde0<x<1

Interseccion en y: (0, 0)

A esta grafica también se le llama funcidn escalonada. Esta funcion
exhibe una discontinuidad.

56 Unidad | » Leccion 9 » Clase 3. Funcion mayor entero
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Clase 3

(Continuacion)

d) Analice la siguiente gréfica:

IS T S ‘

e Complete la tabla:

x y
—-2<x<-1 4
-1<x<0

O0<x<1
1<x<2

e ¢Cudl es la ecuacion de la
grafica?

R i ) - .
X Ejercicio 9.2. Grafique las siguientes funciones.

a) flx) = [2x]
b) /=[5 ]
c) flx)=—-Ix]
*d) f(x) =[]
&) fix) = [x-2]

*) f1x) = [1-x]

Unidad |  Leccién 9  Clase 3. Funcién mayor entero

d)

X Yy
—2<x<-1 4
-1<x<0 2
0<x<1 0
1<x<?2 -2

La ecuacion de la recta es
flx) ==2[x]
%
& Ejercicio 9.2.
Solucion:
'y -
a) b w
4 -2 o 2 4 X
-0 =2
o-o.-o -6
b)
s
3 -
2 *—0
1 *~—0
-6 -5 -4 -3 -2 -1 1 2 3 4 5 X
*—-1
*———o0 -2
*~—0 -3
- -4
c)
= s
*—0 3
*—0 2
-—q1
5 -4 -3 -2 -1 1 2 3 4 5 6 X
57 2 —
3 )
-4 *—0

d) o~ y e) y = f) =
o—e 3 3 0 o—e 3
o—e 2 2 o o—e {2
Oo—e 1 1 =0 O—e 1
S -4 -3 -2 -1 1 2 3 4 6 x = 4 -3 2 -1 123 4 5 6y S -4 3 -2 -1 12 3 4 5 6 x
-1 -11 &0 -11 o—e
-2 Oo—e -2 =0 -2 Oo—e
-3 o—e -~ -3 o—e
-4 Oo—e =0 4 -4 Oo—e
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Soluciones Ejercicios Unidad I. Leccion 3

0/ o 0/ 0 [
& Ejercicio 3.2. Pag. 23 & Ejercicio 3.3. Pag. 24 & Ejercicio3.4.  Pag. 24
(20 minutos) (10 min) Soluciones (10 min) Soluciones
Resolver. los ejerciciqs y discutir a) CS: {1, ir«/gi} 2) CS: {+1, ¢ /1 i
las soluciones en la pizarra. \/g 2
Soluciones: b) CS: {£3, iTi} b) CS: {+i}
a) CS: {2, £3} c)CS:{#i,£v31i
7 0) CS: {3, 4/ % i) yesi }

b) CS: {£v2, %2 . :

yesid ; } d) Cs: { £1, £2) d) CS: {13, 23 1)
c) CS: {+ 3, +2} e) CS: {i'2l, i’\/g} E) CsS: {il}

d) Cs: {1, £ 3}
o, 0\
€) CS: {+2, /3 ) & Ejercicio 3.5. Pag. 24

(10 min) Soluciones

a) CS: {0, £1/3, +2i}
b) CS: {0, +/3 i, i}

Soluciones Ejercicios Unidad I. Leccién 4

?ﬁ? Ejercicio 4.6. Pag. 38
(10 min) Soluciones:

a) CS: (-8,4)U (4, +o0)

b) CS: (—o0, —=5)

) CS: (=00, =5)U (-3, 1) U(1, + o)
d) CS: {0} U (2, +o0)

e) CS: (=00, -2] U {%} U2, +0)

Soluciones Ejercicios Unidad I. Leccion 5

%
6\? Ejercicio 5.4. Pdg. 42
(25 min) Soluciones:

a) CS: {2, 6} b) CS:{~3, —7} ¢) CS: {—% %} d) Cs: {—% %}
e) Cs: {—% 2] fes:{-1, %} g) CS: {% %} h) CS: {4, 2}
i) CS: {—1, %} j)cs: {21
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Matematicas Il

Unidad Il

Funciones trascendentales

1. Competencias de la Unidad

1.

O Nk WN

Identificar las caracteristicas de las funciones exponenciales para establecer su definicion.
Identificar las propiedades de la funcidon exponencial.

Graficar funciones exponenciales.

Identificar las caracteristicas de las funciones logaritmicas para establecer su definicion.
Identificar las propiedades de la funcidon logaritmica.

Graficar funciones logaritmicas.

Identificar las propiedades de la funcion seno y coseno.

Graficar funciones seno y coseno.

2. Relacion y Desarrollo

——— Matematicas Il )——— % slgebra

Matematicas 72 /—< Matematicas 92 >ﬁ

Potenciacién Polinomios

Semejanza de tridngulos

Criterio de semejanza de tridngulos
rectangulos

Matematicas 82

Polinomios @

@ /—< Matematicas | >ﬁ

Unidad I: Fundamentos de aritmética 'y

) Unidad II: Introduccién a la trigonometria
Unidad Il

e Leccién 1: Funciones Exponenciales
e Leccién 2: Funciones Logaritmicas

e Leccidén 3: Resolucién de triangulos
e Leccion 4: Las graficas de funciones

J

4

/—< Matematicas IV >ﬁ

trigonomeétricas
/ Unidad I: Trigonometria
Unidad IV: Derivada de funciones tras-
cendentales
J

Matematicas IlI

Unidad IlI: Geometria analitica

Unidad Il  Funciones trascendentales 65



3. Plan de Estudio de la Unidad (39 horas)

66

Leccion Clase/hora Contenidos Términos y signos
1. Funciones Ex- | 1,2 Potenciacién: Exponente natural Base, exponente, poten-
ponenciales ciaan=b
3y4d Potenciacién: Exponente entero | a="= %
>y6 Radical 1 Raiz, indice, cantidad sub-
radical Y/a =b < br=a
7 Radicales 2 minfa
8 Exponente Racional a = " a
9y 10 Exponente racional y real
11y12 Definicion de funciones | Funcion exponencial f{(x)
exponenciales =a*
13y 14 Caracteristicas de las graficas de | Dominio, rango, inter-
funciones exponenciales cepto, asintotas, crecien-
te, decreciente
15 Ecuaciones exponenciales a‘=a’>x=y
16 Ecuaciones exponenciales 2 (reduc-
cién a ecuacion de segundo grado)
Ejercicios de leccion
2. Funciones 1 Logaritmos log: logaritmo.
logaritmicas y = logaritmo, x se abre-
via como: y =log, x
Calculo de logaritmos
Propiedades de los logaritmos
Logaritmos comunes y logaritmos | In: Logaritmo natural;
naturales logip x = log x: logaritmo
comun
5y6 Funcién logaritmica v = f(x) = log, x es una
funcién logaritmica
7y8 Ecuacion logaritmica
3. Resoluciénde | 1 Angulo inscrito Angulo central.
triangulos Angulo inscrito
2 Laley de los senos (Demostracion)
3 La ley de los senos (Calculo de la
medida de un lado)
4 La ley de los senos (Calculo de la
medida de un dngulo)

Unidad Il ® Funciones trascendentales




Leccion Clase/hora Contenidos Términos y signos
5 La ley de los cosenos
(Demostracién)
6 Aplicacién delaley de los cosenos:
calculo de la medida del lado
7 Aplicacién de laley de los cosenos:
calculo de la medida del dngulo
8 Aplicacién de laley de los cosenos:
discriminacion del angulo agudo,
recto y obtuso
9 Calculo del darea del tridngulo
utilizando el seno
Ejercicios de la leccion
4. Las graficas 1 Graficas de seno y coseno funcidn periddica,
de las periodo
funciones 2 La grafica de tangente, secante, | asintota
trigonome- cosecante y cotangente
tricas 3 Amplificacion y desplazamiento | amplitud
vertical
4 Desplazamiento lateral
5 Cambio del periodo
6 Grafica de la forma general

Ejercicios de la leccion

Problema de la
Unidad

Problema de la Unidad A

Problema de la Unidad B

Unidad Il  Funciones trascendentales
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Puntos de leccion

Leccion 1: Funciones exponenciales

En esta leccion se trata de hacer un repaso de las propiedades de los exponentes cuando este son
naturales, luego se introduce el comportamiento de las potencias cuando el exponente es entero
negativo, cero, racional y real, lo que puede generar algunas dificultades en los estudiantes ya que
deben generalizar las propiedades aprendidas anteriormente.

También se pretende establecer una relacion entre los radicales y las potencias como operaciones
inversas Ya =b ¢> b"=a, ademas se incluyen ejercicios de potencias raices con variables.

Es importante que los estudiantes tengan dominio sobre estos contenidos para poder dar paso al
desarrollo de las funciones exponenciales, donde es necesario que se apliquen las propiedades vistas.

En este caso se estudiaran funciones sencillas ya que lo que se busca es la conceptualizacion y que
los estudiantes puedan analizar su gréfica, es decir identificar intercepto, rango, dominio, asintotas
y si es creciente o decreciente, a la vez se pretende que aprendan a graficar funciones cuando hay
desplazamientos paralelos (horizontal f(x) = a**?, o vertical f(x) = a* + b). Tenga en cuenta que este
contenido le sera util en Matematica IV unidad | y IV.

En la clase 9 y 10 se hace una breve introduccidén de la resolucidon de ecuaciones exponenciales en
donde se tratan casos sencillos que para su resolucién basta con igualar bases y hacer las operaciones
necesarias, no se consideraron los casos donde se debe aplicar logaritmos para igualar bases porque
para este curso basta con la conceptualizacién y solucién de ecuaciones sencillas.

Leccion 2: Funciones logaritmicas

Se introducen los logaritmos dandole significado a la y en la expresion x = 3%, en la leccién se concluye
que un logaritmo es un exponente estableciendo la relacion que y = log, x si y sélo si @’ = x. En primera
instancia los exponentes son numeros enteros positivos, luego negativos y por ultimos ndmeros
racionales, de manera que se gradue el nivel de dificultad y que los estudiantes no utilicen calculadora.
Las propiedades de los logaritmos (producto, cociente y potencia) se deducen usando tablas, luego se
aplican para reducir o expandir una expresién logaritmica.

Con las bases 10 y e = 2.7182... se definen los logaritmos comunes y naturales respectivamente, estas
logyx
logra

bases se usan para definir el cambio de base ( log, x = ) en los logaritmos que es utilizada para

encontrar los valores de algunos logaritmos.

Se aprovecha la definicién de logaritmo para definir la funcién logaritmica ya que a cada valor de x
corresponde un Unico valor de y, se hace énfasis en si la base @ >1 0 si 0 < a <1 para determinar
la tendencia de la grafica de la funcidn, se analiza que el eje y es una asintota vertical (en ejercicios
posteriores la asintota vertical se desplazara a la izquierda o a la derecha). Luego se grafican en el mismo
plano la funcién logaritmica (v = log, x) y la funcidn exponencial (y = 2*) para concluir que estas graficas
son simétricas respecto a la recta y = x (una es la inversa de la otra).
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Se concluye esta leccion definiendo una ecuacidn logaritmica como aquella ecuacién en la cual la variable
es parte del argumento de un logaritmo. Se resuelven las ecuaciones logaritmicas convirtiéndolas en su
forma exponencial y/o aplicando las propiedades de los logaritmos.

Leccidon 3: Resolucidon de triangulos

En el Libro del Estudiante se tratan ejemplos donde aparece sdélo los angulos especiales como ser 30°,
45°,60° etc., por lo tanto, no hay necesidad de utilizar la calculadora.

Para dar la relacidn entre los senos y el radio de la circunferencia circunscrita, se utiliza la relacién entre
los dngulos inscritos, que es el tema de la Clase 1.

Tenga en cuenta que la ley de seno da la relacidn.

Leccidn 4: Las graficas de funciones trigonométricas

Se trata el ejemplo y = sen(f — 60°) donde no se usa la unidad de medida radian, la razén es porque si
se utiliza radian y se plantea el problema como y = sen(d - % ), hay que usar fracciones, decimales, etc.,
lo que complica el aprendizaje.
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Unidad Il. Leccion 1.

Clasely2

(Continda en la siguiente pagina)

[A] Concepto de po-
tencia

L0 Ejemplo 1.1

(15 min)

M: ¢Qué se pide encon-
trar en el problemay cua-
les son los datos con los
que se cuenta?

RP: La cantidad de ahorro
que tendra la nifa en en
tres, cinco y diez dias.
*Es importante que el es-
tudiante se dé cuenta que
el comportamiento de los
datos es una potencia de
dos, a medida pasan los
dias el ahorro aumenta.
*El docente pide a los es-
tudiantes que represen-
ten las cantidades como
potencia.

M: ¢éCudles son las partes
de la potencia?

*Hacer reforzamiento de
los significados de cada
elemento de la potencia.
RP: Base, exponente y el
resultado de la potencia-
cion.

Definicion 1.1

Concluye en el concepto

de potencia e identifican
los elementos de la misma.

o/ O
6}‘2 Ejercicio 1.1
(15 min) Soluciones:

al) 24 a2) (1.2)3
a3) (=5)5  a4) (%)3
a5) <_%>3 a6) y4

Objetivo:

Evaluacion: Ejercicio 1.1

[A] Definir una potencia con exponentes naturales.

H

H

Leccion 1. Funciones exponenciales

Clase 1y 2. Potenciacion: Exponente natural

@ Ejemplo 1.1. Una nifia ahorra todos los dias, cada dia aumenta su
ahorro al doble. Si comenzé con L. 2.00.

¢éCuanto dinero tiene al tercer dia?

¢Cuanto dinero tiene al quinto dia?

¢éCuanto dinero tendrd en 10 dias?

§ Solucién:
¢ El primer dia tiene: 2

H

: El segundo dia tiene: 2 x2 - aumenta el doble.

: El tercer dia tiene: 2x 2x 2 > el doble del segundo dia.

* Al tercer dia tendrd 2 x 2 x 2 = 8 lempiras ahorrados.

H

2 x 2 x 2 se puede expresar utilizando potencias como 23 =8

* Al quinto dia la nifia tendrd: 2 x 2 x 2 x 2 x 2 = 25 = 32 lempiras.

H

* Alos 10 dias la nifia tendra 210 = 1,024 lempiras.

P 23, 25, 210 son ejemplos de potencias.

r»exponente

Definicién 1.1
La potencia es una forma abreviada de escribir un producto formado
por varios factores iguales.

%

é‘% Ejercicio 1.1.

a) Escriba en forma de potencia.
al)2x2x2x2

a3) (=5) (=5) (=5) (=5) (=5)

a2)1.2x1.2x1.2

) (3)(2)(2)

[A]

|

En23=8

2 representa la cantidad
que se multiplica.

3 representa el numero de
veces que se multiplica2y
8 es el resultado de la po-
tenciacion.

La lectura en potencias:
22: dos al cuadrado

25: dos a la cinco

210: dos a la diez

Base: es el nimero que se
multiplica por si mismo.

Exponente: indica el nu-
mero de veces a multipli-
car la base.

as) (-4)(-5)-7) a6) (1)) )
b) Calcule

b1) 43 b2) (—%)5 b3) (~0.1)2

ba) (-3)5 bs) (%)3 b6) (22)?

b7) ( 7%,‘)4 b8) (4x)2 b9) 7(2x)?

60 ‘ Unidad Il » Leccion 1 » Clase 1y 2. Potenciacion: Exponente natural
bl) 64 b2) - 243 b3) 0.01
8 3

b4) -243 b5) 125 b6) 8z
b7) 3_11 x4 b8) 16x2 b9) 56x3
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Objetivo:

positivo.

[B] Calcular potencias de igual base y exponente

Efectuar operaciones de multiplicacion y divisién

de potencias de igual base.

Evaluacion: Ejercicio 1.2

g @ Ejemplo 1.2. Encontrar el nimero en la casilla

fa) (-2t x (202 = (20 b) (~2)° +(-2)* = (-2)]
o) (27 = (-2 d) 2332 x= (]

: e) (8x*y?)(-3x3y) = —24nyD f) (%’;:)2 = %XD

. Solucién:

Pa) (-2)*x(=2)* =(~2)(-2) (-2) (-2) x (-2) (~2)

: 4 veces (-2) 2 veces (—2)

-
= 22222 -2)

6 veces (-2)

= (-2

cinco veces (-2)
(Satinadhigsidh il

E e L E28(F2) (F2) (F2) (2) (2) L,
R T == N = i

T
tres veces (—-2)
= (-2

§C) (2P = (£2)(=2),x (-2) (=2),x (-2) (-2)

\2 veces (—2) 2 veces (—-2) 2 veces (—2))

3 veces (-2 x =2)
=(-2)(-2) (-2) (-2) (-2) (-2)
=(-2)

td)adex?x=xoxexcxxx
H = x3+2+1=x6

i) (8x4y2)(=3x3y) =8(=3) x-x X x-X-x-X-y-y-y
: = 2Ax4+3 2+l = 47 )3

.......................................................................................

[B]

&
El exponente 6 surge
de sumar los exponen-
tesdy?2.

(-2)e2= (28

B
En b) el exponente surge
de restar los exponentes
5y3.

(-2p-2=(-2p

B
En c) el exponente 6 sur-
ge de multiplicar los ex-
ponentes 2y 3.

(-2p3 = (-2

&
Cuando se tienen varia-
bles también se puede
aplicar las operaciones
con los exponentes.

Unidad Il » Leccion 1 » Clase 1y 2. Potenciacion: Exponente natural 61

*Hacer que los estudiantes se den cuenta que las propie-
dades de las potencias se aplican a las expresiones alge-
braicas de igual manera que a las expresiones numéricas.

*Definir las propiedades de las potencias

Clasely2

(Continuacion)

[B] Propiedades de las
potencias con exponen-
tes positivos

@ Ejemplo 1.2

(15 min)

*Presentar en la pizarra
el ejemploy pedir que lo
resuelvan sin consultar
el Libro del Estudiante.
M: ¢Qué propiedad apli-
camos en el inciso a, dy
e?

RP: Multiplicacion de
potencias de igual base
M: ¢Qué propiedad apli-
camos en el inciso b?
RP: Division de poten-
cias de igual base

M: ¢Qué propiedad apli-
camos en el inciso c?
RP: Potencia de una po-
tencia.

*El docente hace pre-
guntas en que consiste
cada propiedad con el
objeto que el alumno
recuerde las reglas vis-
tas en octavo grado.

Concluirque ena,dye
se copia la base y se su-
man los exponentes

Concluir que en b se co-
pia la base y se restan
los exponentes.
Concluir que en c se co-
pia la base y se multipli-
can los exponentes.

[Hasta aqui Clase 1]
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Clase 2

(Continuacion)

[Desde aqui Clase 2]

o/ O
e}‘% Ejercicio 1.2
(15 min) Soluciones

2 w(-L)
(13 d)(-2x)°
e -5 (%)
g) x? h) 5xy2
)3 ) (—2)8

25x15
k) (=y)° W
12
)= n) =30y

[C] Propiedades de po-
tencias de igual expo-
nente

':@:‘ Ejemplo 1.3

(15 min)

Presentar los ejercicios
del ejemplo y permitir
que los estudiantes los
resuelvan sin consultar
el LE.

*Hacer preguntas simila-
res que en [B] para dedu-
cir las propiedades

M: Todo nimero elevado
al¢éseraigual a?

RP: A si mismo

M: En la multiplicacién
de potencias de igual ex-
ponente ¢Qué se hace?:
RP: Se multiplican las
bases y se copia el expo-
nente.

Objetivo:  [C] Calcular potencias de igual exponente y diferente

base.

Evaluacion: Ejercicio 1.3

De los ejemplos anteriores surgen las siguientes propiedades: [%%7
Las propiedades se pue-

Propiedades de los exponentes den nombrar:
Para todo nimero real a # 0 y dos nimeros naturales m y n se tiene: 1) Multiplicacién de po-
1) amxar=an+n 2)am+ar=an-n 3) (am)" = amxn tencias de igual base.

2) Divisién de potencias
de igual base.

%\? Ejercicio 1.2. Escriba en la forma de potencia aplicando las propieda- 3) Potencia de una po-
des de los exponentes. tencia.
1\3( 1)\4
a)35x 32 b) (77) (77) ¢) (1.3)2 (1.3)2
SNV, eye . (13 C1\eL (=16 Puede dejar los resulta-
d) (=2 (-2v) e) (=5)°+(=5) f)( 4) ’ ( 4 ) dos como potencia.
34,5 o
8) (o)t (x)° h) DL i) (=30
3.2\5
. EAYA _ 2 27y
N [(-27] 9 [ (55
m) —144%4b5 n) 36x%8
—18a?h10 —12x8)5

......................................................................................

H Y Ejemplo 1.3. Calcular : [cl

ia)53+52 b) 42 x 32 €)62+32 7[%&
H : ¢Qué tienen en comun
las potenciasen by c?

B

¢ Solucion: :
$a)53+52=53-2=51=5 p)42x32=4x4x3x3=4x3x4x3=(4x3pP:

=122=144 H
: L2067 _6x6 _6 6 _(6) _5_ : En a) 5 estd elevado al
;‘c) 62+32= 32 °3x3 - 3%3° (?) =22=4 ; exponente 1y es igual
De los ejemplos anteriores surgen las siguientes propiedades. as.
Seaaz#0 Las propiedades 4,5y 6
Aat=a 5) anx b7 = (a x by 6)an+br=(a+b)y se pueden nombrar
(4) Todo nimero eleva-
do al exponente 1 es
X.) igual al mismo nu-
% Ejercicio 1.3. Escriba en la forma de potencia aplicando las propieda- mero.
des de los exponentes. (5) Multiplicacién de po-
a) (=5)t b) (7%)1 o) (~2.4)1 tencias de igual ex-
ponente.
d) (—4)3 x 33 2\5 (15 £) (=0.2)7 x (3.5)7 (6) Division de potencias
)apx el <3 ) (4) ) yx33) de igual exponente.
g) (12)+ (4)° h () +(-2) i) (7.2 + (1.4
AR k) (5x)2 x (2) ) (122)* + (4w)*
62 Unidad Il » Leccién 1 « Clase 1y 2. Potenciacién: Exponente natural
L %0 .. . .
M: En la divisiéon de poten- . Ejercicio 1.3. (15 min) Soluciones
cias de igual exponente. a) =5 b) _% c)-2.4 d)(-12)3
éQué se hace? 13 15 \s
.o — 7 3
RP: Se dividen las bases y se e) <g) f)(=0.7)” g)3 h) (— ) )
copia el exponente. o (36\3 . 3z \4
)(22P Dy waowp  (3)
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Objetivo:

cero.

Evaluacion: Ejercicio 1.4

[A] Calcular potencias de igual base y exponente

Clase 3 y 4. Potenciacion: Exponente entero

i *QF Ejemplo 1.4. Calcular
: 35+35 x4+ x4
Solucién:

35:35=35-5=30

35_3x3x3x3x3_ XA _x-xexex _

H x4+ xt=x4-4=x0 H
¢ Desarrollando las potencias Iguales Iguales }
: 1 :

357 3x3x3x3x3 "~ x4 xexexex

. De los dos calculos anteriores se puede concluir que: 30=1; x0=1

A -

Surge la siguiente definicion.

Definicién 1.2
Para un niumero “a” diferente de cero se define que a®=1.

é’,\i’ Ejercicio 1.4. Calcular

2% b) (—5)° 9(5)+ (5
d) (-1.8)° e) (-15)0 = (7)° f) (=2)° (-3)°

g) (1.5)3 + (1.5)3 h)x3+x3 i) [(-15p))
)25 k) (3227)7 +

‘:@f Ejemplo 1.5.
Escriba en la forma de potencia aplicando las propiedades de los
i exponenete 23 + 25

Solucién:

Aplicando propiedad (2) division de potencias de igual base se tiene:
23+25=23-5=222

¢ Desarrollando la division de la forma %~ se tiene:

¢ Aplicando la propiedad (2) de division de potencias de igual base se tiene:

[A]

&

Todo nimero real dife-
rente de cero elevado
al exponente cero es
igual 1.

Para demostrar que
.
. a
a® = 1 se tiene o =1.
Todo numero dividido
entre el mismo da 1.
Por lo tanto, aplicando
division de potencias
de igual base se tiene:
x
A - x-x= g0

a

Como ¢*+a*=a’y tam-
bién es igual 1, se con-
cluyequea®=1

(8]

B
El exponente que resul-

ta es exponente entero
negativo.

b

H 3
foaigs2__ 2x2x2 11

25 2Xx2x2x2x2 2x2 22

. . . . 1

Por los calculos anteriores se puede inferir que 2-2 = 52
Vececccccccccccccsccccccscsccccscscsccccscscsscscscscsccscscsssssscccssssssscsssasnns -
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[B] Exponente negativo

"@: Ejemplo 1.5. (15 min)
*Presentar el ejercicio en la pizarra
y hacer preguntas de induccién para

deducir la propiedad de los expo-
nentes negativos.

Unidad Il. Leccion 1.
Clase3y4

(Continua en la siguiente pagina)

[A] Exponente cero

@ Ejemplo 1.4

(10 min)

*Presentar el ejemplo en
la pizarra y permitir que
lo resuelvan sin ayuda.
M: ¢éQué propiedad se
puede aplicar para resol-
ver el ejercicio?

RP: Divisidn de potencias
de igual base o divisién
de potencias de igual ex-
ponente.

M: Al aplicar la divisidn
de potencias de igual
base ¢Qué sucede con
los exponentes?

RP: Resulta cero, es decir
queda tresalaceroyxa
la cero.

M: Al aplicar la divisidn
de potencias de igual ex-
ponente ¢Qué resulta?
Resulta 1 elevadoala5y
1 elevado a la cuatro

M: ¢A qué es igual uno
elevado a cualquier ex-
ponente?

RP: A1

M: ¢Qué se puede con-
cluir de las potencias ele-
vadas al exponente cero?
RP: Todo numero excep-
to cero (0) elevado a la
ceroes 1.

Definicion 1.2

é’;\% Ejercicio 1.4

(20 min) Soluciones:
a)l b)l ¢)1 d)1
e)l f)1 g1 h)1l
)1 )3 k)9
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Clase3y4 Objetivo: [B] Calcular potencias con exponente negativo.
(Continuacion)
Evaluacion: Ejercicio 1.5

Definicion 1.3
*Analizar con los estu-
diantes la deduccion de la . . . -
Del ejemplo anterior se deduce la siguiente definicién.
potenC|a negatlva.
Definicién 1.3
% O Para “a” distinto de cero y un nimero entero n se tiene que: g = i,,
% . . . a
% Ejercicio 1.5
. . Sise tiene a # 0y m y n dos nimeros enteros tendremos:
(15 min) Soluciones
1)\3 1 Sin=0se tiene *a’”%a":%lz
a) (—g) b) = e a0 oy
4 = = = =a"xX g
C) 2> d) (_10)2 Sim=—n se tiene: san-ar
) 1 f) 1 arxan=arxan=anttn=g0=1 * (%)"= (ab~1)n = anbn
e —_ n
4 oy 1 _a _ =a
(72) a -axF-F—l b
1
3 —
g) a h) a5 é’;\? Ejercicio 1.5. Escriba en la forma de potencia que su exponente sea
positivo
401 41 a) (=5)-3 b) 47 a(3)° d) (-0.1)2
I) 152 J) as
e)(7.2)4 f)adxa? g)(a®)a? h)a3+a?
K) (é)s i) 52x 32 a3xa K) (%)f5
a
%
C‘% Ejercicio 1.6.
% @ Aplicacién de las propiedades de potencias.
N Ejercicio 1.6 o e s .
K 3 a) Un edificio tiene 5 pisos, cada piso tiene 5 departamentos, cada
(30 mln) Soluciones: departamento tiene 5 ventanas y cada ventana tiene 5 maceteras con
5 rosas cada una. ¢ Cudntas rosas hay en el edificio?
a) 3,125 rosas
b) Carlos quiere ahorrar y cada semana ahorra el doble de la anterior. Inciso (b)
b Ahorro por semanas Completar la tabla en donde se )/isualiza el plan de ahorro y expresar [Semanal Ahorro | Potencia
) como potencia (Elabora un gréfico que muestre el ahorro de las 1 1
rimeras 7 semanas).
70 P ) 2 1
o
60 c) En una tienda reciben 23 cajas de dulces, en cada caja hay 24 paquetes 3 4
de dulces con 22 dulces cada uno. ¢ Cudntos dulces ha recibido la tienda 4 8
o 50 en total? 5 16
S 40 . . 6 32
o d) Se han comprado 42 mazos de rosas, cada mazo tiene 32 filas con 12
< flores cada uno. ¢Cudntas flores se han comprado? 7 64
< 30 4 ° e praces
20 / e) Un paquete de jugo trae 6 unidades y tiene un valor de 63, calcula el
Q valor de cada unidad.
10 ./
o
0 .—.’ 64 Unidad Il » Leccion 1 » Clase 3 y 4. Potenciacion: Exponente entero
1234567
Semanas
Completar tabla: .
20 21 22 23 24 25 26 d)42x32x12=1,728 flores
¢) 512 dulces e) 62 =36
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Objetivo:

Evaluacion: Ejercicio 1.7

[A] Calcular raices aplicando la potenciacién.

Clase 5y 6. Radicales 1

.

[
: 3@5 Ejemplo 1.6. Calcular las siguientes potencias:
12%,(-2)2, 23, (-2)3, 24, (-2)%, 25, (-2)°

Potencia

H 2
(-2
23 8

(-2)2 -8

28 16

: (-2)4 16
25 32
: (-2)s -32

¢Qué relacion hay entre la potencia y la raiz de un nimero?

: por lo que se expresa como:

indice

Y4 =2 porque 22=4
[ S
H raiz

H cantidad sub radical

e
H '—@-’ Ejemplo 1.7.
¢ Aplicando la relacién entre potencias y raices.

: Escriba las potencias del Ejemplo 1.6 en forma de raices

Solucion:
Potencia Raiz
2 8 Y8 =2
(-2)3 -8 3-8 =-2
2 16 4/16 =2
25 32 332 =2

(-2)5 -32

: Si se tiene: 22 = 4 la potenciacién es la operacién inversa a la radicacion

i [A]

: [%}‘

H - =
Observa que cuando
en una potencia la base
: es positiva el resultado
siempre sera positivo y
cuando la base es negati-

: va el signo del resultado
: depende del exponente.
H Si el exponente es par
§ el resultado es positi-
: Vo, pero si es impar es
. negativo.

En una raiz cuadrada el
H indice es 2.
H En 9no grado calcula-
ron raices cuadradas
H donde se estudid la
: relacién de la potencia
con la raiz.

b=ay Ja=b
Cuandoa=0yh=20

indice

f:s > 38 =2

es la raiz cantidad
sub radical

4

En la raiz el nimero 3
se llama indice y signi-
fica el nimero de veces
que debe multiplicarse
la raiz 2 por si misma
para que dé la cantidad
subradical 8.

*%=0
i *30=0%0=0
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*Pedir a los estudiantes que propongan
ejemplos de diferentes raices.

Unidad Il. Leccion 1.
Clase5y6

(Continua en la siguiente pagina)

[A]

@ Ejemplo 1.6

(10 min)

*Presentar el ejemplo en
la pizarra y permitir que
los estudiantes lo resuel-
van sin consultar el LE.
M: ¢Qué relacién hay en-
tre la potencia y la raiz
de un nimero?

RP: La potenciacién es la
operacion inversa a la ra-
dicacién.

@ Ejemplo 1.7

(10 min)

*Completar la tabla vy
hacer que los estudian-
tes noten que los térmi-
nos de la potencia son
también términos de la
radicacién pero con di-
ferente significado.

M: ¢éSi 8 es el resultado
de la potencia que es en
la radicacién?

RP: Cantidad subradical
M: éSi 3 es el exponente
que representa en la ra-
dicacién?

RP: El indice de la raiz
M: ¢Si 2 es la base que
representa en la radica-
cion?

RP: La raiz.

Concluye en los signi-
ficados de la cantidad
sub radical, indice y raiz
en la radicacion.
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Clase5y6

(Continuacion)

Definicién 1.4

(5 min)

*Analizar las graficas
para encontrar la rela-
cién existente entre la
potencia y raiz.

Ademads la forma que
tiene cuando n es par o
impar.

*Es importante que no-
ten la forma de la gréfica
ya que esto les facilitara
el estudio de las funcio-
nes exponenciales.

o, O
&? Ejercicio 1.7
(20 min) Soluciones

a) 10 b)-7 ¢)5
d-5 e)-4 f)3
g8)2 h) -7

[B]

"@: Ejemplo 1.8

(20 min)

M: ¢éCémo se puede es-
cribir una raiz como una
potencia?

RP: Como el indice es el
exponente en la poten-
cia, se busca un numero
gue elevado al exponen-
te indicado de como re-
sultado la cantidad sub
radical.

Concluye que la raizde un
nimero cuyo exponente
sea el mismo que el indi-
ce es el mismo niimero.

Objetivo:

Evaluacion: Ejercicio 1.8

[B] Escribir raices en forma de una potencia.

H
H

H

Definicién 1.4

Si n es un nimero natural pary a 2 0 entonces 4/a = b siy solo si
br=a,b20.Sinesimparya€ R entonces %/a =bsiysolosib=a.

La relacién entre la potencia vy la raiz se puede apreciar en las siguientes

graficas:

cuando n es par

cuando n es impar

y L on y
y =X ,V =x"
al______ R f
i -ya) R
| forrrnnd-a
Va X
& Ejercicio 1.7. Calcule las siguientes raices.
a) /100 b)-/49 c) ¥/125 d) 3/—125
e)-4/256 f) %243 g) V128 h) ¥—343
£0 Ejemplo 1.8. Calcule
a) /81 b) 3/-27 c) %243
Solucion:

+ Escribir las cantidades sub radicales como potencias.

H
H

H

H H
¢ Se puede observar que al escribir las cantidades sub radicales como }

Se tiene:
/81 = /92 327 = 3(-3)°

H . P . .
H potencia el indice es igual al exponente por lo que se puede expresar:

H
H

H

......................................................................................

2
a) /92 =97=91=9

i) Y(3) =(-3)3=-3
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&
Las graficas reprgsen-
tan las relaciones que
existen entre la poten-
ciay laraiz
En Ya =b

* si a es negativo y n
es par entonces a
no esta definido en R,
esta definido en el con-
junto de los numeros
complejos.

Si se tiene a > 0 se pue-
de calcular —’1/; ya
que la cantidad subra-
dical es positiva.

_q/> =—bh

Ejemplo —f =-2

Aunque (-2)2 = 4 no
se puede expresar /4
=-2. Porque «/Z es la
raiz positiva (se llama la
raiz principal) de 4.

No puede ser nimero
negativo.

76 Unidad Il e Leccién 1 e Clase 5y 6. Radicales 1




Objetivo:
radicales.

Evaluacion: Ejercicio 1.9

[A] Deducir las propiedades de las expresiones

Unidad Il. Leccion 1.
Clase5y6

(Continuacién)

Clase 7

(Continda en la siguiente pagina)

Del ejemplo anterior surge la siguiente propiedad.

Va"=a

( Sea aun nimeroreal,sinesparya20,6 n esimpar entonces 7

?;\52 Ejercicio 1.8. Calcule

a) /25 b) 3/73
e) ¥/y3 8) ¥x¥y?

Clase 7. Radicales 2

‘O Ejemplo 1.9. Calcule

fa) V32 b) /108
d) (Y16 e) V¥/49
¢ Solucién:

3/108 = 3/22x33

:322)(3@
: =332
=333
.

c) Vo4 d) ¥729
g) %/ 25m5
HE (Y]
o ¥54 + 32 ‘i‘@
f) V3/x7 Cuando se calculan rai-

a) Como +/32 es inexacta utilizaremos la descomposicion de 32 en dos :
factores de tal manera que uno de ellos tenga raiz cuadrada exacta.

b) 3/108 descomponer 108 en factores primos.

> separando el producto

= 3/22 x3 — aplicando la propiedad

“an =a

.......................................................................................

ces inexactas se pue-
den simplificar como se
hizo en 9no grado.

V32 = /8x4 separar el producto y obtener la raiz de 4 Nota que
- «/E se puede expre-
V8 x sar como
= y4x2 x 2 descomponer 8 ﬁ X /g
- ﬁ X ‘/E X2 luego
“2x2x 42 JaxVax/2=4/2
=42

108 |2 i
>z
54 |2

27 |3 H
3|3

o
w

.......................................................................................
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2"§? Ejercicio 1.8
(25 min) Soluciones
a)2 b)7 «¢)8 d)9
e)y flxy g)2m

[Hasta aqui Clase 5y 6]
[Desde aqui Clase 7]

[A] Propiedades de las
raices

20 Ejemplo 1.9

(25 min)

*Presentar los ejercicios
planteados en el ejem-
ploy permitir que los re-
suelvan sin ver el LE.

*En la solucion de los
ejercicios se necesi-
ta tener claridad en la
simplificaciéon de radi-
cales, puede ser que
hayan estudiantes que
no recuerden ya que
es contenido estudiado
en noveno, por lo que
el docente debe hacer
una induccidon en este
ejemplo, hacer pregun-
tas orientadoras de tal
manera que conlleven al
estudiante a resolverlos
ademas deben tener en

cuenta las propiedades
que se aplican en cada
caso.
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Clase 7

(Continuacion)

M: ¢éQué propiedades
se debe tener en cuenta
en el inciso c)?

RP: Se divide la cantidad
sub radical y se copia la
raiz.

*Hacer preguntas simi-
lares para obtener las
propiedades de d) e) y f)

Concluye con las pro-
piedades de las raices

% 0
é}\% Ejercicio 1.9
(20 min) Soluciones

a)2y2  b)242
s¥4  d)23/9
e) 2x f) 3x2\/§

g ¥/8  hjx/x
)42 )

k) x2y ) 6x\/;
m) 43\/9 n) 8%
fi) 10x2

El tiempo no es sufi-
ciente para terminar los
ejercicios por lo tanto se
pueden asignar como
tarea para trabajar en
casa. Se pueden discutir
algunos en la pizarra.

Objetivo:

Evaluacion: Ejercicio 1.9

[B] Escribir raices en forma de una potencia.

+ Solucion:

.......................................................................................

c) ¥/54 + 32

354 _3/54 =
Y54 _3/54 375 3/33 _
v =3 =v27=33 =3
,
2
d) (4/16)" = (4/16) x (4/16)
=4/16x16 . Ya x¥b = Yaxh
=4/162 = /(4?2
= 4\/44 .......... rvan =a
=4
fe) V349 = vi72
=6/72 - multiplicando los indices 3x2 =6
=3/7 > dividiendo el indice 6 +2

.......................................................................................

Del Ejemplo 1.9 se derivan las siguientes propiedades:

a>0,b>0, mynson nimeros naturales.

(1) Ya x Vb =%axb  (2) Ya _» ¢

/b 3) (Wa)" = #lam

(4) "WWa ="%a (5) "Bjamp = n/qm

%
C‘% Ejercicio 1.9.
Sean x >0, y >0, calcule aplicando las propiedades:

a)v8 b) ¥/84/4 ¢) ¥/500
d) ¥/72 e) 4/16x* f) J27:5

L /32
IRE] h) vy x8 i)y g

5/96 4 [97
oV 5y —
)73 K /s ) /322 /12
m) (3/8x)? n) V(8 fi) /5x /205
68 ‘ Unidad Il » Leccién 1 » Clase 7. Radicales 2

B

Ambas raices tienen el
mismo indice.

B

En f) la primera raiz es
cuadrada y la segunda
es cubica por lo que
aplicando la multiplica-
cién de indices se tiene
3/x esigual &/x.

x="%a - /b entonces
xr=(Ya -1
=nign - 1/pn

X" =ab

Por tanto

Ya-tb = Yab
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Objetivo: [A] Definir una potencia con exponente racional.

Evaluacion: Ejercicio 1.10, Ejercicio 1.11

Unidad Il. Leccion 1.

Clase 8

Clase 8. Exponente racional

¢ contrar (a”)"
¢ Solucién:

PSin= % y m=1encuentre a""

.......................................................

¢ (a7)" = anxm aplicando potencia de una potencia.

- Ejemplo 1.10. Aplique las propiedades de los exponentes para en-: [A]

................................
o1 1
En la expresion a3 la base es ay el exponente es 3. se puede expresar

como: a3 = 3/a.De aqui surge la siguiente propiedad:

Siaesunnumero real, a>0ynesunnimero entero n > 2, entonces:
ar = Ya.

contrar a” " si
3

: _3 _ __4
:a)m—4 n=2 b)m= 3
Solucién:

a) Sustituirmy nenamn

mn— dx2a_ & _ 3
qmn= g4’ =gt = qa?

2 2
=a 3. a3

.......................................................

@ Ejemplo 1.11. Aplique las propiedades de los exponentes para en-

3 3 1
a? se puede expresar como a2 = (a°)? = yd*

se puede expresar como:
aplicando la propiedad del exponente negativo a1 = %

.......................................................

De este ejemplo surge la siguiente definicion:

g/\ﬁi" Ejercicio 1.10. Aplique la propiedad y calcule. [B]
a) a? b) 83 o) 163 d) 27%
e) 1083 f) 4327 g) x% h) x5 3

................................

-1
n=7

................................

Definicion 1.5

4 m m 4 _m
en comun, n 2 2 entonces: a” = ”x/am o a "=

Si a es un nimero real a >0, m y n son nimeros enteros sin factores

1

Yar
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'—@5 Ejemplo 1.11

(10 min)

*Hacer preguntas similares que en
[A] Encontrar la forma de escribir el
radical cuando el exponente es ra-
cional positivo o negativo.

Definicién 1.5

*Hacer notar al alumno que cuan-
do el exponente racional es nega-
tivo se aplica de manera similar la
propiedad del exponente negativo.

(Continua en la siguiente pagina)

[A]

@ Ejemplo 1.10

(10 min)

M: ¢ Qué propiedad apli-
camos en el ejemplo?
RP: Potencia de una
potencia

M: cuando n = % y
m =1 ¢Qué exponente
resulta?

.1
RP: 3

1

Concluye que a3 es
una potencia con expo-
nente racional y ésta se
puede expresar como
una raiz ¥/a.

Concluir en la propie-

1 n

dada” ="%/a

*Aclarar que esta pro-
piedad es valida cuan-
do la raiz esté definida.

%
6\% Ejercicio 1.10
(10 min) Soluciones
a)2 b)2 232
d)3 e)3¥/4 f)24/27

g)¥/x h)¥xy

[B] Exponente racional
con numerador dife-
rente de 1.
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Unidad Il. Leccion 1.

Clase 8

(Continuacién)

Clase 9y 10

Objetivo:

Evaluacion: Ejercicio 1.12

(Continua en la siguiente pagina)

%

&2 Ejercicio 1.11

(15 min) Soluciones
a)4 b)512 c)l d) 81

23
8) 3155 3125

h) 8\/7 27\F i) xy?
) 8y ) Sxﬁ
x

[Hasta aqui Clase 8]
[Desde aqui Clase 9]

e) 64 f)

[A]

QO Ejemplo 1.12

(15 min)

M: En el inciso a iqué
tienen en comun las po-
tencias?

RP: Tienen la misma base
y diferente exponente
M: ¢Qué propiedad se
puede aplicar para sim-
plificar las potencia?
RP: Multiplicacién de
potencias de igual base.
M: Al escribir con raiz
la expresion resultante
écomo se puede simpli-
ficar?

RP: 25 se puede expre-
sar como 23 x 22y como
la raiz es cubica resulta-
ra2 3\/2

*El docente puede hacer
preguntas similares para
los demas incisos, ya que
se resuelven aplicando
propiedades conocidas.

[A] Calcular potencias con exponentes racionales.

%
&2 Ejercicio 1.11. Sean x > 0, y > 0. Simplifique cada expresién

a) 83 b) 643 0167 d) 27%
_2 3
e) 162 n(s)’ g) 252 h (3)
1 1\3 3
) ey ) () k) (16x2y73)"
Clase 9y 10. Exponente racional y real
{0 Ejemplo 1.12. T
: Simplificar las siguientes expresiones. H
H 1 4 2 2 3.2 %
ia) (2°)(2°) b)(2)° 5)°  <)(37)° d) 7

§ Solucion:

~ a) Se aplica la propiedad de multiplicacion de potencias de igual base.
(25)(2)=22"3 =28 = Y25 = 422 22 = ¥/22 - 22
=23%22 =24

2
3

H 2 2 H
tb) (2)°(5)°=(2x5)° -> multiplicacién de potencias de igual exponente }

= 3/100

2

6
¢ =31=3 - potencia de una potencia

.......................................................................................

%
(ﬁ\% Ejercicio 1.12. Sean a, b, ¢, t, x, y > 0. Aplique las propiedades de los
exponentes y simplifique:

2\&/2\% 13
a) (g) (g) b) (53)
c) V88 d) %/486 3/32
H WYY
&) () nyTVi
g) ¥/5°7 ¥/5%° h) v/5b° y10¢?
5h3) 4
i) V162 = /3" j) 3202
(261)¢
70 ‘ Unidad Il » Leccion 1 » Clase 9 y 10. Exponente racional y real

&

Para simplificar las ex-
presiones es necesario
aplicar las leyes de los
exponentes estudiados
enlaclase 1.

o/ O
é‘% Ejercicio 1.12. (15 min) Soluciones

a)2/3 b) 5 )42 6%/2
Ny eseyie hshevabhe ) 4’;{;
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Objetivo:

Evaluacion: Ejercicio 1.13

[B] Aplicar las propiedades de los exponentes en
potencias con exponentes racionales.

Clase9y 10

(Continuacion)

I .
H ?@-' Ejemplo 1.13. Sea x > 0. Simplificar H [B]
H 1 1 2 H
53)(24x5)§+8x/? b)x;+xé'x3 H
§ Solucién: .
§a) (24x5)%+8x«/¥ ‘
Po=%iyst 2 3ys5i Potencia de potencia. 8 = 23 H
i =26x5% +23x5} i
§ =26-3x53" 3 Divisién de potencias de igual base
io=23x5¢
i =5000 H
: 2 11,2
H b)x?+x%-x*=x2 8" =xl=yx aplicando leyes de los exponentes K
De los ejemplos anteriores surgen las siguientes propiedades.
Sean a, b, wy z nimeros reales, a > 0, b > 0, entonces:
(1) av @ =av+= (2) (@ =av = (3) (ab)* = a* b
@arse=a o) (9] -4
3;\? Ejercicio 1.13. Sean b, r, s, y > 0. Simplificar
é 1 1 4
a)(32x4)° +16x ¥/3 b)9?+9°x9?
7\% 1 3 2
o(£) x2s* 27 d)[ i ]‘
e)4yx8y3+3%/; 3;«28\/:+«/§
g) bx¥b 3]
:,.;‘.’.‘ .............................................................................. :
H "@" Ejemplo 1.14. Calcular asi: H [cl [2}*
fa)w=V2 a=4 b) w=13 =3 P
H alw \/— a yw “ H En las propiedades ante-
H - H riores los exponentes w
¢ Solucidn: H .
: S : y z pueden ser cualquier
ia)av=4 i ndmero real.
Obtener «/E en la calculadora: H
3
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[C]

‘O" Ejemplo 1.14. (15 min)

M: ¢Como se puede encontrar
el resultado de4'2?

RP: No sé

*Pedir a los estudiantes que uti-
lizando su calculadora encuen-
tren la raiz cuadrada de dos.

Unidad Il ® Lecciéon 1 ¢ Clase 9y 10.

[B]

@ Ejemplo 1.13

(15 min)

M: éCémo se puede
simplicar cada una de
las expresiones dadas?
*Hacer que el estu-
diante se dé cuenta de
qgue se pueden aplicar
las propiedades de los
exponentes al simplifi-
car cada expresion.
*Consultar el LE en el
caso de que el estudian-
te no encuentre la estra-
tegia de resolverlo o ten-
ga otras ideas diferentes.

Concluye en las propie-
dades de los exponen-
tes cuando estos son
racionales.

[Hasta aqui Clase 9]

[Desde aqui Clase 10]

%
e)\% Ejercicio 1.13
(20 min) Soluciones

22 9 7? f;/ﬁ
b) 27 c)ﬁ

d 10 e /)7

1 e
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Clase 9y 10

(Continuacion)

*Explicar a los estudian-
tes que se formara la su-
cesién de potencias con
exponentes 1, 1.4, 1.41,
1.414, 1.4142, 1.41421,
.. Y base 4, de manera
gue como la raiz cuadra-
da de dos es un numero
irracional es infinito y no
periddicos por lo que en-
tre mds digitos se utilicen
mads aproximado serd la
potencia encontrada.

*Presentar de la misma
manera la potencia del
inciso b.

Hacer notar la diferen-
cia entre el incisoay b
ya que en el inciso a) el
exponente es un nume-
roirracional y en el b) es
racional por lo que en el
b) se puede encontrar la
potencia exacta mien-
tras que en el a) no.

o 0
6\3 Ejercicio 1.14
(10 min) Soluciones

a) 10.18800591...
b) 0.5635978831...
c) 58.24658715...
d) 6.704991854...
e) 5.523425404...
f) 8.824977827...

Objetivo:

Evaluacion: Ejercicio 1.14

[C] Calcular potencias con exponentes reales.

ibw=13  a=3

§1.3= 10

i Por tanto 313 = 3% = 19/3 =4.171167511 . . .

.......................................................................................

g\ 2 =1.414213562 —> considerar la siguiente sucesion: 1, 1.4, 1.41,§

1.414,1.4142,1.41421, se tiene lo siguiente:

41= 4

{414 = 6.964404506...
{41012 7.06162397..
{41414 2 7.100890698...
{41412 27.102859756...
f qranen = 7,102958223.

372 es un numero irracional ya que }
es un decimal infinito y no periddico. }
H

{ 41414213 = 7,102987764... > los niimeros de esta sucesion se aproximan :

cada vez méds a 4'% =7.102993301...

av =313
Si se resuelve en la calculadora tenemos:
31=3

313=4.171167511. ..

i Pero se puede observar que 1.3 es un nimero racional ya que se puede }
 escribir de la forma:
H

b
13

.......................................................................................

Se puede notar que la respuesta es exactamente la misma.

g}‘i) Ejercicio 1.14.
Utilizando la calculadora resuelva las siguientes expresiones.

Vel
a)s” b) (3)
) 42x 473 d) 157 + 57
e) 8 8" f) 2
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B
- Cada uno de estos
nimeros representa
una aproximacion de
42, entre mas cifras
se utilicen mejor serd la
aproximacion.

B

* Toda expresion expo-
nencial a* con a > 0 po-
see un valor sin impor-
tar si el exponente es
racional o irracional.
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Objetivo:

Evaluacion: Ejercicio 1.15

[A] Definir una funcién exponencial.

Unidad Il. Leccion 1.

Clase 11y 12

.

: ':®:' Ejemplo 1.15.

Clase 11 y 12. Definicién de funciones exponenciales

Complete la siguiente tabla, encontrando los valores para a* donde a = 2

- 3] 1 3
x 2 = U T S O W I S
e
Solucién:
Hoox -2 =3 1o Ll 32
Hly=2r | & Josssss.| 3| 1 1ae2) 2 pasa| 4

¢ relacio
"

H
¢ Para cada valor que se da a x, 2~ tiene un valor Unico, por lo que a la
=2~ se |le llama Funcién Exponencial.

Definicién 1.6
Funcién Exponencial

Sia>0ya#1unafuncion exponencial y = f(x) tiene la forma f(x) = a*,
el nimero a es una base, x es el exponente.

Grafica de f{x) = 2.

y

6

5

Las funciones exponenciales pueden representarse mediante una gréfica.

En f(x) = 2* La base
2 > 1 por lo tanto, la
grafica crece cuando x
aumenta.

| PR

A

S L. |

Puede usar calculadora.
B

Encontrar las potencias
de 2~ cuando x recibe
diferentes valores.

Recuerda que 2-* = %
2% = g
B

f)=x2, flx)=x?, no
son funciones expo-
nenciales, en las fun-
ciones exponenciales
la base es una constan-
te y el exponente una
variable.

B

y = 2* también puede
expresarse como f(x)
= 2%y se puede seguir
encontrando valores.
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*Pedir a los estudiantes que grafi-
guen los puntos encontrados en la
tabla en un plano cartesiano.

Concluir que una funcidn expo-
nencial se puede representar de
forma grafica e inducir a que expli-

qguen la forma que tiene la grafica
o la curva resultante.

M: Como y aumenta cuando x au-
menta entonces se le puede lla-
mar a la grafica creciente.

(Continua en la siguiente pagina)

[A]

@ Ejemplo 1.15

(10 min)

*Presentar el ejemplo en
la pizarra

* El docente debe hacer
que el estudiante se dé
cuenta de la relacién que
hay entre los datos de la
tabla, para poder definir
una funcién exponencial.

M: éQué pueden decir de
los datos encontrados en
la tabla?

RP: Que van aumentando
a medida que x aumenta.

M: éQué pueden decir de
la expresion dada?

RP: La base siempre es 2,
solo cambia el exponente.
M: Cuando x recibe valo-
res negativos ¢Como es el
valor de y?

RP: Cada vez mas pequefio
M: ¢Y cuando son valores
positivos?

RP: A medida que aumen-
tax aumenta y.

Se repiten los valores para
y al dar los valores a x.

RP: No

Concluye que a la relacion
dada se le llama funcion
exponencial.

*Aclarar a los estudiantes
que en una funcion ex-
ponencial la base es una
constante y la variable es-
tard en el exponente.

Definicién 1.6. (10 min)
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Clase 11y 12

(Continuacion)

(Continua en la siguiente pagina)

3@: Ejemplo 1.16

(25 min)

*Pedir a los estudiantes
gue hagan la tabla de va-
lores para la funcién dada
y que luego la grafiquen
en su cuaderno.

*Hacer una comparacion
entre las dos graficas.

M: ¢éCual es la diferencia
entre la funcién exponen-
cial daday la anterior?
RP: El exponente es posi-
tivo en una y negativo en
la otra

M: éQué se puede decir
de los valores en la tabla
de las dos funciones?

RP: En la funcién y =27 su-
cede al contrario que en la
funcién y = 2* ya que cuan-
do x aumenta y decrece, y
cuando x disminuye y crece
M: éCémo es la grafica de
las funciones?

RP: Una decrece en los x
negativos y la otra decre-
ce en los x positivos.

M: é¢De qué otra manera
puede ser expresada 27*?

RP: Como (%)Y

M: éCémo son las bases
de las dos funciones?

RP: Diferentes y el expo-
nente igual

Concluye que la forma de
la grifica dependerd si
la base es mayor que 1 o
estaentreOy 1.

84

éSqucién 1
H . X
1y=2706 flx) = (7)

: Tabla de valores

x -3 -2 | -1 0 1 2 3
oLy PO U Y
Pr=(z)] 8 4 2 ! 2 4 8

1

Eny= (—)x, la base 0 < % < 1 la grafica de f(x) es decreciente, es decir,

2

que entre mas grande sean los valores que toma x, f{(x) tiende a cero.

De lo anterior se puede inferir.

-

La funcién exponencial f'con base a; f(x) = a* para todo nimero x
en R, donde a>0ya#1 se tiene:
Grafica de fparaa>1 Graficade fparaO<a<1
Y Y
y=a¥
a B/
! y=ax
Il at>
1 x 1
Creciente Decreciente

'
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R
Recordar la propiedad
de la potencia

il

&
En una funcidén exponen-
cial se excluye a = 1 ya
que resultaria la funcion
constante f(x) =1v=1

*También se excluyen
las bases negativas ya
que hay valores que no
estan definidos en los
numeros 3reales comoa,
J)=(=2)* flx)=(=3)*
especialmente cuando
los exponentes son nu-
meros racionales con
denominador par.

*Pedir que observen el cuadro de las
graficas y concluir cuando una grafica
es creciente o decreciente.

*Aclarar que las bases son positivas ya
qgue para bases negativas hay valores
gue no estan definidos en los reales.

[Hasta aqui Clase 11]
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..................................

.....................................................

Graficar y = 3+ y graficar y = 3=*en el mismo plano cartesiano.

H
¢ Solucion:
H

Tabla de valores

x -3 -2 -1 0 1 2 3

1 1 1
y=3 27 9 3 1 3 9 27
_(1\x 1 1 1
y—(g) 27 9 3 1 3 3 57

La gréfica H
flx) = (%)Y es la
reflexion de la grafica
Sx) =3« H

con respecto al eje y. }

.................................

& Ejercicio 1.15.

......................................................

Represente graficamente las siguientes funciones

2) /) =6°
Aflx) = (15)
e)/lx) =5+
g/=(3)"

b) /() = 6
d) /() = 5+

0re=(2)
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Clase 11y 12

(Continuacion)

(Continua en la siguiente pagina)

[Desde aqui Clase 12]

[B]

@ Ejemplo 1.17

(20 min)

*Pedir a los estudian-
tes que grafiquen las
funciones en un solo
plano cartesiano.

* Hacer que se den
cuenta que ambas pa-
san por el punto (0, 1).
Y que la graficay=3~es
la reflexion de la grafica
y = 37* con respecto al
eje y.

M: ¢Qué tipo de gréfica
esy=3*y y=3-?
RP: Creciente y decre-
ciente respectivamente.

:ﬁ,\% Ejercicio 1.15

(25 min)

*Permitir que presen-
ten sus ideas en la pi-
zarra y para facilitar la
realizacién de las gra-
ficas se puede trabajar
con una lamina de pa-
pel bond cuadriculada
y forrada con papel
tapiz para reutilizarla
como pizarra movil.

Soluciones: (pag. 93)

Unidad Il e Leccién 1 e Clase 11 y 12. Definicion de funciones exponenciales 85



Unidad Il. Leccion 1.

Clase 13y 14

Objetivo:
exponencial.

(Continda en la siguiente pagina)

[A]

'—@f Ejemplo 1.18

(25 min)

*Dada las graficas del
Ejemplo 1.17 se deben
analizar de tal manera
que el estudiante en-
cuentre las caracteristi-
cas de cada una de ellas.

M: ¢Cudl es el dominio de
ambas graficas?

RP: Los numeros reales
*Recordar a los estudian-
tes que el dominio son
los valores que puede to-
mar la funcién en x

M: éCual es el Rango de
ambas graficas?

RP: Son los reales positi-
VoS

*Concluir que el rango
son los valores que toma
la funcién en y.

M: éCual es el intercepto
eny?

RP: Ambas graficas tie-
nen (0, 1) como intercep-
toeny.

*Concluir que las funcio-
nes exponenciales de la
forma y = a* tienen como
intercepto (0, 1)

M: éCudl es el intercepto
enx?

RP: No tienen

*Concluir que las funcio-
nes exponenciales de la
forma y = a* no tienen
intercepto en x.

M: ¢élas graficas tienen
asintotas?

Evaluacion: Ejercicio 1.16

[A] Establecer las caracteristicas de una funcion

Clase 13 y 14. Caracteristicas de las graficas de las funciones exponenciales

H :@3 Ejemplo 1.18.
Considerando las gréficas del Ejemplo 1.17.
: Encontrar el dominio, intercepto, asintota horizontal.

-1

¢ Solucion:

) =3¢ fw=3==(Ly

reales (—oo, +00) reales (—oo, +00)

i ® Rango f(x): R* 6 (0, +o0) * Rango f(x): R* 6 (0, +o0)

§ ¢ Intercepto en el eje y: (0, 1) ¢ Intercepto en el eje y: (0, 1)

i o Intercepto en el eje x: no tiene o Intercepto en el eje x: no tiene }
¢ interseccién con el eje x. interseccién con el eje x.

§ e Asintota horizontal y = 0, es e Asintota horizontal y = 0, es
¢ decir, el eje x. decir, el eje x. H
Pe fes una funcién creciente e fesuna funcién decreciente

Caracteristicas de una funcién exponencial de la forma f(x) = a~.
¢ El dominio de f'son los nimeros reales. R 6 (—oo, +00).
¢ Elrango de f'son los nimeros reales positivos: R* 6 (0, +00).
e Elintercepto enyes (0, 1), fno tiene intercepto en x.
e La funcidn f'sera: creciente sia > 1y decreciente si0<a< 1.
¢ Laasintota horizontal es y = 0, es decir, el eje x.
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Dominio de f(x): los nimeros e Dominio de f{x): los niumeros

[A]

&

éQué tienen en comdin las
graficas de f(x) = 3% y

(1)

Sx) =3*y f(x) =3son

reflexivas con respectoa y.

-
(1, 3) es un punto de
Jlx) =3~
(-1, 3) es un punto de
- (3

4

La funcién f(x) = 3%y
f(x) = 37* tienen el mismo
dominio y el mismo rango,
ademds ambas pasan por el
punto (0, 1), tienen la mis-
ma asintota horizontal y = 0.
La diferencia es que una es
creciente y la otra decre-
ciente.

RP: Si la asintota es horizontal y = 0.
M: éCudndo una funcién exponencial
serd creciente o decreciente?

RP: Es creciente cuando la base es ma-
yor que cero. Es decreciente cuando
la base estd entre Oy 1.
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Escribir caracteristicas de una fun-
cién exponencial



Objetivo:
exponencial.

Evaluacion: Ejercicio 1.17

[B] Determinar los desplazamientos en una funcién

Clase 13y 14

(Continuacion)

(Continua en la siguiente pagina)

é’;\ﬁ? Ejercicio 1.16.

§ ‘:@:‘ Ejemplo 1.19. Grafiquey=2%, y=3%

Determine las caracteristicas de las funciones en el Ejercicio 1.15.

y=67%

&
Sila base a crece la gra-
fica tiende a subir apro-
ximandose mas al eje

- x
y=@3) yeste es el caso de y =

i La grafica de la funcion y = 2++2es
: lade la funcién y = 2~ desplazada
¢ 2 unidades hacia la izquierda de
! forma horizontal.

: Es decir, por ejemplo, los puntos
t(0,1),(2,4),(3,8) dey=2xserdn
§(-2,1),(0,4), (1, 8) de y=2+2.

.

La gréfica de la funcion y = 2x-3 es }
la de la funcién y = 2* desplazada 3
unidades de forma vertical hacia el }
eje y negativo, ya que 3 es negativo.

Por ejemplo, los puntos (0, 1), (1,
2),(2,4)dey=2¥seran (0,-2),(1,:
-1),(2,1)dey=

. v H 2%,y=3%, y=6"

H H En la grafica de y = 1.3*
. = /X —1 M

: y=6 S H el valor de y aumenta
H H con lentitud cuando x
: . P crece.

: H

H H

: : :

H :

: H

H H

H 2 :

i ;

H H

H H
p— :

E -0 -5 -4 -3 -2 -1 1 2 3 a4 5 +00 X E

: . :

H :

H y=a‘paraa=13,2,3,y6 H

H H

H H

: Ecuacién de la grafica desplazada paralel (8]

LN O H

H @ Ejemplo 1.20. H

¢ Grafique en un mismo plano cartesiano cada inciso. H [5}&
:a)y=2*, y=2x+2 b)y:ZAI y=2v-3 : T A
. . * i

H H El  desplazamiento
H ‘( b : horizontal de una
H 1 - H " .

: s Y=z H funcién exponencial
; y=2w2 . yazrs : se da hacia la izquier-
H s : H

i Corrimiento . g | Comimiento da si el valor que se
¢ horizontal de dos vertical de res 3 I | t

D inidades hacia | 044 (%,z/) unidades hacia el § e suma al exponente
P laizquierda. 0y foy)  feTY nesativo, es positivo y hacia la
H 2

: 2,1 Boe 2 R derecha si este es ne-
S 7 ), 0,2) (1,-1) .

gativo.

*

: El  desplazamiento
vertical de una fun-
cion exponencial sera
hacia arriba si a la fun-
cién se le suma una
constante positiva y
hacia abajo si la cons-

tante es negativa.

2x-3

.
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M: Esto significa que cada punto que
pasa por y = 2% serd trasladado dos uni-
dades hacia la izquierda.

M:si (0, 1), (2, 4), (3, 8) son puntos de y =
2% ¢Qué puntos pasan por y = 2¥+2?

RP: Como se corren dos unidades hacia la
izquierda la coordenada que afecta es la

Unidad Il ® Leccidn 1 ¢ Clase 13 y 14. Caracteristicas de gréficas de funciones exponenciales

dexportanto(0-2,1), (2-2,4),(3-2,
8) los puntos son:

(-2,1),(0,4),(1,s8).

*Hacer lo mismo en la grafica del inciso
b para que los estudiantes se den cuenta
que el desplazamiento es vertical y que la
coordenada afectada es y.

%e

& Ejercicio 1.16

(10 min) Soluciones

Dominio, rango, asinto-

tas, intercepto son las

mismas para todas.

a) Dom. (—oo, +0)
Rang. (0, +<), int. y
=1,(0,1), int. x =
asint. Horizontal y = 0,
funcidén creciente.

b) Funcién decreciente.

c) Funcion creciente.

d) Funcion creciente.

e) Funcién decreciente

f) Funcidén decreciente

g) Funcidn creciente

@ Ejemplo 1.19

(10 min) Analizar las gra-
ficas con respecto a su
forma y sus diferencias.

[Hasta aqui Clase 13]
[Desde aqui Clase 14]

[B]

@ Ejemplo 1.20

(20 min)

*Pedir a los estudiantes
qgue hagan una tabla de
valores y que grafiquen
las funciones del inciso
ay b en un mismo plano
cada inciso. El propésito
es que puedan entender
e identificar el desplaza-
miento paralelo.

M: En el inciso a) écuan-
tas unidades se desplaza
y=2%alaizquierda?

RP: Dos
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Clase 13y 14

(Continuacion)

(Continua en la siguiente pagina)

Concluir que cuando la

funcién tiene la forma y =
a* * b se trata de un des-

plazamiento horizontal y si

tiene la forma y =

a*+bel

desplazamiento es vertical.

% 0
é}\% Ejercicio 1.17
(25 min) Soluciones

al)

A w2
-3 -2 -1 102 3 4;
-1
a2) Y
3
2
Six)=2"
/
5 24 -3 -2 -1 2 3 a4y
-1
b1)
Slx) =373
Six) =3
J
-6 -5 -4 -3 -2 -1 1 2 x
b2) g /
fl)=3"+5 5
| /=3
]
5 -4 -3 2 1 1 2 3 x
-1
cl) \
2 \x-1
\o-@
2\x
=8N
-2 -1 1 3 54

Al ejemplo del inciso a) se le conoce como desplazamiento horizontal de una funcién y al ejemplo del

inciso b) como desplazamiento vertical.

Desplazamiento de la funcién exponencial.

* Desplazamiento horizontal.
e f(x)=a**’, dondea>0;a#1ybesunnimero real.
e Sib>0 el desplazamiento es hacia la izquierda sobre el eje x.
e Sib <0 eldesplazamiento es hacia la derecha sobre el eje x.

* Desplazamiento vertical.
e flx)=a*+b,dondea>0;a#1ybesunnimero real.
e Sib>0 el desplazamiento es hacia arriba sobre el eje y.
e Sib <0 el desplazamiento es hacia abajo sobre el eje y.

%

6\? Ejercicio 1.17.

a) A partir de la grafica de la funcién f(x) = 2~ grafique:
al) flx) =2x-2 a2)flx) =27+ 3

b) A partir de la gréfica de la funcién f(x) = 3* grafique:
bl1) f(x)=3x+3 b2) f(x)=3*+5

c) A partir de la grafica de la funcién f(x) = (;)X grafique:

5
) f= (F)T @) f=(2) -1

d) Dadas las siguientes graficas de funciones determine la ecuacién de la grafica seglin su corrimiento.

d.1) d.2)
! !
T Twe) ,6) .
) y=6" ny
y=6" 1 (O'y
2 =5 -4 -3 =2 -1 1 2 3 x
N -1
- oy e .
-4 -3 -2 -1 1 2 3 4 5 6 X /73 (01_2)
-4
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c2) yz d1)y =6""3 su corrimiento 3 unidades a la
- derechade (0,1)a (3, 1)
v=(%)
! R d2)y = 6= 3 su corrimiento 3 unidades
. y=(%)'*_1 hacia abajo de (0, 1) a (0, —-2)
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Objetivo:

[A] Definir ecuaciones exponenciales.

[B] Resolver ecuaciones exponenciales sencillas.

Evaluacion: Ejercicio 1.13

Unidad Il. Leccion 1.
Clase 13y 14

(Continuacién)

Clase 15

(Continda en la siguiente pagina)

d3)y= (%>x+z su corri-

.
.
H
H
H

H

P

: 5@‘ Ejemplo 1.21. Resuelva 2+ = 16
¢ Solucidn:

d.3)

(=3,5)

d.4)

-y —

-1 -4 -3 -2 -1

Clase 15. Ecuaciones exponenciales

Las ecuaciones que contienen términos de la forma a*dondea>0ya#1,
se les conoce como Ecuaciones Exponenciales.

exponentes.

Se puede expresar 16 como potencia de base 2.

¢ Para encontrar el valor de x se debe hacer uso de las propiedades de los i

i 16 = 24 por lo tanto, la ecuacién quedaria 2+ = 24, Como tiene la misma
:
i base se concluye que: x=4

]
H
H
H
H

H
H
H
H

H
3

(

De lo anterior se deduce lo siguiente:
Sia*=a’ entoncesx =y

)

0&2 Ejercicio 1.18. Encuentre el valor de x

W g

En la ecuacidén exponen-
cial la variable esta en el
exponente.

Para resolver algunas
ecuaciones exponenciales
se aplica la ley de los expo-
nentes de tal manera que
se igualen las bases de am-
bos miembros.

* En e) ¢Se puede encon-
trar un nimero que al mul-
tiplicar la base 8 de -512?

miento 2 unidades
a laizquierda de (0,
1) a(-2,1)

d4)y = <%>x + 2 su co-
rrimiento 2 unida-
des hacia arriba de
(0,1)a(0, 3)

[Hasta aqui Clase 14]
[Desde aqui Clase 15]

[A] Ecuacion exponencial
(5 min)

M: ¢Qué es una ecuacion
exponencial?

RP: Es una ecuacion que
tiene términos exponen-
ciales

M: ¢Es2x3+4x—6=0una
ecuacion exponencial.

RP: No porque no tiene
términos exponenciales
es decir la variable no esta
como exponente.

@ Ejemplo 1.21

(10 min)

M: en 2* = 16 ¢{Qué valor
debe tomar x para que la
igualdad se cumpla?

RP: 4 por que 24 es igual
alé

M: ¢Como queda expresa-
da la ecuacion si escribi-
mos 16 como potencia?

a)4r=64 b)3x=81 c)2x=64
d) 5+=3125 *e) 8r=-512
§ 0 Ejemplo 1.22. 920=31-¢ Y om
+ Solucion:
+ 92x . (22)2% H
: 9 Q;e [ju3exd7e6expresar como: (32) Comprobar en Ia :
L ecuacion original: H
(37 =3 92r=3v-6 H
§o3er =3v-6 ? i
: 2-20£3-2-6 x=-2}
¢ 4x =x-6 > Como lasbasesson ° -4?3-3 X 25
: x==2 iguales se igualan 9_4 § 3 H
H los exponentes (32" =3¢ :
' 3-8 :‘/3—8 H
Unidad Il = Leccion 1 » Clase 15. Ecuaciones exponenciales 79
los exponentes también son iguales [B]

por lo tanto x = 4.

*Concluir que si a¥ = @ entonces x = y

RS
&f Ejercicio 1.18. (7 min) Soluciones
a)3 b)4 c¢)6 d)5

*e) no se puede

'—@: Ejemplo 1.22. (10 min)
M: en el ejemplo planteado ¢Como po-
demos reescribirlo de tal manera que
ambos miembros tengan la misma base?

RP: Expresar 9 como 32,

Unidad Il ¢ Leccion 1 e Clase 15. Ecuaciones exponenciales

RP: 2¥ =24

M: ¢Qué pueden observar
en los dos miembros de la
ecuacién?

RP: Tienen la misma base
M: Se puede concluir que
si las bases son iguales los

89



Unidad Il. Leccion 1.

Clase 15

(Continuacién)

Clase 16

Objetivo:
dolas a ecuaciones de segundo grado.

Evaluacion: Ejercicio 1.20

(Continua en la siguiente pagina)

o/ O

Q‘}‘g Ejercicio 1.19

(23 min) Soluciones

a-3 b4 o3 d3

)2 fl-g5 8)2 h)3

)& )2
[Hasta aqui Clase 15]
[Desde aqui Clase 16]

[A]

202 Ejemplo 1.22

(20 min)

M: éLa ecuacién dada es
una ecuaciéon exponen-
cial? ¢Por qué?

RP: Si porque la variable
esta en el exponente.

M: éHay alguna caracte-
ristica en comun entre los
términos?

R: Se puede expresar 9
como 32

*Pedir a los estudiantes
que reescriban la ecua-
cion sustituyendo 9 por
32y hacer que noten que
la ecuacién tiene la forma
de una ecuacién cuadra-
tica.

M: Se hace un cambio de
variable y = 3¥ §Qué tipo
de ecuacion resulta?

RP: Cuadratica.

*Pedir a los estudiantes
que resuelvan la ecua-
cion cuadratica resultan-
te y que sustituyan los
valores, luego que com-
prueben la solucion.

3§2 Ejercicio 1.19.

a) 2x-3=8x+1
)=

VRS ()

b)35x-8=9x+2 c)2z+i=4 d)251-x=5x

f) 2-100x = (0.5)x - 4 g)67-x=62+1 h)27x-1=92¢-3

)L _s56-x
) 352 =5

Clase 16. Ecuaciones exponenciales 2
(reduccidn a ecuacion de segundo grado)

.......................................................................................

i X" Ejemplo 1.23. 9v-7(3+) =18 HE Y|
Solucion: 5
La ecuacién tiene varios sumandos que se pueden expresar como :

: potencias de la misma base. H g’lf

: x 2 L. . . H - @@
Como 9% = (32)* = (3%)* la ecuacidn se transforma haciendo un cambio de En la ecuacion hay

dos potencias de igual
base, pero de diferente
exponente y al hacer el
cambio de variable se
obtiene una ecuacién
cuadratica.

variable 9¥—7(3%) =18
(392-7(3%)-18=0 ... 9x=(3%)?
y2=7y-18=0 ... y=3~
-9 r+2)=0
y=-9=0 6 y+2=0

y=9 6 y=-2

i Como se sabe que y = 3% se tiene: H
i13¥=9 3x=-2notiene solucién en los nimeros reales, :
H ya que 3~ siempre serd positivo.

.......................................................................................

& Ejercicio 1.20.

a) 4 =529 +4=0 b)32:+(3%)-2=0

*C)52v+1-4(57+1)=25=0 d (L) +2(L) -3=0

€)52:=2(5%) - 15=0

80 Unidad Il » Leccion 1 » Clase 16. Ecuaciones exponenciales 2 (reduccion a ecuacion de segundo grado)

M: ¢éSe puede encontrar un valor para sustituir3*=9 o 3*¥=32
X que satisfaga 3¥ =-2?

. X . ..
RP: No porque la base es positiva. & Ejercicio 1.20. (25 min)

M: Coémo y =9 ¢Es solucion de la ecua- Soluciones
cion dada? a)Cs:{0,2} b)cCs:{0}
RP: No, la solucién es 2 ya que se debe d)Ccs: {0} e)CS: {1}

90 Unidad Il e Leccién 1 e Clase 16. Ecuaciones exponenciales 2 (reduccién a ecuacién de segundo grado)

[A] Resolver ecuaciones exponenciales convirtién-

c)CS: {1}



Objetivo:  Aplicar los conocimientos adquiridos acerca de las Unidad Il. Leccidon 1.
funciones exponenciales. Ejercicios de la leccién

Evaluacion: Ejercicios de la leccién

Soluciones:
1)
—Q)\5 7
Ejercicios de la leccion a) (-8) b) x
6
1) Escriba en la forma de potencia aplicando las propiedades de los Clase1,2,3y4 C) (l) d) (bc)3
exponentes 2
a) -8 (-9 b) ¢ (e e) 5x)2 f) ax*
24,8
d) b e)u;;ys ) %7 g) 34c8d* h) (1.3)3
g) (3c2d)* h) (1.3)5 + (1.3)2 i) (2.4)3x(1.2)3 . .
i) (2.88)F ) (~3.6)6
i) [(-3.6) k) 58 x (%)*3 1) (%)%47 1
11 —_
my 12 T ) O P ' k) 5 I) 410
128 (2x%y~#)2 (272)2((2)°)3 1
m)lzn
2) Seana, b, x, y > 0. Calcule las siguientes raices. Clase 5,6,y 7
4_4
a) /g b) /a5 o /i d) 5/355 n) =3)5,% é))sc & 0) 2%
e) J/x4ys f) 3/8y6 g) 4/81x8y8 h) 3/27a3b° Y
2)
3) Sean a, b, x, y > 0. Aplique las propiedades de los exponentes para Clase 8,9y 10 a) 16 b) 8
simplificar
a) (10%)* b) 23 x 2 SICEIHE c)x? d) 3y
5 21,3 2
474571 e)g-z;j f)5ixst e)x?y f) 2y
' o g) 3x2 y? h) 3ab3
g al xa hyad b} i) T
xi-yE
1547 +374 *K)(2x32)F £ 28+ 33 3) 5
o 1 . a) 1025 b) 4
*I)(a¥=b3) (aP+ai b3+ b3) *m) 4@
ar
1
c) v7.2 d) W
20 7 8 7
e) 28/(3.9Y f) &5
g) a¥/a* h) v ab
Unidad Il » Leccion 1 » Ejercicios de la unidad 81
i) y¥x j) 25

k) 12 a-b

m) va

Unidad Il e Leccién 1 e Ejercicios de la unidad 91



Ejercicios de la leccidn
(Continuacion)

Soluciones:

4) a)
ys 4) Grafique las siguientes funciones y determine sus caracteristicas Clase 11, 12,13y 14
—Ax _(1\x
4 (4) a)y=4 b) y= (?)
3 ar=(3)" 9= (3)

5) A partir de las graficas del ejercicio 4) encuentre.

/‘ (0.1)
a) y=4%+2 b) y=4*+3

-3 2 -1 1 2 3%
_ 1\x—1 _ 1 X
9= (5) A= (5) -4
Dom. (=0, +o0); Rang. (0, +o0); gy=(3) §y=(3) "o
int.y=1, (0, 1); int. x: no tiene 2 2
asint. Horizontal y = 0,
funcién creciente. 6) Resuelva las siguientes ecuaciones. Clase 15y 16
a) 7=49 b) 2¥=16
c) 31~ =9g¥ d) 92v=27
e) 3% +3(3%)-4=0 f) 22-2¥-12=0
X—9x(Qu+l 1\x+2 _ -3
g) 4 =2"(8"") h) () =2

QP (1)

Dom. (=00, +0); Rang. (0, +0)
int.y=1, (0, 1), int. x: no tiene
asint. Horizontal y = 0,
funcidén decreciente.

c)

82 Unidad Il » Leccion 1 » Ejercicios de la unidad

-5 -4 -3 -2 -1 12 3 4 5%

- d) A Dom. (oo, +e0); Rang. (0, +eo); int. y = 1, (0, 1);
int. x: no tiene
asint. Horizontal y = 0, funcidn creciente.

Dom. (=00, +0); Rang. (0, +o0)
int.y=1, (0, 1), int. x: no tiene ,
asint. Horizontal y = 0, y= (%)X

funcidén decreciente.

=% 3 2 1 T Ty Incido 5) y 6), solucion en la pagina 93 y 94.

-1

92 Unidad Il e Leccién 1 e Ejercicios de la leccidn



Solucion Ejercicio 1.15.  P&g. 85
a)
y
® (16
flx) = 6° flx) =67
3
. (0.1)
/ (Oll)
-4 -3 -2 -1 1 2 3 _; -3 -2 -1 1 2 3 4 x

d) e)
y
6
5 (1,5) (-1,5)
4
flx)=5" flx)=57F
-5 -4 -3 -2 -1 1 2 3 4 X -5 -4 -3 -2 -1 1 2 3 4 5)?
-1 -1
g)
y
7
6
5
4
3
2
-6 -5 -4 -3 -2 -1 123456;

Solucionario Leccidn 1 - Ejercicios de la Leccidn

5) A partir de las graficas del ejercicio 4) encuentre.

b)

yﬁ ',
/
s I
(0,4) *'
_ax ) (1,4)
y=4"+3 II
3 ,,
jy=4"
2|4
/
‘/
5 //} (0,1)
X —-———
-5 -4 -3 -2 -1 1 2 3;

Unidad Il e Leccidon 1 e Ejercicios de la leccion

c)

Slx) = (1.5)"

-6 -5 -4 -3 -2 -1 1 2 3 4 5 6x

93



d)

11
|5
\
“ 6
\
\a
\ ]
\ -
N
T
6)
a)Cs: {2}
3
dycs: {31
3
g cs: { -3
94 Unidad Il e Leccién 1 e Ejercicios de la leccidn

b) CS: {4}

e)CS: {0}

h)CS: {1}

~
S~

ocs: {45}

f)CS: {2}

s {-3)



Objetivo: [A] Convertir expresiones de forma exponencial a

la forma logaritmica y viceversa.

Unidad Il. Leccion 2.
Clase 1

(Continua en la siguiente pagina)
Evaluacion: [A] Ejercicio 2.1y 2.2

Leccién 2. Funciones logaritmicas

Clase 1. Logaritmos

En la ecuacion x = 3¥ équé significa y?
y es el exponente al cual hay que elevar la base 3 para obtener x.

.......................................................................................

S
: "@: Ejemplo 2.1. ¢ Cudnto vale y en las siguientes ecuaciones?

fa)9=3y b) 81=3» €) 55 =3¥

i Solucién:

+a)9=3Yentonces y =2 porque 32=9

b) 81 =37 entonces y =4 porque 34 =81
c) 717 =3» entonces y =-3 porque 373 = 35 = 27

.......................................................................................

La ecuacién x = 3¥ nos dice que “y es el exponente de la base 3 que
produce x”.

[A]

B

Un logaritmo es un ex-

e Pensar en el signifi-
cado de y en la ex-
presion x = 37. [A]
*Concluir que y es
el exponente al que
hay que elevar la
base 3 para obtener
x. (5 min)

’:@3 Ejemplo 2.1.

* Hacer que se den
cuenta que el valor
de y en la expresion

En casos corr}o este se usa ‘Ia palabra logaritmo en ‘Iugar de exponente. ponente 9 = 3y es 2 porque

En la ecuacién x = a” decimos que “y es el logaritmo de la base a que

produce x”. Esta descripcion se escribe como y se Forma Forma 32 = 9

abrevia y = log,.x. logaritmica |exponencial * Hacer el andlisis de
= f v = =logx a’=x ;. .

[ v =log,x equivale aa”=x .] Y los demds incisos de

x se llama el argumento del logaritmo de la base a.

.......................................................................................

Exponente Argumento

la misma forma que

@ Ejemplo 2.2. Escriba en forma logaritmica las siguientes expresiones \ e| ante rior‘_
dadas en forma exponencial. ar=x y=log,x % .
fa) s2-25 — Concluir que un loga-
b) 42= 45 ritmo es un exponen-
C) 231= 8 te-
d) 42 =8 * , .
‘ Hacer énfasis en que
H @ Ejemplo 2.3. Calcule el valor de y en las siguientes expresiones loga- = lo equivale a
¢ ritmicas. Y E.X €4
22) 12108564 oo 2r=64 a’=Xx.
2V = 26 .
Vo6 (8 min)
ib)y= (S — (3) =% S
: (y-(Ly @ Ejemplos 2.2.y 2.3
y=3 * i
c) y=log;2 éQué valores de y hacen que 1»=2? En el_ Ejemplo 23
No existen valores de y para las cuales 17 = 2; de esto se concluye que la concluir que lo que
base de un logaritmo tiene que ser distinta de 1. .
....................................................................................... se esta buscando es
Unidad Il » Leccion 2 » Clase 1. Logaritmos 83

escribir las potencias
con la misma base.

* Concluir que la base
de un logaritmo debe
ser positiva y distinta
de 1.

* Definir un logaritmo.
(13 min)

Unidad Il e Leccién 2 e Clase 1. Logaritmos 95



Clase 1

(Continuacion)

%
&2 Ejercicio 2.1
(10 min) Solucion

Forma Forma
exponencial | logaritmica
72=49 log; 49 =2

2¥ _ 8 8 _
(§) = 125 |log; 135 =3
34=81 log; 81=4

1yv_ 1 1 _
(/=37 |log13y=5
5=q71 log,5=-1

1
4 2= % log, % =—%

1
92 =% log o % = —%
a>=6 log,6=5
27=128 |log,128=7

1v_ 1 1 _
(3) =31 |log; gr=4

{@3 Ejemplo 2.4

* Concluir con las pro-
piedades:
log,1=0vy log,a=1

(5 min)

% ©
é}\% Ejercicio 2.2
(4 min) Solucion

y=1,
y=0,
y=0,

d)70r=70, y=1,

a)4y =4,
b)5r=1,
c)7r=1,
e)cr=c,
fymy=1,

y=1,
y=0

d) y=log_,x ¢Para qué valores no estd definida (—2)»?

(=2)” no esta definida en el conjunto de los nimeros reales cuando se
calcula la raiz cuadrada de —2 (o cualquier raiz de indice par). De esta se
concluye que la base de un logaritmo debe ser mayor que cero.

De los incisos c) y d) concluimos que en la expresién y = log,,x la base a
debe ser mayor que cero y distinta de 1.

Definicion
Para todos los nimeros reales @ donde a >0y a # 1y el nimero real
positivox: y =log,x significaa”=x

En la ecuacién exponencial y = a* se concluyé que la base a debe ser mayor
que cero y distinta de 1. Como y = log ,x es equivalente a a* = x se dice que
la base a del logaritmo tiene que ser mayor que cero y distinta de 1.

En este sentido, el argumento x debe ser mayor que cero.

RO cis ) - ’
& Ejercicio 2.1. Escriba en forma logaritmica o en forma exponencial
segun el caso.

Forma exponencial Forma logaritmica
72=49
(;)3 _ .8
5 125
log;81=4
1
Iog%j =5
5=qg71
1 1
472 = Vi
063 -
as=6
log,128 =7
<1 )4 _ 1
81

' @ Ejemplo 2.4. Encuentre el valor de y en las siguientes expresiones
logaritmicas donde a >0, a # 1.

1) 108,12y v a? =1
H y=0
Se concluye que log,1=0

,comoa#l

H

éb)logaa:y ......................... a’=a ,comoa#0,az1
y=1
B Se concluye que log,a=1

& Ejercicio 2.2. Calcule el valor de y en las siguientes expresiones loga-
ritmicas.

a)log,4=y b)logs1=y c)log,1=y
d)log770=y e)log.c=y f)log,1=y
84 Unidad Il » Leccion 2 » Clase 1. Logaritmos

.

[y
H

H

B
La base de un logarit-

mo es un ndmero real
positivo distinto de 1.

El argumento de un lo-
garitmo es mayor que
cero.

B

log ,x

Base Argumento

Basea:a>0,a#1
Argumentox:x >0

log,1=0

log,a=1
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Objetivo: [B] Calcular el valor de los logaritmos.

Encontrar el valor desconocido en las expresiones

logaritmicas.

Evaluacion: [B] Ejercicio 2.3y 2.4

Unidad Il. Leccion 2.
Clase 2

(Continua en la siguiente pagina)

e seeeeeeecececeeeteieccactettieeoctetettetecnoetetttaacactettttetancnesettcaanaanen

Clase 2. Calculo de logaritmos

H - Ejemplo 2.5. Calcule el valor de:
i a) log,8
y=1log,8 ... seigualaay

2y=8 ... escrito el logaritmo en forma exponencial
2v=23 .. expresando 8 en base 2 H
y=3 .. como las bases son iguales los exponentes también lo son. §
b) log,32 c) logg ﬁ
H 1
log,32=y logs g7 =¥
v = yo 1
2V=32 8y = e
) o 4
2v=25 8= g
y=5 8y =82
H y==-
fd) logs o e) log, 64
: 217 3
logs57 =y Iog%64:y
1 1y _
37=37 (z) =64
o_ 1 ERVEE!
3= (4) =4
o a-3 1y _(1)\-3
(-
H y=-3 y=-3 H

.......................................................................................

g? Ejercicio 2.3. Calcule el valor de los siguientes logaritmos

a) log, 64 b) log, 32 c) logs 125
3
d) log, 25 e) log; % f) loge 36
5
g) log, 81 h) log, 81 i) log s 4
9 3

/" Ejemplo 2.6. Encuentre el valor que hace falta en las siguientes ex-
presiones logaritmicas. :
ta)3=log,x
H 3

3 )
%) =x expresando en forma exponencial

—

1.
g =X

b) 2=log, 16
a?=16 expresando en forma exponencial
a?=42 ,comoa>0

......................................................................................

(8]

Cuando a > 0, a # 1
si a” = a" entonces
m=n.

Cuandoa, b>0,a#1,
b # 1sia™=b" enton-
cesa=b.

Unidad Il » Leccion 2 » Clase 2. Célculo de logaritmos 85

@ Ejemplo 2.5.
*Concluir que el lo-
garitmo se iguala a y,
luego se pasa a la for-
ma exponencial y por
ultimo se aplica la pro-
piedad a™ = a” para
encontrar el valor del
logaritmo.
*Recordarle al estu-
diante que si las po-
tencias son iguales vy
tienen la misma base
entonces los exponen-
tes son iguales.

(15 min)

VRO

&? Ejercicio 2.3

(10 min) Solucién

a) 2V =64, y=6
1V

b) (3) =32, y=-5

c)5'=125, y=3
1V

d) () =25, y=-2

e)7y=%, y==2

fl6v=36, y=2
g (5) =81, y=-2

h) (%)y =81, y=—-4

202 Ejemplo 2.6.

*Enfatizar que convierte de la forma logaritmica a
la exponencial y se aplican las propiedades de los
exponentes (a™ =a”" y a™ = b™). (10 min)

)167=4, y=1%

Unidad Il ¢ Leccidn 2 ¢ Clase 2. Calculo de logaritmos 97



Unidad Il. Leccion 2.
Clase 2

(Continuacién)

Clase 3

(Continua en la siguiente pagina)

Objetivo: [C] Deducir las propiedades de los logaritmos
mediante tablas.
Aplicarlaspropiedadesdeloslogaritmos parareducir
una expresion logaritmica a un solo logaritmo.

Evaluacion: [C] Ejercicio 2.5

%
&2 Ejercicio 2.4.
(10 min) Solucion

_ 1 __
a)3"=7a3 »y=-5

b) a3 =27, a=3

I@Ffen

d)a‘5=3%, a=2

e)2=128, y=7

f)82=x, x=64
y
TR
3 _ _ 1
h) 53 =x, X=795%

1
i)a?=16, a=4

[Hasta aqui Clase 2]
[Desde aqui Clase 3]

e Deducir las propie-
dades de los logarit-
mos.

*Llenar la tabla con
los valores que hacen
falta para y.
*Deducir que la ex-
presidon general que
satisface a x es 2”.
*Utilizando los datos
de la tabla, deducir
en forma general las
propiedades de los lo-

.......................................................................................

:;\52 Ejercicio 2.4. Encuentre el valor que hace falta en las siguientes ex-
presiones logaritmicas.

a)y=|og3% b) 3 =log, 27 c)3=|og3x

d) -5= Ic»gl,si2 e)y=log,128 f) 2 =loggx

g)y=log, 64 h) -3 =logsx i)2=1log, 16
2

Clase 3. Propiedades de los logaritmos

Llene la tabla con los valores de y que hacen falta. [c]
X 1 2 4 8 16 32 64 | 128 | 256 | 512
y 1 4 6 9

éCémo se relaciona x con y?
2’=xyaque20=1; 21=2; 22=4, 23=8, ..
Si 27 =x entonces log, x =y

Utilizando los datos de la tabla deduzcamos algunas propiedades de los Sia>0,ryseR

logaritmos. entonces:

a)log; (8x4) =108, 32 ccververcreenene multiplica 8 x 4 =32 a)arts=aras
=5 log,32=5

=3+2 .. 5=3+2
=log,8+log,4 ... 3=log,8;2=log,4

(logz(sxél):Iog28+log24.]*>( log,MN =log,M +log,N ]

b logs 32 =10828 v dividiendo 32+ 4 =8 b) ar-s = 4
=3 . .. log,8=3 @
=5-2 . 3=5-2

=log,32-log,4...... 5=1log,32;2=log,4

( Iogz¥:log232—log24.]—>( Iogu%:loguM—logl,N ]

86 | Unidad Il » Leccion 2 » Clase 3. Propiedades de los logaritmos

garitmos:
a) log,MN =log,M + log,N

b) Ioga% =log,M — log,N

X 1 2 4 8 16 32 | 64 | 128 | 256 | 512

c)log,x"=nlog,x

(20 min)
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c)log,4%>=log,64 ... 43=64
=6 .. log,64=6
=3x2 .. 6=3x2
=3xlog, 4 ... 2=log,4

D—(

Propiedades de los logaritmos
Si My N son nimeros reales positivos se da que:
i) log,MN =log,M+log,N

O (@) = ar

log,x"=nlog,x .]

( log,43=3log, 4

ii) Ioga% =log,M—log,N

i) log,M¢=clog,M ... cesunnumero real

. [

H ‘@"’ Ejemplo 2.7. Aplique las propiedades de los logaritmos para reducir
i a un solo logaritmo las siguientes expresiones.

a) log, 10 + log, 5

i) %Iog28+ %Iogz 16

H

% log, 8 + % log, 16 = log, 8+ log, 167 . propiedad iii)
=log,2+log, 4
=10g,2(4) propiedad i)
=log, 8 H

~ d) 3logi 5 + 2logo 3 — 4logg 2

3log 15 + 2l0g 10 3 — 4log19 2 = log 1o 53 + log 1o 32 — log 1 24 :
=log19 125 +log 109 —logyp 16
=logyo 125(9) — log o 16

& Ejercicio 2.5. Escriba como un solo logaritmo
a) logs 100 — logs 25 b) loge 21 +logs 10
c) %Iog3 64 d) %Iogs 64—%Iog3125+log3 10

e) %Iog5 49—%Iog58+ 13logs 1 f) logip5+2log1 5+ 3log 105 —6logyy 5

Unidad Il » Leccién 2 e Clase 3. Propiedades de los logaritmos

B

Aplicando las propieda-
des de los logaritmos
una expresién con va-

logs 10 +10g4 5 = 1084 10(5) evvevemrveerrrenreees propiedad i) : rios logaritmos se pue-
=log, 50 H de expresar con un solo
H : logaritmo.
‘ b) logs 24 —logs 8 2
i log324—1logs8 =1083 g s propiedad ii)
=logs;3

87

Clase 3

(Continuacion)

5@3 Ejemplo 2.7
*Hacer que identifiquen
la propiedad a aplicar
en cada expresion.
*Reducir las expresio-
nes a un solo logaritmo.
(15 min)

§’§2 Ejercicio 2.5
(10 min) Solucién:
1

00
a) logs 55 =logs 4
b) logg (21-10) = logg 210
) logs (64)% = log;4%/4

d) log; (64)7
—logs (125)3 +log, 10

1
642
=logs |—| (10)
1253
= log; 16

e) logs (49)% - Iogs(S)%
+ logs 113
497
1
83

7
logs >

(1)

log 5

f) logio 5 + logyo (5)2
+logyp 53 — logg 5°
logip (552 53+56)
logio 1

0
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Unidad Il. Leccion 2. Objetivo: [D] Calcular el valor de logaritmos comunes y
Clase 4 naturales usando calculadora.
(Continda en la siguiente pagina) [E] Calcular logaritmos usando el cambio de base.

Evaluacion: [D] y [E] Ejercicio 2.6 y 2.7

e Conocer los logarit-
mos comunes y los
logaritmos naturales.
*Llamar a los logarit-

Clase 4. Logaritmos comunes y logaritmos naturales

De la definicién de logaritmo (si y = log , x entonces a” = x) se sabe que la [D]

mos de base 10 Ioga— base debe ser un nimero real positivo distinto de 1.
ritmos comunes y a En matemdtica dos de las bases mas frecuentes son: a = 10 vy
los de base e logarit- @=2.718281828459... = ¢
mos naturales. [D] Los logaritmos con base a = 10 se llaman logaritmos comunes y logaritmos
*Enfatizar en sus es con base a = e se llaman logaritmos naturales.
crituras El logaritmo natural de x se abrevia como In,x y se sobre entiende que In.x=Inx

i corresponde al logaritmo en la base e de x; In x = In,x.
(5 mln) log 10x = log x

El logaritmo comun de x se abrevia como log x y se sobre entiende que
corresponde al logaritmo en la base 10 de x; log x = log 10 x.

e Encontrar el valor de
los logaritmos comu-
nes y los logaritmos

: "W/ Ejemplo 2.8. Encuentre el valor de los siguientes logaritmos utilizan-
¢ do calculadora. H

B

naturales. i a) log 1,845 i Como
: Escriba 845 en la calculadora y luego presione la tecla para log 19 845 = 2.92685670...
obtener 2.92685670... H compruebe que

10 2.92685670... = 845
log 10 845 = 2.92685670...

‘@" Ejemplo 2.8. : :
* Hacer uso de la cal- ib) In215 i Como

Escriba 215 en la calculadora y luego presione la tecla @ para In 215 = 5.3706380...

culadora. i obtener 5.3706380... compruebe que
H 53706380 = 215
* : e
Comprobar los va- i In215=53706380.. :
Iores encontrados .......................................................................................
A0 i s - - .
usa ndo |a tecla & Ejercicio 2.6. Encuentre el valor de los siguientes logaritmos y verifi-
casio de Ia caIcu— que su respuesta utilizando la tecla en la calculadora.
ladora. a) log 500 b) In 133 c) logy 1715 Hay otro caso que se
presiona yluego se
(7 mln) d)In1715 e) In 54 f) log1o 73 escribe el 845. De igual
manera, primero (In)y
g)In78 h) logyo 324 luego 215.

21;\? Ejercicio 2.6.
(8 min) Solucion

a) 2.6989... 38
b) 4.8903...
c) 3.2342...
d) 7.4471...
e) 3.9889...
f) 1.8633...
g) 4.3567...
h) 2.5105...

Unidad Il » Leccién 2 » Clase 4. Logaritmos comunes y logaritmos naturales
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Clase 4

(Continuacion)

Cambio de base en los logaritmos
En la expresion y = log, x se sabe que “y es el exponente al que hay que
elevar la base a para obtener x”, en otras palabras “y es el logaritmo en la

base a de x”.

¢éSera posible expresar un logaritmo de base a en términos de un logaritmo
de base b?

Siy=log,x entonces a’ =x

Aplicando el logaritmo de base 5 en ambos lados de a” = x se obtiene

a’ =x
log,a” =logyx.... aplicando logaritmo de base b a ambos lados
ylog,a =logyx..... propiedad iii) de logaritmos
_ log,x .
“Togya " despejando paray
_ log,x . _
log,x = logya ™ sustituyendo y = log , x

log,x
log,a

A la expresion log,x =
base de un logaritmo.

se le llama férmula del cambio de.]

[y !
. "@5 Ejemplo 2.9. Encuentre el valor de log , 25 aplicando el cambio de base. .
: Se puede hacer el célculo aplicando el cambio de base a base 10 6 base e }

log 1025 _ 1.397940...
log102 ~ 0.301029...

In25 3.218875...
: b) Tomando la base ¢ log, 25 = n2 - 0693147 - 4.643856... :

R -’

a) Tomando la base 10 log, 25 = =4.643856... .

é’,\i’ Ejercicio 2.7. Utilice la férmula del cambio de base para encontrar el
valor de los siguientes logaritmos aplicando el cambio de base a base 10
6 base e.

a) log;45 b) log, 28

c) log,98 d) logs 86

[E]

&

[
Utilizando la tecla

en la calculadora verifi-
car que 24643856.. = 25y
concluir que el valor de
log, 25 es 4.643856...
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e Deducir el cambio
de base en los loga-
ritmos. [E]

M: éSera posible ex-
presar un logaritmo
de base a en término
de otro logaritmo de
otra base?
*Aplicando el loga-
ritmo de base b a
ambos lados de Ia
expresién a” = x con-
cluir que

_log,x

log, x = .
8a log,a

*Llamar a esta féormu-
la “cambio de base
de un logaritmo”.

(5 min)

’:@3 Ejemplo 2.9
*Verificar los valores
encontrados usando la
tecla de la calcula-
dora. (10 min)

2’;\? Ejercicio 2.7.
(10 min) Solucién
a) 3.4649...
b) 4.8073...
c) 3.3073...
d) 2.7676...
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Unidad Il. Leccion 2.
Clase5y6

(Continda en la siguiente pagina)

Objetivo:

propiedades.

[G] Conocer la relacién entre la funcidon logaritmica

y la funcién exponencial.

Evaluacion: [G] Ejercicio 2.9y 2.11

[F] Definir una funcién logaritmica y conocer sus

e Definir la funcién lo-
garitmica. [F]
*Recordar que la
definicion de logarit-
mo dice que la base
debe ser un nimero
positivo distinto de
1. Con base a esta
definicion de logarit-
mo definir la funcién
logaritmica.

(5 min)

5@:' Ejemplo 2.10

e Graficar las funcio-
nes logaritmicas
y=log, x;
y= Iog% X

* En la tabla hacer ver
que es mas conve-
niente darle valores a
¥ para encontrar x.

* Deducir el dominio,
rango, interceptos en
xyeny,y losinterva-
los de crecimiento.

* Concluir que la gréfica
es creciente en todo
su dominio cuando
a > 1y es decreciente
cuandoO<a<1.

* Deducir que el punto

Clase 5 y 6. Funcion logaritmica

El logaritmo y = log , x estd definido cuando la base @ es un nimero real
positivo distinto de 1. Este logaritmo define la funcion f(x) = log , x ya que
para cada valor de x existe uno y solo un valor de y.

Definicion

La funcién logaritmica con la base a, @ > 0y a # 1 se define por

y=log,xsiysdlosix=a’.

02 Ejemplo 2.10. Grafique las siguientes funciones logaritmicas.

ia)y=log,x
Como y =log, x entonces 2V = x.

De esta ultima se calculan los
valores de la tabla.

b) y=log, x

Como y = log, x entonces
(3)=x °
5 ) =x.

H

De esta Ultima se calculan los :
valores de la tabla.

ProTirL Rk
X173 112 (4]8 x|8 1421 27| 8|
Poly|-2|-1]0|1]2]|3 yl-3|-2|-1{o]1]2|3]:
y y
; : . i
g ) y= |ngx 5 §
S 1 2 2
H i H
R 2 3 4 5 x H
E -1 =2 1 N2 3 4 5 6 x S
S -2 -1 ;
-3 2 y=log.x
: - . i
K S )
De las gréficas de las dos funciones concluimos:
a)y=log,x b)y=|og%x
1. El dominio es el conjunto de 1. El dominio es el conjunto de
los R+ los R*
2. El rango es el conjunto de 2. El rango es el conjunto de
los R los R
3. El intercepto en el eje x es 3. El intercepto en el eje x es
(1,0) (1,0)

4. No hay intercepto en el eje y.
x =0 es una asintota vertical

5. La grafica es creciente en
todo su dominio ya que
a>1.

4. No hay intercepto en el eje y.
x =0 es una asintota vertical

5. La grafica es decreciente
en todo su dominio ya que
O<a<l.
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[F]

&

Es mdas practico darle
valores a y para obte-
ner x.

También se usan como:
intercepto en x (o y)
para decir intercepto
enelejex(oy).

Se sabe que log,1=0
ya que a® = 1, por lo
tanto, el punto (1, 0) es
intercepto en x.

Se sabe que log,a =1
ya que al = g, de esto
se concluye que el pun-
to (a, 1) pertenece a la
grafica.

(1, 0) es el intercepto
en x y que el punto
(a, 1) donde a es la
base pertenece a la
grafica.

(25 min)
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Clase5y6

(Continuacion)

O Ejemplo 2.11. [G]

@ Ejemplo 2.11. Grafique en el mismo plano la funcién exponencial
y=2"ylafuncién logaritmica y = log, x. éQué observa?

)’4 ya2% ~ x y=2" x |y=log,x
rE 2| 1 1 2
3 - 4 4 B
: EU R
y=logyx
=< L N
-2 -1 2 3 4 5 6 x 1 2 2 1
-1
5 2 4 4 2

Los pares ordenados intercambian sus coordenadas, es decir, si (—2, %)
corresponde a y = 2* entonces (% , —2) corresponde ay = log; x.

En forma general si (x, y) pertenece a la funcion exponencial y = 2*
entonces (y, x) pertenece a la funcion logaritmica y = log , x.

Al trazar la recta y = x se observa que los puntos correspondientes estan
a la misma distancia de esta recta, por ejemplo, la distancia del punto
(2,4)dey=2"alarectay=x eslamisma que la distancia del punto (4, 2)
dey=log,x alarectay=ux.

Si doblamos el plano cartesiano por la recta y = x vemos que la funcién
logaritmica y = log, x es el reflejo de la funcién exponencial y = 2%, es
decir, que estas funciones son simétricas respecto a la recta y = x.

X

& Ejercicio 2.8. Grafique en el mismo plano y = (%) y y=log,x.
Saque conclusiones. :

g\f’i Ejercicio 2.9. Grafique las siguientes funciones logaritmicas y deter-
mine su dominio, rango, interceptos e intervalos de crecimiento y decre-
cimiento.

a)y=logsx b) y:Iogix c)y:Iogllux d)y=logpx
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* Graficar en un mismo
plano la funcion ex-

(] ponencial y = 2¥ y la

funcién logaritmica
y=log, x.

* Concluir que los pares
ordenados cambian sus
coordenadas, es decir,
si (x, y) pertenece a la
grafica de la funcién
exponencial  entonces
(v, x) pertenece a la fun-

& cion logaritmica.

Si en el par ordenado * Trazar larectay =x, que
(x, ¥) se intercambian .

las coordenadas se ob- se den cuenta que si se
tiene (y, x). Estos pares dobla por esa recta la
ordenados son inversos g .,
y son simétricos res- graﬁca de una funcion
pectoalarectay=nx. es el reflejo de la grafica

de la otra funcion.

* Concluir que las grafi-
cas son simétricas res-
pecto a la recta y = x,
es decir, que los puntos
correspondientes  es-
tan a la misma distan-
cia de esta recta.

(15 min)

R
é}\g Ejercicio 2.8.

*Sacar conclusiones so-
bre los interceptos, las
asintotas, los intervalos
de crecimiento y decreci-
miento. (5 min) Solucién

%8
&? Ejercicio 2.9. (10 min) Solucion
véase la pagina 108.
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Clase5y6

(Continuacion)

@ Ejemplo 2.12.

* Al graficar las dos
funciones darse
cuenta que la grafica
de y = log, (x + 3) tie-
ne un desplazamien-
to de 3 unidades a
la izquierda en rela-
cion a la grafica de
y =log, x.

* Concluir con los des-
plazamientos a la
izquierda o a la dere-
cha de una funcién

logaritmica.

* Concluir sobre el ar-
gumento.

* Concluir sobre el do-
minio.

* Concluir sobre la
asintota vertical.
(7 min)

7RG
é\% Ejercicio 2.10.
(10 min) Solucion

a)
Yy

1]

]

T

I

%

I

R T 23 4 5 6 7 8%
I

i ! =log, (x+1)

if -2

_3 X+1>0;x>-1
Dominio: (=1, +o0)
Asintotax =-1
Rango: R

-4

+ Solucidn:
: Como y =log, (x + 3) entonces 2” = x + 3

@5 Ejemplo 2.12. Grafique la funcién y = log, (x + 3) y comparela con Ia
grafica de y = log, x. :

2V-3=x

Y4 y=log,(x+3) X y
_23
: y=logyx g | 3

5
-4 -3 2 -1 2 3 4 5 6 7 X —= —
. 2 !
-2 0
-2
-1 1
-3
1 2
-4
5 3
o
i ;

El argumento (x + 3) debe ser mayor que cero por lo que x +3 > 0; x >-3. De
esto se sabe que x solo puede tomar valores mayores que —3. El dominio
de la funcidn es ] -3, +oo [.

x =—3 es una asintota vertical de la funcién y = log; (x + 3)

En la funcién logaritmica y = log,, (x + b) la grafica de y = log , x se traslada
|b| unidades a la izquierda o a la derecha dependiendo sib>006 b <0
respectivamente. El dominio son los valores x >—b ya que x + 5 > 0.

La asintota vertical esx=—byaquex+ b =0.

:}\52 Ejercicio 2.10. Grafique las siguientes funciones logaritmicas. En-
cuentre su dominio, rango y asintota vertical.

a) y=logs (x+1) b) y=logs (x-2)

c) y=log,(x—5) d) y=log, (x+5)

.......................................................................................

* Ejemplo 2.13. Grafique la funcién logaritmica y = log, x + 3.

J=logyx+3 Solucién:

El +3 en la funcién y = log, x + 3 :
y=log,x significa que la grafica se desplaza :
3 unidades hacia arriba en relacién }

V 53 @ 5 & 75 alagraficadelafunciony=log,x

.......................................................................................
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&
3 en la funcién
y = log, (x + 3) signi-
fica que su grafica se
corre 3 unidades a la iz-
quierda de la grafica de
y=log,x.

y=logx+3
es equivalente a
y=3+log,x

"o
1 % /
—2 -1 1 ;‘a 45 6 7 &y
) ! '
i = log, (x—2) Oy
-2 f . ~ H
3 X=250;x32 @ Ejemplo 2.13.

Dominio: (2, +o0)
Asintota x =2
Rango: R

Incisos c) y d) ver solu-
cion en pagina 108

* Concluir con los desplazamientos hacia arriba y hacia abajo de una

funcion logaritmica.
(5 min)
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Objetivo: [H] Definir una ecuacién logaritmica.

Resolver ecuaciones logaritmicas.

Evaluacion: [H] Ejercicio 2.14, 2.15y 2.16

& Ejercicio 2.11. Grafique las siguientes funciones logaritmicas. En-
cuentre su dominio, rango y asintota vertical.

a) y=log,x-4 b) y=logzx+2

c) y=—3+logsx d) y=4+logsx

e) y=log,(x-3)+4 f) y=log, (x+1)-2

Clase 7 y 8. Ecuacion logaritmica

La funcidn logaritmica f(x) = log , x define la ecuacidén logaritmica y = log ,x
donde la variable x es parte del argumento.

Ejemplo de ecuaciones logaritmicas:

a) log;x=2 b) =2=log, x c) log, (x=5)=5

d) logg (x + 1)=% e) 4=logs(2x—-1) f) logs(3x=2)=3

Una ecuacidn logaritmica es aquella ecuacién en la cual la variable
es parte del argumento.

.......................................................................................

H ?@-' Ejemplo 2.14. Resuelva las ecuaciones logaritmicas anteriores.

H

i a) log;x=2 entonces 72=x ... expresando la forma logaritmica en
: x=49 forma exponencial

i) ~2=log, x ¢) log, (x—5)=5

entonces (%)’ 2= x entonces 25=x-5
82=x 32=x-5
x=64 x=37

fa) logs (x+1)= + e) 4=logs (2x—1)

entonces 83=x+1 entonces 34=2x-1
2=x+1 81=2x-1
x=1 x=41

f) logs (3x—2) =3 entonces 43=3x-2
: 64=3x-2

.......................................................................................

%
Q)\? Ejercicio 2.12. Resuelva las siguientes ecuaciones logaritmicas.
c)logg (x+7)=2
f)log, (3x+2)=-2

a)2=logox
d)3=logs(x—2)

b)log, x=-2
e)log, (2x-1)=2

[H]

B
Al sustituir x = 49 en
log; x = 2 se da que
log;49=2

Se resuelven algunas
ecuaciones logaritmi-
cas convirtiéndolas a su
forma exponencial.

Unidad Il » Leccion 2 » Clase 7 y 8. Ecuacion logaritmica 93

Unidad Il. Leccion 2.
Clase5y6

(Continuacién)

Clase7y 8

(Continda en la siguiente pagina)

o, O

e}\% Ejercicio 2.11

(8 min) Soluciones

véase la pdagina 109

[Hasta aqui Clase 5y 6]
[Desde aqui Clase 7 y 8]

Definir una ecuacidn
logaritmica. [H]

*Que se den cuenta que
en una ecuacion logarit-
mica la variable es parte
del argumento. (5 min)

@ Ejemplo 2.14.
*Concluir que para re-
solver este tipo de ecua-
ciones logaritmicas se
convierten a la forma ex-
ponencial y se aplican las
propiedades de los expo-
nentes. (15 min)

%
f)‘% Ejercicio 2.12.
(10 min) Solucién:

a) x =100
b)x=25
c)x=29
d)x =127
e)x=%

-1
f)x= 13
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Clase7y 8

(Continuacion)

'—@5 Ejemplo 2.15.
*Que se den cuenta que
en algunas ecuaciones
logaritmicas hay que
probar si los valores en-
contrados son parte del
conjunto solucién.

*Que se den cuenta que
el argumento debe ser
mayor que cero y que
esta condicién debe to-
marse en cuenta para
determinar si los valores
encontrados son parte
del conjunto solucion.
(5 min)

%O
& Ejercicio 2.13.
(10 min) Solucidn

a)x=0,3
b)x=-5,3

"@: Ejemplo 2.16.

*Concluir que en la so-
lucion de este tipo de
ecuaciones logaritmicas
se aplica las propiedades
de los logaritmos. (5 min)

2’3@‘2 Ejercicio 2.14
(10 min) Solucion
a)4 b) 5

c) 10 d)5

e) 10 f)2y8
g8)2

106

Q' Ejemplo 2.15. Resuelva log, (x +4)2 = 4
: Solucion:
¢ log, (x + 4)2 = 4 entonces 2% = (x + 4)2

H 16 =x2+8x+16..... Desarrollando el cuadrado '
: xX2+8x=0 .
H X +8)=0 oo Factorizando :
Xx=0 06 x==8.cceurern Propiedad del factor cero

{En log, (x + 4)2 = 4 el argumento (x + 4)2 debe ser mayor que cero, es }
+ decir, x # —4. Como hay 2 valores: x = 0, x =—8 ambos no son iguales a —4.
Entonces la solucionesx=0yx=-8. H

.
R

%
&Z Ejercicio 2.13. Resuelva las siguientes ecuaciones logaritmicas
a) logs(2x—3)2=2 b)log, (x+1)2=4

@ Ejemplo 2.16. Resuelva logs x + logs (x—6) =3 :
Solucion:
logzx +logs (x—6)=3
logzx(x—6)=3 ... aplicando log, M + log, N = log,, MN

33 = x(x — 6) ...expresando en forma exponencial
x2-6x—-27=0
(x=9)(x+3)=0
x=9 6 x=-3

Los valores sonx =9 yx =-3, como x =9 > 6 entonces 9 es solucion de la :
ecuacion. Como x = -3 < 6 entonces —3 no es solucidn de la ecuacion.
+ La Unica solucidn de la ecuacién es x = 9.

& Ejercicio 2.14. Resuelva las siguientes ecuaciones aplicando las pro-
piedades de los logaritmos.

a) log,x+log,(x—2)=3

c) log, (x—2)+log, (x—9)=3
e) logg(x—6)+logs(x+6)=2
g) loggx+loggx2=1

b) logsx2 +logsx=3
d) logsx+logs (x—4)=1
f) log, x +log, (10—-x)=4

I
@ Ejemplo 2.17. Resuelva logg 3x —logg (x + 1) =0 H
¢ Solucion: H
ilogg3x—logg (x+1)=0
: 3x . H
logg T+1 0... aplicando log, M —log,N = Ioga%
__3x H
H 8= x+1 :
: _ 3 :
1=37%1 H
1(x+1)=3x '
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&

En la ecuacién dada los

argumentos sonx y x — 6.
El argumento debe ser
mayor que cero, por
tantox>0yx—-6>0.
De ambos argumentos
se concluye que x > 6.

4
En la solucién de la
ecuacion logaritmica se
aplican las propiedades
de los logaritmos y la
conversion a la forma
exponencial.

4
En la ecuacion los argu-
mentos deben ser mayor
que cero, es decir, 3x >0
yx+1>0, delo que re-
sultaquex>0yx>-1.

‘:@:‘ Ejemplo 2.17.

*Concluir que en la solucién de
este tipo de ecuaciones logaritmi-
cas se aplican las propiedades de
los logaritmos. (5 min)
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Clase7y 8

(Continuacion)

I
(ST

logg3x—logg (x+1)=0
1 1 2
logs 3(3 )~ logs (3 +1)0

Prueba: ..conx

3 37?2
Iog87—log87 =‘/O
0=0

g? Ejercicio 2.15. Resuelva las siguientes ecuaciones logaritmicas
a) logz(7—-x)—logs(1-x)=1 b) logs 2x—logs (x +5) =0

P P .

@ Ejemplo 2.18. Resuelva log, (x— 1) + log, (x + 2) = log, (3x + 1)

Solucion: ’ ’ ’

Iog%(x—l) + Iog% (x+2)= Iog% (3x+1)

: Iog% (x=1) (x+2)= Iog%(3x +1)

log, (x2+x2) = log, (3x+1)

: x2+x—-2=3x+1
x2-2x-3=0

(x-3)(x+1)=0

silog,x=log,y entoncesx=y

=30

En la ecuacion los argumentos deben ser mayor que cero, es decirx—1>0;
x+2>0y3x+1>0, de lo que resulta quex>1;x>—2yx>—% se
concluye que x > 1. De los valores x = 3 y x = —1 solo 3 cumple que es

mayor que 1, por lo que 3 es la tnica solucién de la ecuacién.

& Ejercicio 2.16. Resuelva las siguientes ecuaciones logaritmicas.
a) log (3x+2) +log 9 =log (x +5)

b) log x + log(x + 1) = log 12

c) Inx=In5+1In9

d) 3loggx=logg36+logg12—logg?2

e) log;81¥—log332*=3

f) log, (x—3)—log, (2x+ 1) =—log, 4

g) logigx2+logipx3+log o x*—log1ox5 =log,o 16

h) In3+In(2x=1)=In4+In(x+1)

i)In(x+3)+In(x—4)-Inx=In3

Unidad Il » Leccion 2 « Clase 7 y 8. Ecuacion logaritmica

Z<§°§ Ejercicio 2.15
(10 min) Solucién

1 1 a) x=-2
Como 5 >0y 5>-1
2 2 _
1 b)x=5
entonces x = 5 es la
solucion de la ecua-

cion.

':@:' Ejemplo 2.18.

ecuaciones
cas se aplica las

&
Propiedades para re-
solver ecuaciones loga-

mos. (5 min)

ritmicas: o
Six>0,y>0ya>0, '<°> . . .
a#0se da: & Ejercicio 2.16

i) silog,x=log,y

£ (15 min) Solucién:
entoncesx =y

ii) six=yentonces 1
log,x = log,y

95 I) 6

Unidad Il e Leccion 2 e Clase 7 y 8. Ecuacién logaritmica

*Concluir que en la so-
lucién de este tipo de
logaritmi-

pro-

piedades de los logarit-
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Solucidn Ejercicio 2.9.

a)
V4

P4g. 103

2 3 4 5

y=log,x

=Y

Dom: (0, +o°), Rango: R
Int. enx:(1,0)
Int. en y: no existe
Intérvalos:

Crecimiento (0, +0)

Dom: (0, +o°), Rango: R

Int. en x: (1, 0)

Int. en y: no existe

Intérvalos:
Decrecimiento (0, +o0)

Solucidn Ejercicio 2.10. Pag. 104
c) A
Y= |082 (x=5)
-1 1 2 7 8 9 10 11§

108

3 4 (ﬁ
xX=5>0;x>5

Dominio: (5, +<0)
Asintotax =5
Rango: R

Unidad Il e Leccidn 2 e Ejercicios de la leccion

b)

d)

d)

Yy
1
-1

-1

-2
Dom: (0, +o°), Rango: R

-3l Int.enx: (1, 0)
Int. en y: no existe
Intérvalos:
Decrecimiento (0, +o°)

VA

-1

y=log,,x

Dom: (0, +o0), Rango: R
Int. enx: (1, 0)
Int. en y: no existe
Intérvalos:

Crecimiento (0, +0)

YA
3/

| y=log, (x+5)

65 f4-3-2-1

A .
12345678;

5l X+ 5>0,x>-5

_4| Dominio: (=5, +o0)
_s| Asintotax =-5
Rango: R




Solucion Ejercicio 2.11. P&g. 105

a) b)
A A
y1 Ve
X
2 -1 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 4
-1
3
-2 y=log;x +2
2
-3
. y=log,x—4 L
5 >
. Dominio: (0, +09) 2 -1 1 2 3 4 5 6 7 8 y
- -1
~ Rango: R Dominio: (0, +o0)
. Asintota vertical x =0 -2 Rango: R
B -3 Asintota vertical x =0
C) YA d) YA
1
> 5
2 1 T 2 3 4 5 6 7 8 9y
-1 4
=4+lo
-2 3 Y Bs X
_3 y=-3+log;x " Dominio: (0, +o)
. Rango: R
- 1 ; .
Asintota vertical x =0
-5 A -
Dominio: (0, +<0) -2 -1 1 2 3 4 5 6 7 8 x
-6
Rango: R -1
-7 Asintota vertical x=0 D)
-8
-3
e f
) yA ) IA
2
5
4 1 /
3 -2 1 1 5 4 5 6 7 8 9%
y=log,(x—3)+4 _

y=log, (x+1)-2

Dominio: (3, +o) Eomlm(])R: (51, 4e0)
ango:

Rango: R i .
Asintota vertical x = -1

-3 Asintota vertical x =3

Unidad Il e Leccién 2 e Ejercicios de la leccién 109



Unidad Il. Leccidn 3. Objetivo:  Entender que el angulo inscrito es la mitad del
Clase 1 angulo central.

(Continua en la siguiente pagina) i o
Evaluacidn: Ejercicio 3.1

Definiciéon del dangulo
central e inscrito.

(4 min) Leccién 3. Resolucion de triangulos
) Clase 1. Angulo inscrito
Teorema 3'1- (20 mln) :' ........................ ‘:
En la Fig. 3.1 el punto O es el centro de la circunferencia. Al ZAOB, se le : P H
denomina dngulo central subtendido por el arco AB. H 4 H
EI punto de Ia demos— Al LAPB, se le denomina angulo inscrito subtendido por el arco AB.
tracién es trazar el dlé- Hay infinitos dngulos inscritos subtendido por el mismo arco. H A H
metro que pasa por e| Acerca de las medidas de estos angulos, se tiene lo siguiente: &
punto P. e B3

Teorema 3.1
Las medidas de los angulos inscritos subtendido por el mismo arco
son iguales y equivalen a un medio de la medida del angulo central.

En la pizarra se dibuja

Demostracion: Se va a mostrar que m LAOB =2 m LAPB

Caso a)
En el AOAP, OA= el radio = OP, por lo tanto

¢ m LOAP =m LOPA. Luego

i 'm £ZA0Q=m LOPA + m LOAP =2m LOPA...(1)

De la misma manera se tiene que:
A m £BOQ = 2m £OPB...(2)
Q B i De (1) y (2) se tiene que:
m £AOB =m £AOQ+m £BOQ =2(m LOPA +m £LOPB) =2m £APB.

Caso b)

o

En el AOPB, OP = el radio = OB, por lo tanto
¢ Setiene que m ZAOB =2m LOPB =2m LAPB Eg‘f

[ — A
La medida de un angulo

En lugar de escribir mu-
. externo de un tridngulo
ChaS Igualdades' H esigual a la suma de la
medida de los angulos
Caso b)

internos no contiguos.
: Casoc) 8

A

¢ En el AOPB, OP = el radio = OB, por lo tanto D

2} se tiene que m ZROB = 2m ZRPB...(1) I‘;’t‘frullgss B « Angulo
R p En el AOPA, OP = el radio = OA, por lo tanto no contiguos externo
H A ) H se tiene que m ZROA :.Zm ZRPA...(2)
Restando (2) de (1) se tiene que: A C
B _

A m £AOB =2m LAPB m £DBC=m LA+m LC

ve)

96 | Unidad Il » Leccion 3 » Clase 1. Angulo inscrito
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Objetivo:

Evaluacion: Ser capaz de reproducir la demostracion.

Entender la demostracion de la ley de los senos.

Unidad Il. Leccion 3.
Clase 1

(Continuacién)

Clase 2

(Continda en la siguiente pagina)

Solucién: Como £LADBy ZACB son angulos
subtendidos por el arco AB, x° = 10°.

De la misma manera y° = 15°

x =10,y =15 (Respuesta)

R
& Ejercicio 3.1. Encuentre el valor de x. O es el centro.
a) b) <) d)

Clase 2. La ley de los senos (Demostracion)

Notacion: En el AABC se denotan las medidas de los lados opuestos a los
vértices A, By C como a, b y ¢ respectivamente. También se representan
las medidas de los ZA, ZBy £C como A, By C.

Teorema 3.2. La ley de los senos
SiReselradiodela ci}r)cunferencia circunscrita al AABC, entonces se

tiene que: send = senB :WZZR'

.......................................................................................

H
. s a
+ Demostracion: Se va a demostrar que send = 2R.

Casoa) 0°<A4<90° Setrazaeldidmetro A'B.

H En el AA'BC, como A’B es un diametro, m ZA’CB = 90°,
por lo tanto sen 4’ = % = % .
Por otra parte el angulo 4’ = 4 por el Teorema 3.1. Luego
send = ﬁ y ﬁ =2R

......................................................................................

&
De este resultado se
tiene que los dos trian-
gulos son semejantes.
(Criterio AA)

o & T@

B a
Circunferencia circuns-
crita del AABC.

A

Todos los tridngulos
tienen su circunferen-
cia circunscrita.

...........................

...........................

Unidad Il » Leccion 3 » Clase 2. La ley de los senos (Demostracién) | 97

{@:‘ Ejemplo 3.1
(8 min)

o/ O
& Ejercicio 3.1
(13 min) Solucién

a)x= % (360—140)=110

b) x = % x 180 = 90

El dngulo central es
un angulo llano.

¢)x=50-30=20
d)x= %{180—(25+25)}
- 65

[Hasta aqui Clase 1]

[Desde aqui Clase 2]
Notacion (5 min)

Teorema 3.2. Declara-
cién (5 min)

El aprendizaje de la cir-
cunferencia circunscri-
ta serd en Mat Il Uni-
dad I. En este momento
basta con captar laidea
intuitivamente.

Unidad Il e Leccion 3 e Clase 2. La ley de los senos (Demostracion)

Demostracion
(35 min)

111



Unidad Il. Leccion 3. Objetivo:  Aplicar la ley de los senos para encontrar la medida

Clase 2 de un lado.
(Continuacion)

Clase 3

(Continua en la siguiente pagina)

Evaluacion: Ejercicio 3.2

Demostracion
Caso b)yc)
§Caso b) A= 90° BC es el diametro de la circunferencia, por lo tanto ‘ 7[%&
f : _ a a _a _ H Si A = 90°, entonces
[Hasta aqui Clase 2] R= 45 . Porotraparte (i r = oo = { =a L BOC90° %2+ 1800
) ; Luego senA =2R i (O es el centro), por lo
[Desde aqui Clase 3] : i tantoOestaenelBC.
: : H A !
" tCasoc) A >90° En el arco BC que no contiene el punto A se toma un } H ,‘\ H
O : nto A'. 90° < 4 quiere decir que el angulo central a = 24 > 180°. } : A
@’ Ejemplo 3.2 ; i guieredeat ane s aneuo 1 PP c
. H Por lo tanto B = 360° — . < 180°, luego el 4ngulo 4’ = 76 <90°. : :
(10 mln) : Por el caso a) se tiene que ﬁ =2R. H :
: ,_ 1 HE A
El punto es hacer pare- : Por otra parte 4 + 4’ = 5 (a + ) = 180°. P ’\
Jas dEI angUIO Yy su IadO : Por lo tanto, se tiene que sen A’ = sen(180° — 4) = sen4 : i B C

opuesto. Luego ggrp = 2R

..........................

% . . . sen(180° — 6) = senf
é&? Ejercicio 3.2 Véase Mat | Unidad Il
(35 min) Solucioén

a)R= % send Clase 3. La ley de los senos (Calculo de la medida de un lado)

1 1 " Ejemplo 3.2. En el AABC, A =60°, B=45°y a=3.
= 7 X 3 - 7 = 3 Encuentre el radio R de su circunferencia circunscrita y b. H
:S lucién:
b=2R sen B j ~oneton B
: De la ley de los senos se tiene que 2R = send
=2x3x ——==3,/2 P01 a4 1.3 1 V3
V2 ER=7senA=75en60"=7x3+T=‘/5
o) R= L b pakenn e St Br g B |
2 senB
1 . 1 g}\? Ejercicio 3.2. En el AABC, los datos estan dados como lo siguiente.
=5 X 4 ~ Encuentre los valores indicados
2 V2
a) A=30°, B=45°ya=3. EncuentreRyb.
=242 b) B=45°, C=120°y b=4. EncuentreRyc.
c= 2R Senc c)C=135°,4=30°yc=6. EncuentreRya.
V3
:2)(2’/2 X T d)4=60° B=75°ya=6. EncuentreRyc.
=26
1 98 Unidad Il » Leccion 3 » Clase 3. La ley de los senos (Calculo de la medida del lado)
C
CO)R=+
) 2 senC
1. L
2 /2 3
=3,2 dR=+ -4 __1, 6.5 _5/3
2 send ~ 2 2
a=2RsenAd
1 C=180°— (4 + B) = 45°
=2x3y2 X% 7

-3,2 c=2RsenC=2x2ﬁx\%=zﬁ

112 ‘ Unidad Il e Leccidn 3 e Clase 3. La ley de los senos (Célculo de la medida del lado)



Objetivo:
de un angulo.

Evaluacion: Ejercicio 3.3

Objetivo:
Evaluacion:

Aplicar la ley de los senos para encontrar la medida

Entender la demostracion de la ley de los cosenos.
Ser capaz de reproducir la demostracion.

Unidad Il. Leccion 3.
Clase 4

Clase 5

(Continda en la siguiente pagina)

{@:' Ejemplo 3.3

20 .
& Ejemplo 3.3. En el AABC, A=60° a=3yb=+6.
Encuentre Ry B.

......................................................................................

~ 2 send T 2 sen60’

Por otra parte, del mismo teorema se tiene que

H b _ /6 _ 1

H 2R /3 /2

Como 0° < B <180°, entonces B=45° 6 B=135°.
Como A4 + B+ C=180°, se tiene que 4 + B < 180°.

¢ Por lo tanto B = 135° es imposible. Luego B = 45°

. Respuesta: R = s/§ , B=45°

.......................................................................................

i senB =
:

<
:»x Ejercicio 3.3. En el AABC

a)A=45°a=6yb=342. EncuentreRyB.

b) C=30°a=+v3 yc=1. Encuentre RyA.
c)B=120°b=+3 yc=+2. EncuentreRyC.

d) C=45°b=4/6 yc=2. Encuentre RyB.

Clase 5. La ley de los cosenos (Demostracion)

Teorema 3.3. Ley de los cosenos c
En el AABC

a? = b2+ c2—2bc cosA a
b2 =2+ a?—2cacosB
c2=a?+ b2 -2ab cosC A B

Demostracion: Se coloca el AABC en el sistema de las coordenadas como
se muestra la gréfica.

Por la definicion de seno y coseno, las coordenadas del punto C son
(b cosA, b send).

Clase 4. La ley de los senos (Calculo de la medida de un angulo)

\
Sia # 0 entonces

_b _b
YTy

&

Hay casos donde hay
dos posibilidades del
angulo, a esto se le co-
noce como caso ambi-
glo.

B

La segunda férmula se
obtiene efectuando a la
primera la permutacion:
a=>b, b>c¢ c>a.
A->B,B->C,C~ A.
De la misma manera de

la segunda la tercera.

Unidad Il » Leccion 3 « Clase 5. La ley de los cosenos (Demostracion) 99

(10 min) Cuando se cono-
ce el valor de seno, hay dos
probabilidades en cuanto
a la medida del dngulo.

Hay casos donde se aban-
dona una, por el hecho de
que la suma de las medi-
das de los angulos es 180°.

o, O

é}\% Ejercicio 3.3
(35 min)
a)R = %

S

[
'S

en

x 6+ %=3\/5

-1

2

_b _ .
senB = 2R - 3f.6ﬁ

1

2

Como0°<B<180°-A4=135°,

B =30°
_1 ¢
b)R = 2 senC
= % x1+ % =1
senA-— J/3 2= f
Como0° <A <180°-C= 150°,
A =60°,120°
1 b
)R = 2 senB

3

=1

I
senC = R =y/2+2= f

Como 0° < C<180°—-B=60°
C=45°

C
senC

d) R

[Hasta aqui Clase 4]

[Desde aqui Clase 5]

Teorema 3.3
Declaracion (5 min)
Demostracion (35 min)

El punto es utilizar la definicidn y la relacidn
de seno y coseno y la férmula de la distancia.

Hay otra manera utilizando la altura, sin em-
bargo, es un poco complicada porque hay que
distinguir los angulos agudo, recto y obtuso.

1
2
Fxae =2
- J6+2/2

senB =

M %b

Como0°<B<180°—
C=60°,120°

C=135°,

Unidad Il e Leccidn 3 e Clase 4. La ley de los senos (Célculo de la medida del angulo) e Clase 5. La ley de los cosenos (Demostracion) ‘ 113



Unidad Il. Leccion 3.

Clase 5

(Continuacion)

Clase 6

Objetivo: Aplicar la ley de los cosenos para encontrar la

medida de un lado.

Evaluacion: Ejercicio 3.4

(Continua en la siguiente pagina)

En la demostracion del tex-
to la formula de la distancia
absorbe esta clasificacion.

Nota (5 min) Hay una se-
cuencia de deduccién:

Teorema de Pitdgoras
Q Relacidn entre seno
y cOseno
Q Férmula de distancia
Ley de los cosenos

[Hasta aqui Clase 5]

[Desde aqui Clase 6]

{@3 Ejemplo 3.4
(8 min)

2’;\? Ejercicio 3.4

(37 min) Solucion

a)a?=b2+c?-2bc cosA
=42+32-2x4x3

x(-3)
=37
a=+y37

b) b2=c? + a? - 2ca cosB
=/32+32-2x 3
/3

X3 x5
=3

b=y3

c)c?=a?+b?-2ab cosC

=/22432-2x 2
1
()
2
=17 V2

c=/17

¢ Aplicando la férmula de la distancia entre dos puntos, se tiene que: H [%’L
+ BC?2 = (b cosd —c)? + (b send - 0)? H Férmula de la distancia

{ Como BC = g, se tiene que: t SiP(xy, ) y Qlxg, y2),
a?= b2 cos?4 — 2bc cosA + ¢ + b2 sen?4 entonces
I b2 (sen24 + cos?4) + ¢2 — 2bc cosA ; PQ=«/(XZ )24 (pp )
v =b2+¢2-2bc cosd H
N et tetetetetetereaoreeee sttt tetatatett st st tatetete e e e sssesetasetena . sen24 +cos24 = 1
Se obtienen las otras férmulas de la misma manera.
Pitdgoras
Nota: En a2 = b2 + ¢2 — 2bc cosA, si A = 90°, entonces a? = b2 + ¢2, porque Q Relacién entre seno
c0s 90° =0. De esta manera se ve que la ley de los cosenos es una extension y coseno
del Teorema de Pitagoras. Q Férmula de distancia

Ley de los cosenos

Clase 6. Ley de los cosenos (Calculo de un lado)

{®} Ejemplo 3.4. En el AABC, 4 =60°, b =2y ¢ = 3. Encuentre a.
s
+ Solucion:

: De la ley de los cosenos, se tiene que
ta2= b2+ 2= 2bc cosA

t =22+432-2x2x3cos60°
=4+9-12x3 =7

§ Comoa>0,a= 7 (Respuesta)

& Ejercicio 3.4. En el AABC,
a)A=120°,b=4yc=3. Encuentrea.

b) B=30° c=+/3 ya=3. Encuentre b.
c)C=135°a=+2 yb=3. Encuentrec.

d)4=150°h=2yc= \/5. Encuentre a.

.-

: Solucion:
H .
: De la ley de los cosenos como solo se conoce cosd, se tiene que
ta?=b%+c2—-2bc cosd

$162=52+¢2—2 x5 x ¢ x cos60°

H

$36=25+¢2-5¢,

“
Ejemplo 3.5. En el AABC, 4 = 60°, a =6y b = 5. Encuentre c. H

ceccccccaa’

; 5469
fc2-5c-11=0. c=+

; '
H 5—/69 ’
: Como ¢ >0, la solucién > <0 no es adecuada. H Hay casos donde hay

H

H
H
3

H 5+./69 dos posibilidades.
: Respuesta ¢ = —
100 Unidad Il » Leccion 3 » Clase 6. Ley de los cosenos (Calculo del lado)
d) a2 = b2+ ¢2—2bc cosA @ *Ejemplo 3.5
=22+ /32-2x2x,/3x (_\E) En este ejemplo una de las soluciones de la
2

ecuacion de segundo grado es negativa, por
lo tanto, la positiva corresponde a la respues-
ta. Hay casos donde las soluciones son posi-
tivas y ambas corresponden a la respuesta.

=13

a= 13

114 ‘ Unidad Il e Leccién 3 e Clase 6. Ley de los cosenos (Célculo del lado)



Objetivo:  Aplicar la ley de los cosenos para encontrar la Unidad Il. Leccidn 3.
medida de un angulo. Clase 6

(Continuacién)

Clase 7

Evaluacion: Ejercicio 3.6

RO

N *Ejercicio 3.5

Solucién:

a) a?=b2+c2—2bccosAd
52=42+2-2x4xcxy

a)A=60°a=5yb=4. Encuentrec. c2—4¢c-9=0, c=2+,/13

b)A4=45°,a=4yc=3/2. Encuentreb.

3§1’ * Ejercicio 3.5. En el AABC,

b) a2 = b2+ ¢2—2bc cosA
c)B=120° b=4yc=3. Encuentrea. 42 = p2 + (3\/5)2 -2xh

d) C=150° b= 3 yc=2. Encuentrea. X 3 2><i
2x
b>-6b+2=0,h=3%,/7

Clase 7. Ley de los cosenos (Calculo del angulo) c) b2 =c?+a?-2ca cosB
De la ley de los cosenos se obtiene lo siguiente. 7[%& 42=324+q2-2x3xax(- %)
Hay que ser capaz de
{ cosd=b2+c2—a*, cosB=c2ta?—b?, cosC=a’+h*—c? deducir estas férmulas a?+3a-7= 0,
2he 2ca 2ah de la ley de los cosenos /
en lugar de memorizar- a= M
T . las. 2
égljcliij::plos.ﬁ. Enel AABC,a=7, b=3yc=28. Encuentre 4. d) c2=a?+b2—2ab cosC
De la ley de los cosenos, se tiene que 7[%& 22=q%+ \/§ 2-2x%xq X\/§
H H La ventaja de usar co-
§COSA=b2+CZ_az= 32482—72 _24 _ 1 seno es que el valor del x _\/§
H 2hc 2x3x8 8 = 2 H mismo determine el 2
. Como 0° < 4 <180°, A=60° (Respuesta) ; angulo. a’+3a-1= 0,

.......................................................................................

_ —3+413
4=

3;\% Ejercicio 3.6. En el AABC,
a)a=7,b=5yc=8. Encuentre 4. [Hasta aqui Clase 6]

b)a=+3,b=1yc=2. EncuentreB. [Desde aqui Clase 7]

c)a=1,b= J5 yc=+2. EncuentreB.

Las formulas (5 min)

La ventaja de esta férmu-
la es que al valor de co-
seno le corresponde un
Unico angulo.

d)a=5,b=3yc=7. Encuentre C.

':@3 Ejemplo 3.6

Unidad Il » Leccion 3 » Clase 7. Ley de los cosenos (Calculo del angulo) 101
(10 min)
%O
& Ejercicio 3.6
2 2—12 3 . .,
b) cosB=c*ta?—b> i Lt O =§, B =30° (30 min) Solucién
2ca 2X2X\/§ ) f= b2+ 2 2
a) COSA = cc—a
c)cosB: cz+a2_b2:M :—i, B =135° 2hc
2ca 2x\/§x1 \/5 _ 524872
d) cosC=a?+b2—c? = 524 32— 72 =_%’ C =120° ) ZXZXEi oo
2ab 2x5x3 -2 4T

Unidad Il e Leccién 3 e Clase 7. Ley de los cosenos (Célculo del angulo) 115



Unidad Il. Leccion 3.
Clase 8

Objetivo:
angulo.

Evaluacion: Ejercicio 3.7

Las formulas (10 min)
Se sabe de la ley de los
senos que, en el trian-
gulo, el lado opuesto al
angulo mayor es mas
largo (véase proble-
ma de la unidad B1).
Por lo tanto para saber
si el tridngulo es un
triangulo acutdngulo,
rectangulo u obtusan-
gulo, basta examinar el
angulo opuesto al lado
mayor.

{@3 Ejemplo 3.7
(5 min)

g}‘? Ejercicio 3.7

(30 min) Solucion

a) a2 > b2 + ¢2 obtuso
b) a2 < b2+ ¢2 agudo
c) a2 = b2+ 2 recto

d) a2 > b? + ¢? obtuso

Clase 8. Discriminacion del angulo agudo, recto y obtuso

' Si0° < 4 < 180°, entonces se tiene que:

cosd >0 < 0°< A4 <90°

cos4 =0 < 4 =90°

cos4 <0 < 90° < 4 < 180°
‘ Por otra parte, como cos4 = b tct—a’ y 2bc > 0, se tiene que:
. cC

cosA >0 < b2 +2>a?

cosA =0 b2+ c2=a?

cosA <0< b2+ c2<a?.

.......................................................................................

En resumen [;"
- &

En lugar de memorizar
esta relacion, deddzca-
la de la ley de los cose-
nos.

En el AABC

LA esun angulo agudo <= a2 < b2 + 2
LA es un angulo recto < a? = b2 + 2
LA es un angulo obtuso < a2 > b2 + 2

.......................................................................................

i :
H O Ejemplo 3.7. Enel AABC,a=6,h=3yc=5.
§ Determine qué tipo de dngulo es el ZA, agudo, recto u obtuso.

§So|ucic’>n:
fa2=62=36y b2+ c2=32+52=34,

H :
H H
: Como a?>b?+ 2, de laley de los cosenos se sabe que el ZA es obtuso. :

.......................................................................................

:}\52 Ejercicio 3.7. En el AABC, determine qué tipo de angulo es el ZA.
a)a=5, b=2y c=4
b)a=6, b=5y c=4
c)a=5,b=4y c=3

d)a=7, b=4y c=4

102 Unidad Il » Leccin 3 » Clase 8. Discriminacién del 4ngulo agudo, recto y obtuso
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Aplicar la ley de los cosenos y discriminar el tipo de




Objetivo:
seno.

[A] Entender la formula del area del tridangulo con

Unidad Il. Leccion 3.
Clase 9

[B] Encontrar el area del tridngulo utilizando la

medida de los lados.

Evaluacion: [A] Ejercicio 3.8 [B] Ejercicio 3.9

Teorema 3.4 (5 min)

Clase 9. Area de triangulo

Teorema 3.4
El drea Sdel AABCes S =

.........

...............

.......................................................................................

H {Q} Ejemplo 3.8. Encuentre el drea S del AABC donde
ta=3, b=4yC=60°

g Solucion:  S= 5 ab senC = 7 x 3 x4 xsen60° =

.......................................................................................

%

é\% Ejercicio 3.8. Encuentre el drea S del AABC.

b)b=8, c=3yA=45°
d)a=5, b=4yC=150°

a)a=3, b=4y(C=30°
c)c=2,a=6yB=120°

H - Ejemplo 3.9. Encuentre el area S del AABCdondea=4, b=5yc= 7 [B]
¢ Solucién:
: De la ley de los cosenos, se tiene que

Se evita la clasificacion se-
gun el tipo de ZA utilizan-
do las coordenadas.

{@} Ejemplo 3.8
(5 min)

o/ O

6)\3 Ejercicio 3.8
(10 min) Solucién

a)s = % ab senC

-1 1
=5 ><3><4><2

=3

b)S = % bc senAd

=l><8x3><L

VG

&

Utilizando la ley de los

c) S= 1 casenB

H s ) : cosenos, encuentre 2
B 2 2.2 _ A2 272 _ —8 __ 1 H 5 5
§Cosc_a+2zh c _4;)(54)(57 =40 =" %5 : senC (6 send 6 senB). =%X2X6X \/§
Como 0° < C'<180°, senC >0, por lo tanto,
; 1) _ 2v6 H = 3\/§
§SenC=¢17cosZC=¢1*(T) =75 1
éLuegoS-zubsenC_7x4x5x ‘és =446 ‘ d)S=7absenC
--------------------------------------------------------------------------------------- 1 1
g&, Ejercicio 3.9. Encuentre el area S del AABC. = 2 x5x4x 2
a)a=2,b=3yc=4 b)a=2,b=4yc=5 5
Nota: Hay una férmula que representa el drea del AABC con la medida de -
los lados. S~
@ Ejemplo 3.9
Férmula de Herén. 3 .
El drea Sdel AABCes S= /s(s—a)(s— b) (s — ¢) donde s = LIZJH (8 min)
2®
o R . .
& * Ejercicio 3.10. Demuestre la Férmula de Herdn aplicando la manera & EjerCICIO 3.9
del Ejemplo 3.9. (12 min) Solucién
=a?+b>—¢?
Unidad Il » Leccidn 3 » Clase 9. Area de tridngulo 103 a) cosC 2ab
__1
4
5 senC =y/1 — cos2C =Y
b) cosC =W =3¢ Nota: (5 min) No tiene sentido ”1 4
4 /231 ensefiar esta férmula antes del S= > ab senC
senC=,/1—cos2C = 16 ejemplo 3.9. =1 yox3gx Y
S=1 absenC=1 x2x4x 231 %O 2 4
2 2 16 €\ *Ejercicio 3.10 _3/15
V231 Solucién: Véase la pagina 129. 4

=2

Unidad Il e Leccidn 3 e Clase 9. Area de triangulo ‘ 117



Unidad Il. Leccion 3.

Ejercicios de la Leccion
Soluciones

1.a)x=50-30=20 b)

d) x =180- (20 + 60)
=100

x=% (360 — 100 x 2) = 80

x =100

-1 b _
2.a)R= 2 senB_‘/E

a=2RsenA=\/§

1
b)R= 5 se(r:1C =23
b=2RsenB=2/6

1 _c _
)R = 2 senC =2

a _ V2

send =R =2
Como0°<A4<180°-C

=120°,
A =45°
_ 1 _a _
d)R= 2 send _1k
_ ¢ _ V3
senC = SR = 2
Como0°<(C<180°-4
=150°,
C=60°,120°

3.a)a?=b?+c?2-2bccosA
=5
a=+/5
b) ¢2=a?+ b2 —2ab cosC
=7

c=4y7

c)a?=b%+c?—2bc cosd
b2-3b+2=0, b=1,2

d) b2 =2+ a2 - 2ca cosB
a+ /2 a-1=0,
—/2+y6

a= 5

4.a)cosC= a*+b?—c?
1 2ah

Ejercicios de la leccion

SYalann
S e\

2.

w

&

wv

o

En el AABC, R es el radio de su circunferencia circunscrita.
a) A=30°,B=45°ybh=2. EncuentreRya.

b) B=45° C=120°yc=6. Encuentre Ry b.
c)C=60°c=2y3 ya=2+42. Encuentre RyA.
d)4=30°%a=1yc=+3. EncuentreRyC.

. Enel AABC

a)A=45°b=42 yc=3. Encuentrea.
b) C=150° a=1yb=+3. Encuentrec.
c)A4=30°%a=1yc=43. Encuentreb.
d)B=135°5b=4/2 yc=1. Encuentrea.

En el AABC
a)a=2,b=3yc=+19. EncuentreC.
b)a=2,b=1yc=+3. Encuentre B.

. Determine qué tipo de angulo es el ZC.

a)a=3,b=3yc=1.
b)a=5,b=3yc=7.
c)a=5b=12yc=13.
d)a=2,b=3yc=4.

. Encuentre el drea S del AABC.

a)b=4,c=5yA=135°
b)c=6,a=14y B =30°.
c)a=5b=6yc=7.
d)a=3,b=4yc=4.

104 |  unidad Il » Leccién 3 » Ejercicios de la leccién

Clase 1 Ejemplo 1.1

Clase 3 Ejemplo 3.2

Clase 4 Ejemplo 3.3

Clase 6 Ejemplo 3.4

*Ejemplo 3.5

Clase 7 Ejemplo 3.6

Clase 8 Ejemplo 3.7

Clase 9 Ejemplo 3.8
Ejemplo 3.9

-2
C=120°
b) cosB = >+ a?—b*
2ca
_ /3
=72
B =30°

5y 6. Véase pagina 129

118 Unidad Il  Leccién 3 e Ejercicios de la leccién




Objetivo: Entender la forma de las graficas del seno y coseno

y el concepto de periodo.

Evaluacion: Ser capaz de explicar la relacion entre las Fig. 4.1,
4.2y4.3.

Leccion 4. Las graficas de las funciones trigonométricas
Clase 1. Graficas de seno y coseno

Leee

y

P(cosd, send)

) /x)_\ ]
B
e
S

-1 1 x -90 6 90° 18 270 0
/ ~1
y=send
Fig. 4.1 Fig. 4.2
\Q

En la Fig. 4.1 el punto P gira alrededor del origen sobre
la circunferencia de radio 1. Por la definicién de seno y
01— i coseno, se tiene que:

4 La coordenada y de P = senf

-1 1

La coordenada x de P = cos6.
180° La Fig. 4.2 muestra el cambio del valor sen6 con respecto
a 0, es decir, la grafica de y = sené.
70°
De la misma manera, la Fig.4.3 es la grafica de x = cos6.
360°
H 6
x = cosf
i Fig.4.3
+ Caracteristicas de la gréfica de y = sen0 :
y
1 :
/\ /\ 9 i
60° -270° -180% -90° 90° 181 270° 60° 450° 54 630° 20° 810° 90’6\ E
1 :
.

y=send groseessesneseesasnasnaseanease?
El dominio es el con-

Unidad Il. Leccion 4.
Clase 1

(Continua en la siguiente pagina)

Grafica de seno

(20 min)

Los estudiantes tienen
que tener memorizada
la definicion de seno y
coseno.

En la pizarra hay que
mostrar bien la rela-
cion entre la Fig. 4.1y
la Fig. 4.2

¢ 1. El dominio es el conjunto de nimeros reales.

: 2. Elrangoes[-1,1]

........

3. La parte comprendida en el intervalo @ < 0 < @ + 360° (2 es cualquier definida.
angulo) esta repetida infinitamente hacia ambos lados. :

junto de los valores de
6 donde la funcion estd

.
.es

Unidad Il » Lecci6n 4 » Clase 1. Graficas de seno y coseno 105
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Unidad Il. Leccion 4. Objetivo:  Entender la gréfica y el periodo de y = tan6,
Clase 1 y=secO, y=cscO y y=-cotO
(Continuacion)

Clase 2

(Continua en la siguiente pagina)

Evaluacion: Ejercicio 4.2

Caracteristica de Ia
grafica de y = senf

(15 mm) f'(La figura anterior muestra la parte cuando 0° < 0 < 360°). Ademds ninguna ‘ [%&
parte mas pequefia cumple esta propiedad. El rango es el conjunto

: H de los valores de y que
i Por 3 se dice que y = sen@ es una funcién periédica y su periodo es 360°. : toma la funcién.

Que los estudiantes
enhenda n blen que Ia La gréfica de y = cosO se obtiene desplazando —90° hacia el eje 0 la gréfica [=1, 1] significa el con-

periodicidad de la fun- g;jzézlzsdeen)(;},:essei%cir, 90° hacia la izquierda, y tiene la mismas caracteristicas junto {y; ~1 <y <1}
cién y = sen0 es el re- o ereeesieseeeseesiesteastesseateaatateenteteasteeneaneeeneenaeensenneensenneann® !

ﬂeJO del hecho de que 3}‘3 *Ejercicio 4.1. Investigue qué foérmula aprendida en Matematica |

senf es la coordenada muestra la periodicidad. Véase Matemdticas |,
y del punto P que gira Unidad Il, Clase 8 y 9

alrededor del origen.

Clase 2. La grafica de tangente, secante, cosecante y cotangente

Grafica de y = cos0
(10 min)

Hay que indicar la rela-
cion entre la Fig. 4.1y
la Fig.4.3.

Z&? *Ejercicio 4.1

Solucion LIl Clase 2.8
£(6+360°0) = £(6) :

donde n es un nimero ;Caracterisﬁca de la gréfica de y = tan0

i 1. El dominio es el conjunto de los nimeros reales excluyendo los valores
entero. H o -
90° (2n + 1), n: nUmero entero.

Los valores excluidos
son .., —270°, —90°,
H . , 90°, 270°, 450°, ...
2. El rango es el conjunto de los nimeros reales.

3. El periodo es 180°.

[Hasta aqu|' Clase 1] t 4. La grafica se acerca a las rectas 0= 90° (2n + 1)
i (n: nimero entero) sin limite.

[Desde aqui Clase 2]

§ En este sentido se dice que las rectas 6=90° (2n + 1) son asintotas de la grafica.

..........................................................................................

Grafica de y = tanf 106 | Unidas 1+ eceon - lse 2. Lo g deangente, scant, cosecte ycoangente

(20 min)

Primero los estudian-

tes tienen que saber Dese cuenta que las asinto- El periodo es 180° porque
donde aparece el va- tas aparecen cuando tan@ los radios colineales dan el
lor de tanf como una no estd definida para ese mismo valor de tané.
coordenada del punto. valor de 6.

120 Unidad Il e Leccién 4 e Clase 2. La grafica de tangente, secante, cosecante y cotangente



Clase 2

(Continuacion)

(Continda en la siguiente pagina)

Grafica de y = secO
y=cscOyy=cotO
Abajo se muestran las graficas de secante, cosecante y cotangente. (15 mln)
[ I I
; ; } El punto es que cuan-
I I I
: } } do el numero positivo
I I I
! ! ! X Se acerca a O, el valor
[ [ \ .
! ! | % aumenta y si x es
i-aso =T 3—2700 150 ECE iason 5o 0 negativo entonces 1
X
I I I
I I I .
| m [_ es negativo y | 1| au-
1 1 1 menta.
[ | 1 \ \
| | I I
I I I I
I I I I
I I I I
I I I I
I I I I
I I 2L I I
I I I I
I I I I
I I it I I
I I I I
. | . | . . | . | . .
'—450° [-360° '-270° [-180° '-90° oo T18or '270° [360- 'as0- ‘'sdoc O
l l ol l l
I I I I
I I 1 I I
1 1[\ 1[\1
y=cscl
i y i i
l l l
I I I
I I I
I I I
1 1 1
I I I
N 0° 3—180" 0° g° q 3180 0 3360" "¥50° 0
I I I
? ? ?
y =cotd
Unidad Il » Leccion 4 » Clase 2. La gréfica de tangente, secante, cosecante y cotangente 107
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Unidad Il. Leccion 4.

Clase 2

(Continuacion)

Clase 3

Objetivo:
relacion con la de y = sen®.

Evaluacion: Ejercicio 4.3, 4.4

(Continua en la siguiente pagina)

%
&2 Ejercicio 4.2
(10min) Solucidén
(n: ndmero entero)
y =secl
a){6,90° (2n—-1)< 6
<90° (2n + 1)}
b){y,y<-1,1<y}
c) 360°
d) 6=90° (2n +1)

y=csch
a) {6,180°n<y<180°
(n+1)}
b) {y,ys—l, 1 Sy}
c) 360°
d) 6=180°

y =cotf
a) {6, 180°n <y < 180°
(n+1)}
b) El conjunto de los
nuameros reales R.
c) 180°
d) 6=180°n

[Hasta aqui Clase 2]

[Desde aqui Clase 3]

[A]

"@f Ejemplo 4.1
(10min)

Cuando se dibuja la grafi-
cadey=senfoy =cos6,
basta tomar puntos don-
de la coordenada y tiene
elvalorde-1,0y 1.

En la tabla la parte mar-
cada con la linea gruesa
es fundamental.

é’;\i’ Ejercicio 4.2. Encuentre: a) Dominio, b) Rango, c) Periodo, d) Asinto-
tas de las graficas anteriores (secante, cosecante y cotangente).

Clase 3. Amplitud y desplazamiento vertical

§ @ Ejemplo 4.1. Haga la gréfica de y = 2senfy encuentre el periodo y el [A]

i rango. 3
: Solucion:

0° [90°|180°270°|360°

y =2send

senf [0 1]| 0] -1 0))(2:
2senf|0| 2| 0 |-2| 0

&
A este nimero 2 se le
llama amplitud.

............................................................................

direccion del eje y.

ampliar k veces

verficalmente > ¥ =ksend(k>0)

y=senf

Rango; [k, k]

%
()‘{Z Ejercicio 4.3. Haga la grafica y encuentre el periodo y el rango.

a)y =3senf b) y = 2cosO c)y=-2senf d)y=—%c056
':@:' Ejemplo 4.2. Haga la gréfica de y = senf + 1y encuentre el periodo y [B]
el rango.

.............................................................................................................................

6 [0°]90°]180°|270°|360°

senf|0| 1|0 |-1 0)15

+
senf (1|2 1|0 |1
+1

90° 1808

y=send

Periodo: 360° Rango: [0, 2]

g S

108 ‘ Unidad Il » Leccion 4 » Clase 3. Amplitud y desplazamiento vertical

%0 i .. . . - -
& Ejercicio 4.3 (13 min) Véase solucion en pagina 130.

[B]

':@3 Ejemplo 4.2 (10 min)

122 Unidad Il e Leccidn 4 ¢ Clase 3. Amplitud y desplazamiento vertical

Entender las graficas de y =ksenfyy =senf+ben




Objetivo:
y=sen(0-a).

Evaluacion: Ejercicio 4.6

Entender la relacidn entre la grafica de y = senfy

Unidad Il. Leccion 4.
Clase 3

(Continuacién)

Clase 4

(Continda en la siguiente pagina)

Sumar 1 al valor de y significa desplazar la gréfica 1 hacia arriba.

desplazar b

y=senf - -
7 hacia arriba

y=senf+b

Rango; [-1 + b,1 + b]

é’;\? Ejercicio 4.4. Haga la gréfica y encuentre el periodo y el rango.
a)y=senf+2 b)y=cosf+1

c)y=senf-1 d) y=cosf-2

& Ejercicio 4.5. Haga la gréfica y encuentre el periodo y el rango.

a)y=2senf-1 b) y=-2cosf+1

Clase 4. Desplazamiento lateral

5@3 Ejemplo 4.3. Haga la grafica de la funcién y = sen(6 - 60°) y encuen-
tre el periodo, el rango y el intercepto en y.

........

Si b < 0, entonces el
desplazamiento es ha-
cia abajo.

....................

. s
¢ Solucién:

330°

y

270°

¢ Periodo: 360° Rango: [-1,1] Interceptoeny: (O, —é

.......................................................................................

Restar 60° de 6 significa desplazar 60° hacia la derecha.

{ y=senf

desplazar a

hacia la derecha y=sen(6-a)

Unidad Il » Leccién 4 « Clase 4. Desplazamiento lateral

..................................

Sen (-60°) =— @
Se llama también des-

fase.

Si a < 0, entonces el
desplazamiento es ha-
cia laizquierda.

109

%
Q‘)\% Ejercicio 4.4
(12 min) Soluciones

a) A
Al
\/Z/\/
Il Il 177 Il Il Il Il 6
-180° —9‘0°_1”0° 90° 180° 270° 360°
Sl
5l
Periodo: 360° Rango: [1, 3]
YA
b)
/\/5’
-180° -90°__|o° 90° 180° 270° 360°
Sl
5l

Periodo: 360° Rango: [0, 2]

YA
c) ’4
Nl
Il Il 177 - Il Il Il 6
_w 90° N\80° 270° 360°
41
5l
Periodo: 360° Rango: [-2, 0]
d) VA
Al
21
Il Il 177 Il Il Il Il g
-180° -90°__Jo° 90° 180° 270° 360°

Periodo: 360° Rango: [-3, —1]

§’§2 Ejercicio 4.5
(Tarea en casa)
Solucién

Véase pagina 130.

':@:' Ejemplo 4.3. (15 min)
Es importante entender el despla-
zamiento en relacién con la tabla.

Unidad Il ® Leccién 4 « C

[Hasta aqui Clase 3]

[Desde aqui Clase 4

123
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Unidad Il. Leccion 4.

Clase 4

(Continuacion)

Clase 5

(Continda en la siguiente pagina)

La teoria general de des-
plazamiento se tratard
en Mat Il Unidad II.

X

& Ejercicio 4.6
(15 min) Solucion
a) »

14 /\
| | | |

Objetivo: Entender la graficade y =senkfy y =senk(0—-a) y
su periodo en relacion con la de y = sen®.

Evaluacion: Ejercicio 4.8, Ejercicio 4.9

—g0° y o 180° '\5
I _1

V2

Periodo: 360° Rango: [-1, 1]

Periodo: 360° Rango: [-1, 1]

C) VA

| |
~90° 0o/ 90°

e

{
'
'
'
'
'
1
|
Tt
i
'
'
'
'
'
'
'

Periodo: 180°  Rango: (oo, oo)

Incisos d), e) y f) Véase
pag. 130.

%0

& Ejercicio 4.7

(15 min) Solucién
Véase pagina 130.

[Hasta aqui Clase 4]

[Desde aqui Clase 5

& Ejercicio 4.6. Haga la gréfica y encuentre el periodo, el rango y el
intercepto en y.

a) y =sen(0—45°)
c)y =tan(6-60°)
e)y =cos(6 +45°)

b) y = cos(6-30°)
d) y =sen(6+60°)
f) y =tan(6+ 30°)

24

3;\52 Ejercicio 4.7. Haga la gréfica y encuentre el periodo, el rango y el a) Primero haga la gr?
intercepto en y. fica de y = 2sen0, luego
a)y = 2sen(6—30°) b)y =-2 cos(6+45°) +1 desplacela.

Clase 5. Multiplicar 0

g @ Ejemplo 4.4. Haga la gréfica de y = sen20y encuentre el periodo y el
i rango.

¢ Solucion: y y=send
H 1+

) 0°[45°] 90° |135°/180°
26 |0 [90°(180°270°/360°)
sen260

o
=
o
iR
o

: Periodo: g =180°, Rango: [-1, 1] H
H H
Multiplicar 6 por 2 significa reducir la grafica % en el eje x.

B

o1 R EEE——
reducir Si 0<p<1,entoncesla
= _—m - e .
y=senf hacia el eje y y=senpf (p>0) grafica se estira.
. 360° .
Periodo: P Si p > 1, entonces se

encoje.

O
& Ejercicio 4.8. Haga la grafica y encuentre el periodo y el rango.

a) y =sen30 b)y=seng c)y =cos20 d)y=cosg

110 Unidad Il » Leccion 4 » Clase 5. Multiplicar 6

':@:' Ejemplo 4.4. (15 min) Explique la grafica relacionada con la tabla.

R . .. . S (-
N Ejercicio 4.8. (15 min) Solucién véase pagina 131.
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Objetivo: Entender la manera sintetizar lo aprendido para
dibujar la grafica de y = ksen (PO + a).

Evaluacion: Ejercicio 4.10

Unidad Il. Leccion 4.
Clase 5

(Continuacién)

Clase 6

(Continda en la siguiente pagina)

':@:' Ejemplo 4.5. Haga la grafica de y = sen2(6 — 60°) y encuentre el pe-
riodo, el rango y el intercepto en y.

+ Solucion:
y=sen2d
0 60° [105°| 150° | 175° | 240° 5 . periodo: 350" = 180°
9-60° | 0° |45°| 90° |135°|180° +6i) T2
2(0-60%) [ o7 [90° | 180° 270° 360" )* 3 Rango: [~1, 1]
tlsen2(6-60° 0 | 1| O |-1| 0 Intercepto en y: (0,—%) Sen(-120°) =

%G
&3 Ejercicio. 4.9. Haga la gréfica y encuentre el periodo, el rango y el
intercepto en y.

a) y =sen 3(6-20°) b) y=sen % (6 +45°)

c) y = cos 2(0—60°) d) y = cos % (6+135°)

Clase 6. Grafica (forma general)

€®} Ejemplo 4.6. Haga la gréfica de y = 3sen(20 - 60°) y encuentre el pe-

H - y=3sen2(6-30°) Desplazando 30° hacia la derecha .

Por lo tanto, se tiene la grafica siguiente:

Unidad Il » Leccién 4 » Clase 6. Grafica (forma general)

...........................................................................................................................

/3

...........................................................................................................................

B

riodo, el rango, el intercepto en y los interceptos en 6. Cambie a la forma en
e eeeeeeeeeeeseeeseseceeseseseseseeseseseseseseesesttneneneestatnenenenanannnenannnnn, y=ksenp(6-a)
: Solucién: y = 3sen(26 - 60°) = 3sen2(6—30°). :
i y=senb > y=3send Ampliando por 3 verticalmente
- y=3sen20 Reduciendo por % hacia el eje y

111

204 Ejemplo 4.5

(15 min)

Se efectla el desplaza-
miento lateral por ultimo.

o, O
6}\3 Ejercicio 4.9
(Tarea en casa)

Solucién
a
i
1
—}0}} 0} 3[1)}}6l})°} 6}}12}0}5

P:120° R:[-1,1] ly: (o,—?)

P:720° R:[-1,1]
[y: (0, sen22.5°)

P:180° R:[-1,1] Iy: (0,-3)

o

Que entiendan el orden:
y=sen > y=ksen0

OY o . -y =ksenp0

@ Ejemplo 4.6. (15 min) > y=ksenp (0—a)

[Desde aqui Clase 6]

e 70 s s \/§
-1

P:1080° R:[-1,1] Iy: (0,%)

[Hasta aqui Clase 5]

Unidad Il e Leccién 4 e Clase 6. Gréfica (forma general) 125



Clase 6

(Continuacion)

%X

N Ejercicio 4.10
(30 min) Solucion
(n: nUmero entero)

a)y=2sen3(6-20°)

P:120° R:[-2,2]
Intercepto en 4: 20° + 60°n

b) v =3 cos2(6 + 30°)
y

] 3

2

‘ /\ R
—45° ow 1350 180°\0
-3

P:180° R:[-3,3]
Intercepto en #: 15° + 90°n

c) y=-3sen2(6+ 30°)

Ay

‘
—a5o\ oo 45/ o0 135°\ 180° g

_33
2

P:180° R:[-3,3]
Intercepto en #: 60° + 90°n

d) y =—=2 cos3(6—-40°)

y
2 /1 /\
-30 o306/ 800 1200 ]
-2
P:120° R:[-2,2]

Intercepto en #: 10° + 60°n

126

.....

¢ Periodo: @ =180° Rango: [-3, 3]

Intercepto en y: (0, - 3‘23 )

i Intercepto en x: (30° +90° , 0) (n: nu

mero entero)

................

.....

3sen(-60°) = 3(—% )
_3/3
2
90° es la mitad del pe-
riodo.

&z Ejercicio 4.10. Haga la grafica y encuentre el periodo, el rango, el in-

tercepto en yy los interceptos en 6.
a)y =2sen(30-60°)
c)y=-3sen(26 + 60°)

b) y = 3cos(26 + 60°)
d) y =—2cos(360-120°)

112 Unidad Il » Leccion 4 » Clase 6. Grafica (forma general)
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Loa) b)  4» Unidad Il. Leccion 4.
/o /\ ) Ejercicios de la Leccion
ers o 18 270 Fo -3 o A He X 30 Soluciones
-4 D
P:360° R:[-4,4] Iy:(0,0) P:360° R:[-5,5] Iy:(0,-5)
(o
) g
3 /\
. .. Zob obe o 270° RN
Ejercicios de la leccion
_11
Dibuje la gréfica y encuentre el periodo (P), el rango (R) y el intercepto en 3
(). P:360° R:[-3,3] 1v:(0,0)
1. a) y =4senf b) y =—5cos0 Clase 3. Ejemplo 4.1 d)
c)y:—%senf) d)y:%cosﬂ /%_W\ /\
2.a)y= %sen@—l b)y:—%cos(ﬂl Ejemplo 4.2 _/oo 0° 9 1§oo 0° 3800 ,;
_%,,
3. =—sen(6-45°) b)y=-2 0+60°) +1 cl 4. Ej lo4.3
a)y=-sen y cos ( ) ase 4. Ejemplo P-360° R: _%’%] Iy: (0, %)
c)y =tan (6 +45°) d) y =sec (6—-30°)
e)y=csc(6-60°) f) y = cot (6 + 30°) 2 a)
4
4. a)y=-2sen g b)y =3 cos % Clase 5. Ejemplo 4.4
c)y =sec30 d)y=csc20 -90° w
1 . /
5. =3sen2(6+30°) b)y=4 5 (6-60° E lo 4.5
)= sen y7icos 3 (07607 e P:360° R:[-3,-3] Iy:(0,-1)
c)y =—3sec26 d) y = 3csc2(6 + 30°)
e) y =cot3(6+ 10°) b) A
s
6.a)y= —2sen(% 6+30°) b) y=3cos (20-30°) -1 Clase6. Ejemplo 4.6 \./.\/
0)y = 3sec( L 6+30°) d) y = —cot(36 - 150°) 90 oo 90 1800 270 360° §
1
P:360° R:[%,3] 1y:(0,3)
3.a)
b4
-90° 00 \9o° 180/ 270° 360° \
Unidad II » Leccion 4 » Ejercicios de la leccién | 113 1
1
P:360° R:[-1,1] Iy:(0, )
c) 3.d), e) y f) Véase péagina 131 b)

‘
‘
_y
14

P: 180°

4. Véase pagina 131
5. Véase pagina 131
6. Véase pagina 132

yI/\

3

90;/l0° oo 1800 e, g0 D
-3

P:360° R:[-1,3] Iy:(0,0)
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Unidad Il. Leccion 4.
Problemas de la Unidad

Soluciones

2. El drea del AABD
= 1 (AD)(AB)sen 4

El area del AACD

= % (AD)(AC) sen %
Por lo tanto, la razon
de las areas es AB:AC.
Por otra parte, to-
mandoBDyDC como
base de los tridngu-
los, se sabe que esta
razén es BD:DC.
Luego BD:DC = AB:AC.

3. y

A
,_i
B H

C x

BC=BA-CH
=(c cosB, 0)
—(b cos(180° - (), 0)
=(ccosB+bcosC,0)
Como a = |B_6| y el
componente x del BC
es positivo, se tiene
que a = ¢ cosB + bcosC.

4. Véase pagina 132.
5. Véase pagina 132.

Problemas Unidad B
Véase pagina 133.

l.a) b2=c?2+a?—2cacosB=4,b=2

cosC = W =—%, C=120° 4=180°—(B+ () =15°
d

b)a2=b2+c2-2bccosA=1,a=1
Comob=a, B=A=30° C=180°— (4 + B) = 120°

Unidad Il Leccidn 3 y 4. Problemas de la Unidad A

1. Enel AABC
a)B=45°c¢=+/6 ya= 43 —1.Encuentre b, Ay C.
b)4=30° b=1yc= y3.Encuentreqa, ByC. A

2. Demuestre que en el AABC, la bisectriz del ZA Compare las éreas de
divide al BC en la razén de AB: AC. AABD y AACD.

3. Demuestre que en el AABC se tiene que B D C Aplique el teorema 3.4.

a=bcosC + ¢ cosB.

4. Dibuje la grafica y encuentre el periodo, el rango y el intercepto en y. Aplique las formulas
a) y =sen(260-90°) b) y = cos(36 +90°) aprendidas en Mat |
c) y =tan(180° - 36) Unidad Il

5. Encuentre la ecuacion de la gréfica obtenida como lo siguiente.
a) Desplazar la gréfica de y = sen6, 60° hacia la izquierda.
b) Desplazar la grafica de y = cos6, 2 hacia abajo.
c) Ampliar verticalmente por 3 la grafica de y = secf.
d) Reducir por % la gréfica de y = cscO hacia el eje y.

e) La grafica que es simétrica a la de y = senf con respecto al eje x.

Unidad Il Lecciéon 3 y 4. Problemas de la Unidad B

1. a) Demuestre que si 0° < 4 < 180°,0°< B <180°y

A+ B <180° entonces send < senB <= 4 < B En b) utilice la ley de los
b) Demuestre que en el AABC se tiene que A< B < a<b senos y aplique a).
2. En el AABC, send: senB: senC = 13:8:7. Encuentre A4. Aplique la ley de los se-

nos y convierta la rela-
cibnenladea, byc
3. a) Demuestre que en el AABC, se tiene que
sen?4 = sen?B + sen2C — 2senB senC cosA.

b) Utilice la igualdad de a) y encuentre sen75° y cos75°

4. Explique que la gréfica de y = cosO se obtiene desplazando la de
y =sen6, 90° hacia a la izquierda.

114 Unidad Il » Leccion 3y 4 » Problemas de la Unidad
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Unidad Il. Leccién 3. Clase 9. *Ejercicio 3.10 Pag. 117

cosC= a’*+b>—c*
2ab

senC = /1 — cos2C
= — a2+b2_cz 2
Ji-(Erp=e)

= T}’b\/(Zab)z—(az-i-bz—cz)z

’

= T‘llb\/(ZabJFaZ—i-bz—cz)(Zab—aZ—bz—l—cz)
= 205/ {(a+ by =N —(a=b)?}

= 5o a+b+c)atb—c)cta—b)c—a+h)

= 525 (25— 2¢) (25 — 2b) (25 — 24)

= %\/S(s—a)(s—b)(s_c)

Luego S—%absenC Js(s—a)(s—b)(s—c)

Unidad Il. Leccién 3. Ejercicios de la Leccion. Pag. 118. Soluciones

5.0)a2<b?2+ 2, b2<c2+a? y c2<a?+b? acutangulo
b) ¢2> a2+ b2 obtusangulo
c) c2=a?+ b? rectangulo
d) ¢2>a?+ b? obtusangulo

6.a)S= =52

bc send = x4 x5 x

Nk N[
N[> NN

b)S= 5casenB=5 x6x14x 5 =21

2/6
, senC=./1—cos?2C = ~©§

c)cosC= a>+b*—c? =
2ab

(G

S= %absenc=%x5x6x 2\5@ =6\/€

d)AH—./ - F 4 4

/55 3F

S=7"3" 2

Unidad Il  Leccién 3 e Ejercicios de la leccién
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Unidad Il. Leccidn 4. Clase 3. Ejercicio 4.3. Pag. 122. Solucidn.

N4 DD
TR .|

Periodo: 360° Rango: [-3, 3] Periodo: 360° Rango: [-2, 2]

d)

c) ’
\ZT
-90° ° 90° 00 270° 36D H -9 00 goo  180° ZW
_ 1
g 2

Periodo: 360° Rango: [-2, 2] Periodo: 360° Rango: [-3, 1]

(NI

Unidad Il. Leccidn 4. Clase 3. Ejercicio 4.5. Pag. 123. Solucidn.
a) ¥ b)

y
2 3
1 2
: /\ s 1
oo JE o0 Noo 270 g8 ‘ ‘ ‘ ‘ ‘
—9‘0°\_BF/96= 180° 270°\360 g
-3 -2

Periodo: 360° Rango: [-3, 1] Periodo: 360° Rango: [-1, 3]

Unidad Il. Leccidn 4. Clase 4. Ejercicio 4.6. Pag. 124. Solucidn

(Continuacién).
d) 7 f ] f), %y, ; ;
! /ﬁ D1 / 5 5
/ /\ / /\k ’ VAR WA
—yy 0 \/ 360° 6 1o T } ] Co0r /" [or ;95° 190 ;7 3600 g
. 1 : :

Periodo: 360° Rango: [-1, 1] Periodo: 360° Rango: [-1, 1]

Unidad Il. Leccidn 4. Clase 4. Ejercicio 4.7. Pag. 124. Solucion.

a) y b) YA
2 i
/\ ,
-90° ?‘ 90°  180°\ 270° 360/ p \N_ R
1 Ne o e TG
\‘/2 u\—ﬁ+l \
Periodo: 360° Rango: [-2, 2] Periodo: 360° Rango: [-1, 3]

130 Unidad Il e Leccién 4 e Ejercicios de la leccidn
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Unidad Il. Leccién 4. Clase 5. Ejercicio 4.8. Pdag.124. Solucidn.

/AN /AN
‘/l o o/g —fyl 5407 0/6
Periodo: 120° Rango: [-1, 1] Periodo: 720° Rango: [-1, 1]

"N "/
/ N0
Z ro 43\9750 50 5 fipen rg X sdor o okor 5
1 -1

Periodo: 180° Rango: [-1, 1] Periodo: 1080° Rango: [-1, 1]

Unidad Il. Leccidn 4. Ejercicios de la Leccion. Pag. 127. Soluciones

3) (continuacion)

d) i\ i i e) i YT i i f) Ny i
l l l l l l l l l
|1 l l S l l l l
‘1 . L L L C ‘ 1 C L
-90° I 9b°} 180° 27‘01 ] ‘L9‘0° 0° }9b° 180° }z7‘o= ] —90° e Q° }18‘0 0° K
i m | /‘“\ | \ | |
| | | | | | | | |
| | | | | | | | |
| | | | | | | | |
P:360° R{y,y<-1} P:360° R:{y,y<-1} P:180° R:(—o° °°)
. 2 . 2
4)

a) b) ¥ \ ot | d) » | |
Y 1 1 1 1 1
2 /L /\ /\ N NS
I !

570 70 Ao a0 10§p\§ /80° | 380 sfor 730° 0 30_1 0 307 60" 90° 120° 0 —45° . 0 45 900 135° 180° ]
; | e\ e\
ul [ [\
P:1080° R:[-2,2] Iy:(0,0) ‘ : ‘ :

P:720° R:[-3,3] Iy:(0,3)

|
|
|
|
l
P:120° R{y,y<-1} P:180° R{y,y<-1}

U{y, 1<y} U{y, 1<y}
ly: (0, 1) ly: No existe
5)
DA |
y
" }{\ ! /y{\ S
3 4 | | |
/ / 13 \ [
1 L
= o 2N 137 180- 8 ey S 180°\ 3c0- 54 o —45> o° 45> 90° 135° 180° g
;/ y( 0° 180°\ 360° 540/ 720 " | |
y : M r
P:180° R:[-3,3] y:(0,3v3)  P:720° R:[~4,4] 1y:(0,23) i i i

P: 180° R:(—o0,-3] U [3,00] ly: (0, -3)

Unidad Il  Leccién 3 e Ejercicios de la leccién 13 1



Unidad Il. Leccidn 4. Ejercicios de la Leccion. Pag. 127. Soluciones

| | k e) |
S5 o ab i eb s 180 \0\E \\\\\\>

P:180° R:(—o0,-3] U (3, %) ly: (0, 2/3) P:60° R:(—o0, o) Iy:(0,43)

5) (continuacion)

U

6)
a)y=-2sen %(6 +90°)  b)y=3cos2(0-15°)-1 <c)y= 3sec (6+60°) d) y =—cot3(6-50°)

i i i i i i
y y | y / I \-/ I I I
2 I I I I I I
| | | | | |
| \ \ | \ \
| ! \ ! \ \
-270° \|oc 270° /540° 810 }\‘sm [ —45 s 135 180 o 230" |00 1200 1480° 9 -30 / 300 160°/ 900 1g
R \ | \
\ [ [ \ [
-2 | | | | |
\ \ \ \ \
| \ \ | \
\ [ [ \ [

\
|
|
|
|
Iy: (0, 343 -1) P:720° R{y;y<-3} P:60° R: (—oo, o)

<

o

P:1080° R:[-2,2] Iy:(0,-1) P. 180° R:[-4, 2]
U{y;3<y} (0 —
ly: (0, 2v/3) (0, =3}

Unidad Il. Problemas de la Unidad A. P3ag. 128. Soluciones (Continuacion)
4.a) y = sen(20—-90°) = —sen(90° — 260) = —cos26 b) v = cos (30 + 90°)= —sen36

VA N\
w R K

Periodo: 180° Rango: [-1, 1] Periodo: 120° Rango: [-1, 1]
Intercepto en y: (0, -1) Intercepto en y: (0, 0)

c)y= tan(180° 36) = tan( 30) =—tan36

|y | |
| | |
| | |
| | |
NN\
~30° % 30° 60\ 90° 12X g
| | i
[ \ \
\ Y
| | |
| | |

Periodo: 60° Rango: (—e°, =)
Intercepto en y: (0, 0)

-

5.a)y =sen(6+60°) b) y =cosf -2 c) y =3senf d) y =csc20 e) y=—sen6

132 Unidad Il e Leccién 3y 4 ¢ Problemas de la Unidad A



Unidad Il. Problemas de la Unidad B. Pag. 128. Soluciones

Y
1
1. a) Si A < B, entonces 0° < 4 <90°, como 4 + B < 180° el punto que Q.| p
corresponde a B queda en el arco PQ excluyendo los extremos.
Luego sen4 < senB. -1 A |1 -

Sea send < sen B. Cuando 0° < 4 < 90°, X
si 0° < B <4, senB < send (contradiccion).

Entonces se tiene que 4 < B.

Cuando 90° < 4 < 180°, por hipdtesis (4 + B < 180°),
0° < B<90°.

Sea 6 =180° — A, por definicién de 6, 0° < 6 < 90°.
senf =sen(180° — 4) = senf < senAB.

Entonces 6< B.

Por tanto 180° — 4 < B, 180° < 4 + B (contradiccdn).
Entonces no se puede que 90° < 4 < 180°.

Asi que se tiene que send <senB <= A< B.

b) sea R el radio de la circunferencia circunscrita.
A< B < send <senB

S« b s ach

. . _a . b ¢ _ .. _.i.q.
2.send :senB :senC = 2R " 2R ‘IR =a:b:c=13:8:7

Por lo tanto, existe un nimero real rtalque a =137, b =8ryc=T7r.

Luego cosd = 2t c2—a® = (8r)2+(7r)*—(13r)? =_%, A =120°
2hc 2(8r)(7r)

3. a) Sustituyendo a = 2R send, b = 2R senBy c = 2R senC en a? = b2 + ¢2— 2bc cosA y luego dividiendo
ambos lados entre 4R2, se obtiene la igualdad.

b) Sustituyendo 4 = 75°, B=60°y C = 45°, se tiene que sen?75° = % - @cos75°.
6
Como sen275° = 1 — cos?275°, se tiene que cos275° — 4cos75° + % =0.
6+y2
Las soluciones de x2 — @ + % =0 son x= /6 a V2

Como \/EZ\/E > 2‘/5 =1

1
= c0s75° < cos45° = ——
N J2

cos75° = M Luego sen75° = \/1—<M>2 _ \/8+1léﬁ (: ﬁIﬁ)

4

4. y=cosf=sen(0+90°).
La grafica de y = sen(6 + 90°) se obtiene desplazando la de y = sen6, 90° hacia la izquierda.

Unidad Il  Leccidn 3y 4 e Problemas de la Unidad B 133
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Matematicas Il

Unidad Iil Estadistica

1. Competencias de la Unidad

1. Desarrollar los conceptos de estadistica, poblacidn y muestra.
Recolectar y organizar datos estadisticos.
Interpretar y comunicar informacion presentada en las tablas y graficos.
Calcular las medidas de tendencia central de datos en frecuencia simple y agrupada.
Calcular las medidas de dispersidn para datos en frecuencia simple y agrupada.
Valorar la importancia de la estadistica en la realidad.

ounkwnN

2. Relacion y Desarrollo

Matematicas 82 /—< Matematicas 92 >ﬁ
Manera de contar Organizacién y presentacién de datos
Probabilidad ———>> | * Tablas de frecuencia

e Histogramas y poligonos de frecuen-

— cia

¢ Medidas de tendencia central de
datos no agrupados

—— Matematicas Il )———

Unidad IlI
nida Unidad Ill: Probabilidad

e Leccion 1: Muestras ; « Leccion 1: Conteo
e Leccion 2: Medidas de tendencia e Leccién 2: Probabilidad

Matematicas IlI

Central

e Leccién 3: Medidas de dispersion

Unidad Ill  Estadistica 135



3. Plan de Estudio de la Unidad (14 horas)

Leccion Clase/hora Contenidos Términos y signos
1. Muestras 1 Términos estadisticos Poblacién, muestra,
variable, dato,
2,3y4 Tipos de muestra Probabilistica Aleatorio
5y6 Tablas de frecuencia Frecuencias,
Datos en frecuencia simple vy | clase ointervalo
datos agrupados
7 Histogramas vy poligonos de | Histograma, poligono
frecuencia
2. Medidas de ly?2 Media Media aritmética
tendencia Limites(Li, Ls), marca de
central clase (Xm)
3 Mediana y moda Clase de la media, clase
modal
Ejercicios de la leccion
3. Medidas de 1 Rango Dispersion
i rsion .. . .
dispersi6 2,3y4 Desviacion  absoluta  media, | Desviacion absoluta, va-
varianza y desviacion estandar rianza, desviacion estan-
dar
Ejercicios de la leccion

Puntos de leccion
Leccion 1: Muestras

La estadistica es una de las areas fundamentales en la matematica que nos permite conocer el
comportamiento de ciertos fendmenos y esta ocupa un papel importante en la investigacién, ya que
permite organizar e interpretar los datos que se obtienen, y poder hacer predicciones o toma de decisiones.

Debido a tal importancia es necesario que los estudiantes conozcan sobre esta area por lo que en esta
leccion se trata de tener un acercamiento procurando definir los términos basicos de la estadistica
(poblacién, muestra, variables, datos, etc.) con el propdsito de poder identificarlos o seleccionarlos al

momento de hacer una investigacion.

Adicional a ello se trata de clasificar y definir los tipos de muestra que existen proponiendo ejemplos
sencillos en donde se aplica.

136
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En una investigacidn cualquiera se obtendran datos estadisticos ya sea de poblaciones o muestras por
lo que es importante que los estudiantes puedan trabajar con ellos, ordenarlos, organizarlos en tablas,
graficos, diagramas, etc. para poder lograr una mejor interpretacion y comprension de ellos. Uno de los
métodos que se propone es la tabla de frecuencia, los histogramas y poligonos de frecuencia lo que les
permitird observar la tendencia de los datos, identificar rapidamente cual es la clase de mayor o menor
frecuencia, obtener la media, mediana y moda para poder comparar distribuciones.

Leccion 2: Medidas de tendencia central

En esta leccion se abordara las medidas de tendencia central para datos agrupados, sin embargo se
calculara solo la media y en el caso de la mediana y la moda bastara con que identifiquen el intervalo
que las contiene, ya que se considera que para su cdlculo se requiere de mucha informacion la cual no
es necesaria en este curso, por lo que se espera que en cursos posteriores de estadistica aprendan a
calcular.

Para el calculo de la media se proponen dos maneras, las cuales el docente debe analizar con anticipacion
y decidir cudl es la mas conveniente a utilizar en la clase, esto con el objeto de facilitar el proceso de
aprendizaje de los estudiantes.

Leccion 3: Medidas de dispersion

En cursos anteriores los estudiantes ya aprendieron como calcular las medidas de tendencia central
para datos no agrupados (92 grado), estas se utilizan con la intencién de representar todos los valores
de los datos con un solo valor, sin embargo cuando se trazan los poligonos de frecuencia de dos grupos,
puede ocurrir que la forma de la dispersion de los datos sea diferente aunque la media, mediana y
moda sea igual, lo que significa que para una toma de decisiones o interpretacion de estos se vuelve
insuficiente solo las medidas de tendencia central por lo que es necesario estudiar un poco mas la
dispersion de los datos.

En esta leccién se estudian los valores tipicos que representan las medidas de dispersion; el rango que
denota la diferencia entre el dato mayor y el dato menor de una distribucién y al hacer la comparacion
entre dos distribuciones que tienen las mismas medidas de tendencia central se da que el rango es
diferente, por lo que cuanto mayor es el rango los valores de los datos estan mas dispersos. Sin embargo
se puede presentar el caso de distribuciones que poseen el mismo rango, hay casos en que los datos se
dispersan de la media y otros se concentran alrededor de la media.

Para distinguir estos grupos se utiliza la desviacion absoluta media la cual es la media de las distancias
entre los valores y la media de los datos. Ademas de ello se calculan otros valores llamados varianza y
desviacion estandar. Cuanto mayor es el valor de estos valores, mayor es la dispersion de los datos de
la media.
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Unidad Ill. Leccion 1.

Clase 1

(Continda en la siguiente pagina)

[A]

"@: Ejemplo 1.1

(10 min)

Presentacion del proble-
ma y analisis del mismo
M: ¢De qué trata la situa-
cion Problematica?

RP: De una entrevista que
hace una universidad a
un colegio

M: ¢Cudntos estudiantes
tienen el colegio?

RP: 300

M: 300 representa el to-
tal de estudiantes que
tiene el colegio y a este le
conoce como poblacioén.
M: ¢éCudntos estudiantes
entrevista la universidad?
RP: 60

M: 60 es una parte del to-
tal por lo que a este dato
se le conoce como mues-
tra.

M: ¢Para qué va entrevis-
tar la universidad?

RP: para conocer la pre-
ferencia de la carrera que
desean estudiar

M: A este elemento que de-
sean conocer de la muestra
se le llama variable.

Concluye:
Definicion 1.1
Clasifica la poblacién
Definicion 1.1.1
Definicién 1.1.2

Concluye definicién de
muestra

Definicion 1.2

138

Objetivo:
distica.

[A] Definen los términos basicos utilizados en esta-

Identifican y clasifican términos basicos utilizados

en la estadistica.

Evaluacion: Ejercicio 1.1

Leccién 1. Muestras

.

.

. .
: ‘-@f Ejemplo 1.1. Un Instituto de educacién media cuenta con 300 estu- : [A]
: diantes del dltimo afio de bachillerato, una universidad desea conocer las }
i profesiones que los estudiantes quieren estudiar y deciden entrevistar el :

: 20% de los estudiantes.

¢ a) éCudntos estudiantes de dltimo afio tiene el instituto?
i b) éCuantos estudiantes entrevistara la universidad?

c) ¢Qué desea conocer la universidad en la entrevista?

Solucion:
a) 300 estudiantes
H A este conjunto de elementos se le llama Poblacién.
300%x20 _
b) =7gp =60

60 estudiantes ——> es el 20% de 300

H

H

&

i A los términos: pobla-
cién, muestra y varia-
bles se les conoce como
términos estadisticos.

¢ El conjunto de estudiantes que se van entrevistar se le lama muestra.  }

c) Profesion que elijan estudiar

H
.
.

De lo anterior se definen los siguientes términos:

A lainformacidn que se quiere obtener de la muestra se le llama variable.

H
?
.

Definicién 1.1 Poblacién

Conjunto de elementos claramente definidos en el tiempoy el espacio

de los cuales interesa obtener informacidn y llegar a conclusiones.

La poblacién puede estar compuesta por personas, animales o cosas.

B

Son ejemplos de pobla-

Estas pueden ser finitas o infinitas. cion finita:
Numero de estudian-
( * tes en una escuela, nu-
Definicién 1.1.1. Poblacién Finita o
- mero de hospitales en
Es aquella que se puede contar fisicamente cada elemento de la . .
. una ciudad, nimero de
poblacién.
y, personas en un pueblo,
g - cantidad de‘bacterlas en
Definicién 1.1.2. Poblacion Infinita una sustancia.
Es aquella en la que no es posible contar fisicamente los elementos
que pertenecen a la poblacién, es decir cuando los elementos son Ejemplo de poblaciones
ilimitados. infinitas:
~ Ndmero de estrellas,
r [ 2N arena en el mar, nimero
Definicién 1.2. Muestra de peces en el mar, etc.
Es un sub conjunto de la poblacién de interés que comparte las
mismas caracteristicas, con las que se pretende realizar inferencias La muestra debe ser re-
respecto a la poblacién de donde procede. presentativa  significati-
J )
va y confiable.
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* Es importante que el docente pro-
porcione algunos ejemplos de po-
blaciones y muestras para que los
estudiantes se den cuenta que la po-
blacién puede estar compuesta por
objetos, animales, cosas, sustancias
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etc. que tengan las mismas caracteris-
ticas y dependiendo del estudio que
se quiera hacer.

* Deben identificar la diferencia entre
una poblacién y una muestra.



Objetivo: [B] Identifican y clasifican términos
utilizados en la estadistica.

Evaluacion: Ejercicio 1.1

basicos Clase 1

(Continuacion)

(Continua en la siguiente pagina)

Definicidn: 1.3 Variable
Caracteristica que es de interés para el estudio en cada elemento de
la poblacion.

Las variables segun su naturaleza pueden ser:
* Cualitativas
* Cuantitativas

r Lo
Definicion 1.3.1. Variable Cualitativa

Eslavariable que representa cualidades o atributos de los elementos
de la poblacién o muestra.
Esta variable no se representa con nimeros se expresa mediante

palabras.
J
( RV . - = h
Definicidn 1.3.2. Variables Cuantitativas
Son las que se expresan mediante numeros, es decir que las
caracteristicas de la poblacion o muestras son nimeros.
J

Las variables sirven para representar datos de los elementos de la
poblacién o la muestra.

-
Definicion 1.4. Dato
Es el valor de la variable asociada a un elemento de la poblacion o
de la muestra.

Los datos se pueden clasificar en:

Datos cualitativos: Datos nominales
Datos ordinales

Datos cuantitativos: ~ Continuos
Discretos

1 Y Ejemplo 1.2. En la encuesta que se aplicé en el Ejemplo 1.1 se re-}
‘ quiere obtener los siguientes datos: Edad, sexo, religion, peso, estatura,§
i carrera a elegir, ingreso familiar, nimero de miembros de la familia.

‘ Clasifique las variables de acuerdo a su tipo. H
§ Solucién: H

H
H

Variable Cualitativa Variable Cuantitativa

Nominales: Discreta:

H H
il Sexo: Edad, nimero de miembrosde la |:
:| Religion, carrera a elegir. familia. :
H H
H H
: Ordinales: Continua: peso, estatura. H

: No hay

.................................................................................... P4

&
-7
Ejemplo de variables:
edades, estaturas, pe-
so, calificaciones, tipo
de sangre etc.

Un atributo puede ser
dividido en modalida-
des.

* Una variable cualita-
tiva puede ser: ordinal
o nominal.

Variable ordinal: deno-
ta un orden siguiendo
algun criterio.

Ejemplo: concursos, com-
petencias, posiciones.

Variable nominal:

Solo se admiten nom-
bres a los datos y no
implica ningun orden.
Ejemplo: idioma, reli-
gion, estado civil, sexo,
etc.

* Una variable cuanti-
tativa puede ser:
Continua o discreta.

Variable discreta:

Es en la que se repre-
sentan las caracteristi-
cas de la muestra utili-
zando nimeros enteros.
Ejemplo: numero de
alumnos, nimero de
hospitales, numero de
profesores, etc.
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Los datos se clasifican de acuerdo al
tipo de variable: nominales, ordina-

les, discretos y continuos. riables

M: ¢Qué tipos de datos recolectara

@ Ejemplo 1.2. (5 min) cada variable?

Presentar el ejemplo en la pizarra

pedir a los estudiantes que identifi-
guen la muestra, poblacién, y las va-

RP: Nominales, discretos y continuos.

Definicién 1.3

(5 min)

*Proponen algunas si-
tuaciones que se pueden
investigar en un grupo de
personas

RP: Edad, sexo, religion,
estatura, deporte favori-
to, color favorito, comida
favorita etc.

Concluye: cada una de
las situaciones anteriores
son variables.

M: ¢Cémo seran los da-
tos que se obtendran de
cada variable?

RP: algunos numeros y
otras palabras o frases.
Concluye en los tipos de
variables.

[B]

Definicién 1.3.1

(10 min)

Las variables cualitativas
se pueden clasificar en
ordinales y nominales.
Definicion 1.3.2

Las variables cuantitati-
vas se pueden clasificar
en variables discreta y
continua.

M: Cuando se obtiene la
informacion de las varia-
bles en cada miembro de
la poblacién o muestra
estos se llaman datos.

M: ¢éLa variable estatura
de que tipo es?

RP: Cuantitativa continua
M: El tipo de dato que re-
cibe sera continuo.
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Clase 1

(Continuacion)

(Continua en la siguiente pagina)

%P

é\ﬂ? Ejercicio 1.1

(15 min)

Supervisar el trabajo
individual de los estu-
diantes para verificar la
comprension del tema.
Si no hay tiempo sufi-
ciente para terminar
los ejercicios proponer-
los de tarea.

*Puede ser que una
hora de clase no sea
suficiente por lo que
se puede extender dos
horas de clase.

Soluciones:

1. a) Poblacién: todos
los estudiantes.
Muestra: 10 estu-
diantes por aula.

b) Poblacion: todos
los TV fabricados.
Muestra: es uno
de cada 100.

c) Poblacion: todos
los nifios nacidos
en el hospital afio
2016.

Muestra: 8 nifios
por mes.

d) Poblaciéon: 1300
estudiantes.
Muestra: 325 es-
tudiantes.

2. a) Cualitativa
b) Cualitativa
c¢) Cuantitativa
d) Cuantitativa

3.a)3 b)2 ¢)2 d)1
e)2 f)1 g)3 h)1l
)2 j)3 k)3

:}\52 Ejercicio 1.1.
1. Determine la poblacién y la muestra de las siguientes situaciones:
a) En una escuela se quiere saber cudl es el deporte favorito de los estudiantes, por lo que se realiza
una encuesta a 10 estudiantes de cada aula.

b) Una empresa fabricante de televisores desea hacer un control de calidad, por cada 100 televisores
producidos, analizan 1, si éste estd en 6ptimo estado o es defectuoso.

c) Se desea conocer el peso, la estatura y el sexo de los nifios nacidos en el hospital materno infantil
en el afio 2016, por lo que se hace una seleccién de 8 nifios por mes.

d) Una empresa de software quiere realizar un estudio en un instituto sobre el tiempo promedio
que jovenes entre 14 y 18 afios invierten en internet, para disefiar un juego que se desarrolle en
ese tiempo, para ello elige un instituto de educacién media que cuenta con 1300 estudiantes y
entrevistan el 25% de ellos.

2. Identifique las variables que se utilizan en el ejercicio 1.1 y diga de que tipo son.

3. Dadas las siguientes situaciones determine el tipo de variable, escribiendo en el paréntesis.
(1) Si es variable cualitativa.
(2) Si es variable cuantitativa discreta.
(3) Si es variable cuantitativa continua.
a) La estatura de una persona. ()
b) El nimero de identidad de una persona. ()
c) El nimero de institutos en Tegucigalpa. ( )
d) El grado de escolaridad de los padres de familia de una escuela. ()
e) El nimero de estudiantes de excelencia académica de un instituto X. ()
f) El estado civil de una persona de una comunidad X. ()
g) El periodo de duracién de una bombilla eléctrica. ()

h) Los nimeros que llevan las camisetas de los jugadores de un equipo. ()

4. Escriba las modalidades en que se dividen las siguientes variables.
a) Clase social:
b) Nivel de escolaridad:
c) Grupo sanguineo:
d) Concurso de belleza:
e) Tipo de pelicula:

5. Identifique los tipos de datos que se asocian en cada variable en el ejercicio 4.

118 Unidad Il » Leccién 1 » Clase 1. Términos estadisticos

4. a)ordinal

b) ordinal
d) ordinal

5. a) Cualitativo b) Cualitativo
c¢) Cualitativo d) Cualitativo
e) Cualitativo

¢) nominal
e) nominal.
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Objetivo: [A] Clasifican las muestras probabilisticas y no

probabilisticas.

[B] Definen las caracteristicas de las muestras

probabilisticas.

Evaluacion: Ejercicio 1.2

Unidad Ill. Leccion 1.

Clase 2,3y4

Clase 2, 3 y 4. Tipos de muestras

en la poblacién.

La muestra puede ser:

Para seleccionar una muestra se debe delimitar las caracteristicas de la [A]
poblacién, ésta evitard hacer inferencias o generalizaciones incorrectas

Si se quiere hacer un estudio es poco favorable medir toda la poblacion
por lo que es importante seleccionar una muestra representativa.

Probabilistica

No probabilistica

(8] [%%7

Es importante definir

‘ ‘ las caracteristicas de la
poblacién y el tamafio

3
3=
g5
L
3 3
Y5
>

Aleatoria
Sistematica
Estratificado
Por racimos

©
Lo
Sao
© £
24
<

De expertos

de la muestra.
Ejemplo 1.3

7

Sujetos
por tipo
Cuota

Definicién 1.5. Muestra Probabilistica

Es el tipo de muestra donde todos los elementos de la poblacion tie-
nen las mismas posibilidades de ser elegidos. A través de una selec- Toémbola para elegir la
cion aleatoria y / o mecanica se eligen las unidades de la muestra. muestra.

Observe que todos los
estudiantes tienen la

‘:@:‘ Ejemplo 1.3. Se tiene una poblacién de 100 estudiantes y se quiere misma probabilidad de
: elegir 20. ser elegidos.
¢ H Para seleccionar los ele-
Para elegir los 20 estudiantes se siguié el siguiente procedi- } mentos de la muestra
miento, se enumeran del 1 a 100 todos los estudiantes, luego se enumeran los ele-
se introdujo en una tdmbola los nimeros y se sacaron al azar mentos de la poblacion
los nimeros uno a uno hasta completar los 20. H y se selecciona al azar
los elementos que debe
A este tipo de muestra se le conoce como Muestreo Aleatorio Simple. contener la muestra.
Vececccccccccccccsccccccscsccccscccsccccscscsscscscscsscscscssscsscccssssssscsssasnns -’
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dos estadisticos para escoger los
elementos de la muestra.

QO Ejemplo 1.3. (10 min)
*Presentar el ejemplo en la pizarra y
pedirle a los estudiantes que propon-

gan formas de cémo pueden seleccio-
nar la muestra.

Observan en LE la forma de seleccio-
nar la muestra y concluyen que a ese
tipo de muestreo se le conoce como
muestreo aleatorio simple.

(Continua en la siguiente pagina)

[A]

(15 min)

M: Propongan ejemplos
de muestras.

RP: Proponen varios
ejemplos.

M: Aprovechar las opi-
niones de los estudian-
tes para concluir en
la clasificacion de las
muestras en dos grupos
probabilistico y no pro-
babilistico.

M: éCuadl es la diferencia
entre una muestra pro-
babilistica y una no pro-
babilistica?

RP: La muestra proba-
bilistica todos los ele-
mentos de la poblacién
tienen la misma posibi-
lidad de ser elegidos vy
se selecciona siguiendo
procesos  estadisticos
sistematicos.

Mientras que la no pro-
babilistica se elige por
conveniencia y los ele-
mentos de la poblacién
no tienen la misma po-
sibilidad de ser elegidos.
Concluye en el diagrama
del tipo de muestras.

[B]
Definicion 1.5. (5 min)
¢Qué significa que una
muestra es probabilisti-
ca?
RP: Se emplean méto-
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Clase 2,3y4

(Continuacion)

(Continua en la siguiente pagina)

Definicion 1.5.1. (5 min)

'—@: Ejemplo 1.4

(7 min)

*Presentar el ejemplo

en la pizarra y pedirle
los estudiantes que

propongan formas de

cédmo pueden seleccio-

nar la muestra.

Observan en LE la for-
ma de seleccionar la
muestra y concluyen
que a ese tipo de mues-
treo se le conoce como
muestreo aleatorio sis-
tematico.

Definicion 1.5.2

(3 min) observan el dia-
grama presentado en
él LE.

[Hasta aqui Clase 2]
[Desde aqui Clase 3]

O Ejemplo 1.5

(10 min)

*Presentar el ejemplo

en la pizarra y pedirle
los estudiantes que

propongan formas de

cédmo pueden seleccio-

nar la muestra.

Observan en LE la for-
ma de seleccionar la
muestra y concluyen
gue a ese tipo de mues-
treo se le conoce como
muestreo estratificado.
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Definicién 1.5.1. Muestreo Aleatorio Simple

Es la técnica de muestreo en la que todos los elementos de la pobla-
cién tienen la misma probabilidad de ser seleccionados para confor-

mar la muestra.

.......................................................................................

eleglr 15 de ellas como muestra.

. 120 _
seada: 15 =8

— Primero se enumeran las personas o elementos.

Y

“ Ejemplo 1.4. Se tiene una poblacién de 120 personas y se quieren }

Para elegir las 15 personas se utilizd el siguiente procedimiento: :

— Se establece una razén entre la poblacidn y la muestra de- }

H
— De cada 8 personas se elige una al azar, supéngase que en }
la primera eleccién se obtuvo la persona N° 4, luego la se-
gunda persona sera la N°4+8 es decir la persona N° 12, lue- }
golaN°12+8=20, luegola 20 + 8 = 28 y asi sucesivamente
hasta completar las 15 personas que conforman la muestra.

.......................................................................................

A este tipo de muestreo se le lama Muestreo Aleatorio Sistematico.

-

entero K obtenidos por K =

Definicién 1.5.2. Muestreo Aleatorio Sistematico
Es una variante del muestreo aleatorio simple, se aplica cuando la
poblacién esta listada en algtn orden.

Consiste en seleccionar un nimero entero aleatorio menor que %, N
es el total de la poblacién y n es el total de la muestra y luego (n— 1)
elementos de la muestra se eligen agregando el primer aleatorio al
%ﬂ y asi sucesivamente.

.......................................................................................

& Ejemplo 1.5. En una empresa se cuenta con dos tipos de trabajadores: }

: Tiempo completo y medio tiempo, la empresa cuenta con 180 empleados :

: distribuidos de la siguiente manera:

Mujeres Hombres
Tiempo Completo 9 90
Medio Tiempo 63 18

oo o
: Se pide una muestra de 40 personas tomando en cuenta las categorias :

: antes descritas, para hacer un estudio de beneficios en la empresa.
¢Cuantas personas por categoria se pueden considerar?

......................................................................................
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Poblacién ™

Muestra Aleatoria Simple

&

lerapersona: n° 4

2dapersona: 4 + 8 =12

3erapersona: 4 + 8 +8
=20

4t persona:4+8+8+8
=28

5% persona: 4 +8 + 8 +
8+8=36

15

El muestreo aleatorio
sistematico es parecido
al muestreo aleatorio
simple, pero luego de
elegir un elemento al
azar los demas se eligen
siguiendo un intervalo.

El primer elemento de
la muestra se seleccio-
na al azar

kikkkkiA

i+2k i+3k

Muestreo aleatori
sistematizado

A la categoria se le lla-
ma también estrato en
este problema.

Concluye en la forma de cémo se
debe seleccionar una muestra es-

tratificada.




Objetivo: [A] Clasifican las muestras probabilisticas y no Clase 2,3y 4
probabilisticas. (Continua en la siguiente pagina)
[B] Definen las caracteristicas de las muestras
probabilisticas.

Evaluacion: Ejercicio 1.2

Definicion 1.5.3

(5 min)

Solucion: » Observan el diagrama
Se sabe que el total de la poblacién es 180 personas por lo que se utilizara 70 de muestreo estratifi-
el siguiente procedimiento. De cada estrato se se-
Se calculard el porcentaje de cada categoria lecciona el porcentaje CadO en LE.
Porcentaje por estrato: obtenido en la tabla.

Mujeres Hombres

y ot *Hacer notar al estu-
Tiempo completo 1go X100=5%  3g5 x100=50% diante que para extraer
Medio tiempo L2 x100=35% {5 x 100 =10% la muestra en cada es-
Como la muestra es de 40 personas entonces: [gy trato se aplica mues-
e S . .

Mujeres Hombres Para extraer la muestra treo aleatorio S|mp|e.
Tiempo completo 5% de 40 = 2 50% de 40 = 20 en cada estrato se apli-
Medio tiempo 35%ded40=14  10%de40=4 ca muestreo aleatorio

simple.

A este tipo de muestra se le llama Muestreo Estratificado.

@ Ejemplo 1.6

Deﬁnicié’n :Ij.5.3. Muestra Estratiﬁcada. - ) Poblacion (10 mln)

Es una técnica de muestreo que se aplica cuando la poblacién estd

dividida en grupos, llamadas estratos. Presentar el Ejemplo
en la pizarra y pedirle

: @ Ejemplo 1.6. Se hace una encuesta sobre el mercadeo de ciertos pro- H
+ ductos de alimentacién y la demanda que estos tienen en la poblacion. Se : Estrato 1 Estrato 3 a IOS eStUdlanteS que
¢ selecciona una muestra especifica para lo cual se necesita saber coémo se ' Estrato 2 pr‘o ponga n formas de

. puede dividir la poblacién. , .
: como pueden seleccio-
nar la muestra.

¢ Solucion: :
¢ Para seleccionar la muestra es importante definir la poblacién en grupos, }
M . TR M
+ unidad de analisis H

i Adolecentes Colegios Observan en LE la for-
¢ Obreros Fabricas H
Amas de casa Mercados ma de SEIECCIOnar Ia
Nifias Escuelas muestra Yy concluyen
: Profesionales Empresas .
: que a ese tipo de mues-
¢ Cuando la poblacién se divide en grupos conglomerados se llama Mues-
i treo por Conglomerado. ; Conglomerados treo se le conoce como
Vececcscccccscccccccccsccctcsccsccaccsscccccsccscscccsccscccctcsccscscscsccsccccccscen’ seleccionados
muestreo por conglo—

Definicién 1.5.4. Muestra por Conglomerado En cada conglomera'do

Es una técnica de muestreo en la cual la poblacién esta dividida en la muestra se seleccio- merado.

grupos debido a la organizacién administrativa u otras. na como en el mues-

treo aleatorio simple.

Definicion 1.5.4

Ui i+ Lecion 1+ Ciase 2,3y 4. Tipos demuestras | 121 (5 min)
Observar el diagrama
de muestreo por con-
glomerado.

RP: En la muestra por estratos se conglomerado la poblacién se M: ¢Cual es la diferen-

divide en grupos sin importar la divide en grupos por categorias. cia de la muestra por

categoria y en el muestreo por conglomerado y mues-

tra estratificada?
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Clase 2,3y4

(Continuacion)

(Continua en la siguiente pagina)

[7RS

é\ﬂ? Ejercicio 1.2

(15 min) Soluciones:

a) Muestreo aleatorio
simple.

b) Muestreo estratifica-
do.

¢) Muestreo estratifica-
do.

d) Muestreo por con-
glomerado.

[Hasta aqui Clase 3]
[Desde aqui Clase 4]

[C]

Definicion 1.6

(5 min)

M: éQué significa que
una muestra sea no
probabilistica?

RP: Que se selecciona
sin usar férmulas esta-
disticas.

Concluye en la defini-
cion de muestreo no
probabilistica.

*Es importante explicar
cudles son las caracte-
risticas de una muestra
no probabilistica y qué
ventajas tiene.

*Clasifican la muestra
no probabilistica

Objetivo: [C] Definen las caracteristicas de muestras no pro-

babilisticas.

Evaluacion: Ejercicio 1.2

:}\52 Ejercicio 1.2. En los siguientes problemas escriba cudl de las técnicas

de muestreo son las mds adecuadas para seleccionar la muestra.

a) Suponga que se esta investigando sobre el porcentaje de estudiantes
que trabajan, en una universidad X, que cuenta con una poblacién de
80 estudiantes y se quieren seleccionar 20.

b) Se desea aplicar una encuesta a los miembros de un club de deportes
cuya poblacién estd conformada por 200 personas distribuidas de la
siguiente forma:

Deporte Mujeres Varones
Futbol 30 60
Basquetbol 20 25
Natacién 24 10
Véleibol 5 12
Baseball 6 8
Total 85 115

Para ello se desea obtener una muestra de 60 personas. ¢Cudl de las
técnicas de muestreo es la mas apropiada para seleccionar la muestra?
Y cudntas personas se seleccionan de cada grupo.

C

Una fabrica consta de 600 trabajadores, se quiere tomar una muestra
de 20, se sabe que hay 200 trabajadores en la seccién Ay 150 en la
seccién B, 150 en la seccién Cy 100 en la seccién D. ¢ Cudl es el método
mas adecuado para seleccionar la muestra y cuantos trabajadores se
seleccionarian de cada seccién?

d) Sea la poblacién compuesta por los siguientes conjuntos {A, B, C, D, E},
escriba todas las muestras posibles de tamafio 3, escogidas mediante
muestreo aleatorio simple.

Definicién 1.6. Muestras no Probabilisticas

Es el tipo de muestra en el que la eleccidn de los elementos no de-
pende de la probabilidad sino de causas relacionadas con las carac-
teristicas del estudio o el investigador que hace la muestra.

Las muestras no probabilisticas pueden ser:

Definicién 1.6.1. Muestra de Sujetos Voluntarios
Es el tipo de muestra que se elige dependiendo de las circunstancias
y de las caracteristicas especificas de un estudio.
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[c]

&
La muestra no proba-
bilistica no depende de
férmulas depende del
proceso de forma de
decision de una perso-
na o grupo de personas.

- La muestra no pro-
babilistica usa una
seleccion informal y
un poco arbitraria.

- No se puede genera-
lizar los resultados a
una poblacion.

Definicién 1.6.1

(5 min)

*Proponen ejemplos de situacio-
nes en donde se puede aplicar este
tipo de muestreo.
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Definicidn 1.6.2. Muestra de Expertos

Es el tipo de muestra que se da cuando en los estudios es necesario
la opinidn de los expertos, el investigador selecciona las unidades que
seran la muestra con base en su conocimiento y juicio profesional.

H " Ejemplo 1.7. En un instituto de educacién media un profesor de ma-
¢ tematicas quiere hacer un estudio con sus alumnos de ultimo afio de ba
chlllerato para generar una nueva metodologia de evaluacién por lo que
de 120 estudiantes que estan distribuidos en tres secciones, trabaja con :
10 alumnos de cada seccién, haciendo un total de 30 estudiantes.

wven cerca del Instituto.

’ * La muestra es tomada por conveniencia. Por lo tanto, es muestra de

.
.

i para lograr éxito en sus negocios, para ello elige un equipo de empresa
5 rios cuyas empresas son exitosas.

......................................................................................

Definicién 1.6.3. Muestra por Cuotas

Este tipo de muestra se utiliza en estudios de opinién y de mercado
técnico, las medidas o las cuotas dependen del criterio del investi-
gador.

.......................................................................................

S
: @ Ejemplo 1.9. Se desea aplicar una encuesta sobre la preferencia po-
Imca en la poblacién, el nimero de personas a entrevistar es de 1000
d|V|d|da en:
500 estudiantes universitarios.
500 profesionales de cualquier sector.

.......................................................................................

H :
¢ Los alumnos seleccionados trabajan los dias sdbados con el profesor y

H su1etos voluntarios '

H @ Ejemplo 1.8. Un investigador quiere saber que es necesario hacer'

Cuota 1 l/Cuota 3

B

Muestra no probabilistica
- Los elementos a se-
leccionar no tienen la

misma posibilidad de
ser elegidos.

Investigador Muestra

El maestro selecciona la
muestra por convenien-
cia ya que los estudiantes
tienen que tener la dispo-
sicion de trabajar los dias
sabados.

Poblacion

Investigador
Las muestras por exper-
tos se seleccionan depen-
diendo lo que se quiere
investigar.
Eleccién
de los
individuos a

criterio del
investigador

Muestra
por cuota

Cuota2

La cuota es de 1000 y lue-
go esta se divide en dos
grupos.

El investigador decide el
grupo de personas que en-
trevistard ya que solo tomé
los jovenes y profesionales
por conveniencia, pero no
significa que no se pueda
considerar otro grupo.
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risticas de los tipos de muestra
para poder determinar y selec-
cionar la ideal en un estudio.

(5 min)

‘:@:‘ Ejemplo 1.9

Mencionan las caracteristicas

del ejemplo y porque se usa el
muestreo por cuotas.

Clase 2,3y4

(Continuacion)

(Continua en la siguiente pagina)

':@:' Ejemplol.7

(10 min)

*Presentar el ejemplo
en la pizarra y permi-
tir que los estudiantes
propongan soluciones
y analicen como se se-
leccionara la muestra,
qué criterios se deben
tomar en cuenta para
ello.

Concluye que la mues-
tra es por conveniencia
ya que la muestra debe
reunir ciertas caracte-
risticas para el estudio.

Definicién 1.6.2

(5 min)

Determinan las carac-
teristicas del muestreo
por expertos.
*Mencionan ejemplos
de estudios en el cual
se puede utilizar este
muestreo.

5@3 Ejemplo 1.8

(10 min)

Discuten las caracteris-
ticas del ejemplo y por-
que se usa el muestreo
por expertos.

Definiciéon 1.6.3

(5 min)

Es importante hacer
énfasis en las caracte-
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Unidad Ill. Leccién 1. Objetivo:  [A] Definen Organizan datos estadisticos mediante
Clase5y6 tablas de frecuencias.

(Continua en la siguiente pagina) i o
Evaluacidn: Ejercicio 1.3

[A]
"@: Ejemplo 1.10
(15 min) .
. Clase 5y 6. Tabla de frecuencia
Presentar el ejemplo en
la pizarra ; @ Ejemplo 1.10. En una aula de clases hay 20 estudiantes que obtuwe— [A]
’ : ron las siguientes calificaciones en matematicas. :
M: Ordenen |OS datos de 78 65, 54, 92, 65, 78, 86, 54, 86, 78, 76, 84, 96, 96, 94, 65, 67, 76, 92, 65
menor a mayor. Ordene los datos en una tabla.
¢Que observan en los da- i Solucion:
tos? 5 Para ordenar los datos en una tabla se comienza por ordenar el arreglo de :
) 2 menor a mayor. H
Hay algunos datos que se 54,54, 65, 65, 65, 65, 67, 76, 76, 78, 78, 78, 84, 86, 86, 92, 92, 94, 96, 96 :
repiten. /\ :
Ordenen los datos en una Calificacion N° de estudiantes de tab
H A este tipo de tabla H
tabla donde aparecen las : 54 2 se le conoce como |
calificaciones y cuantos 65 4 tabla de frecuencia N
. . 67 1 H E i
estudiantes  obtuvieron n la tabla el nimero
K . . : 76 2 de veces que una cali-
dicha calificacion. : 78 3 ficacion se repite se le
H H llama Frecuencia.
H 84 1 H
Concluye que a la tabla se 86 2
le conoce como tabla de g 92 2
. H 94 1
frecuencias H o > H
L. . 9 H
M: ¢Qué es frecuenciar (| Toul 2% :
RP Es el nUmero de veces N e eieieeseiecieseieeteiececieieceeieieceiiececcesessesesessesenencesencnsenensasanann . -
que se repite un dato. s 7@
Definicién 1.7. Tabla de frecuencia Frecuencia: Es el nu-
Es una ordenacion de datos en forma de tabla en la que se represen- mero de veces que se
Definicién 1.7 tan datos estadisticos, asignando a cada uno de ellos el valor que se repite un dato estadis-
. repite en el arreglo. tico, se representa con
(5 mln) laletra f.
@) L % Erorcici o 4 .
N EjerCICIO 1.3. €W Ejercicio 1.3. Para cada uno de los siguientes conjuntos de datos hi-
(20 min) Solucién: potéticos elabore una tabla de frecuencia.
a) a) A 15 nifios en un hospital se les tomé el peso al nacer. El peso esta dado
en kilogramos.
Peso N° de 2.8,3.2,3.8,2.5,2.7,
A B 2.8,3.8,3.2,28, 25,
(kg) recien naCIdos 25,25,3.4,3.0,29
2.5 4
2.7 1 124 Unidad Ill  Leccién 1 = Clase 5y 6. Tabla de frecuencia
2.8 3
2.9 1
3.0 1
3.2 2
3.4 1
3.8 2
Total 15

146 Unidad Ill ¢ Leccion 1 e Clase 5y 6. Tabla de frecuencia



Objetivo: [B] Organizan datos estadisticos mediante tabla de
frecuencia de datos agrupados.

Evaluacion: Ejercicio 1.4

Clase5y6

(Continuacion)

(Continua en la siguiente pagina)

Matematicas  Espafiol Ciencias Nat.
Ciencias Nat. Matematicas Matematicas
Espafiol Ciencias Nat. Matematicas
Matematicas  Ciencias Nat. Espariol
Matematicas ~ Matemadticas Espaiol

Estudios Soc.  Espafiol Matematicas

un instituto X y los datos obtenidos son:

b) Se hizo una encuesta a 30 estudiantes con respecto a la asignatura pre-
ferida, obteniendo los siguientes resultados:

Estudios Soc.  Espafiol
Ciencias Nat. Estudios Soc.
Espafiol Espafiol
Ciencias Nat. Matematicas
Ciencias Nat. Estudios Soc.

Espafiol Matematicas

c) Se midid la estatura en centimetros a 35 estudiantes de bachillerato de

155 163 156 160 163 157 159
163 162 163 162 160 160 163
161 159 160 163 157 161 156
160 155 158 158 160 161 162
155 156 162 162 160 162 160

.

i Aeste tipo de tabla se le llama Tabla de Frecuencia de datos agrupados. :
H H

AP -’

§ "@*’ Ejemplo 1.11. En una clase se ha hecho una encuesta preguntando§ [B]

a los estudiantes el nimero de horas de estudio que dedican a la semana .

teniendo como resultado los siguientes datos: H

16 11 17 12 10 5 1 8 10 14 7A o | 1-:";5

H H os intervalos 1 — 5,
- 15 20 3 2 5 12 7 6 3 9 . 5-9 9-13,13 17,
H 10 8 10 6 16 16 10 3 4 12 : 17 — 21, se les conoce
: i como clase.

Solucién: H

Ordene los datos en una tabla de frecuencia agrupandola en intervalos§ Observa que en los in-

siguientes: 1-5, 5-9, 9-13, 13-17, 17-21 . tervalos el extremo de
' H la izquierda se incluye,
. N° de horas de estudio N° de estudiantes pero el extremo de la
: 1-5 6 derecha no, es decir:
‘ 5_9 7 [1, 5), [5, 9) y asi suce-
H H sivamente. En cada cla-
‘ 9-13 10 se se incluyen los datos
H 13-17 5 H que estan contenidos
17-21 2 en el intervalo.
Total 30 E}L

La frecuencia es la can-
tidad de datos dentro
de cada intervalo.
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nar estos datos se utilizan intervalos
las cuales se les llama clase.

*Hacen la tabla de frecuencia y la
nombran tabla de frecuencias de da-
tos agrupados.

*Es importante hacer notar al estu-
diante que en algunas tablas de fre-
cuencias de datos agrupados se toma
intervalos o clases en las que no se in-
cluye el extremo superior, sin embar-
go, hay tablas que si lo incluyen.

b)
Asignatura N° de
estudiantes
Matemadticas 10
Espanol 9

Ciencias N. 7

Estudios S. 4
Total 30

c)

Estatura N° de
(cm) estudiantes
155 3
156 3
157 2
158 2
159 2
160 8
161 3
162 6
163 6

Total 35

[Hasta aqui Clase 5]
[Desde aqui Clase 6]

@ Ejemplo 1.11

(20 min)

*Presentar el ejemplo en
la pizarra y pedirle a los
estudiantes que propon-
gan ideas de como orde-
nar estos datos.

*Hacer que se den cuenta
que no es funcional orde-
nar los datos en una tabla
de frecuencia tomando
todos los valores, ya que
seria muy grande.
Concluye que para orde-
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Unidad Ill. Leccion 1. Objetivo: [A] Representan datos estadisticos mediante histo-
Clase5y6 gramas de frecuencia.

(Continuacién)

Clase 7

(Continua en la siguiente pagina)

Evaluacion: Ejercicio 1.5

o O
& Ejercicio 1.4
(25 min) Soluciones:

a
) = = 3§2 Ejercicio 1.4
N° de N° de a) Los siguientes datos corresponden a un promedio de tiempo en dias que se tomé a una muestra de
dias personas 20 personas que hacian trabajo especifico. Los datos son:
6—8 2 8 [15|14| 12|11 |6 | 7|9 |13|11
8-10 3 20 | 12 | 15| 18 | 13 9 15|16 | 15 | 18
10-12 2 Elabore una tabla de frecuencia utilizando las siguientes clases: 6 —8, 8 — 10, 10- 12, 12— 14, 14— 16,
16-18,18-20, 20 - 22.
12-14 4
14 -16 5 b) Se hace una prueba de rendimiento de bombillas eléctricas en horas de duracién y se toma una
muestra de 50, obteniendo los siguientes resultados.
16-18 1 61| 50| 59| 60|61 |60 |60|53]|54]|55
18 -20 2 71| 68| 66| 63|62 |68|69|68| 62|65
20-22 1 73 | 74|73 |75 |75 |74 |76 |75 | 75|77
88| 78|90 |79 |93 |82 82|94 |95]|99
Total 20
78 | 79 | 84 | 8 | 87 | 88 | 79 | 63 | 67 | 60

Elabore una tabla de frecuencia considerando las clases: 50 — 55, 55 — 60, 60 — 65, ...,95 — 100.
Responda las siguientes preguntas:

b1) ¢Qué clase tiene mayor frecuencia?

b2) ¢Qué clase tiene menor frecuencia?

b3) ¢ Cuantas bombillas tuvieron un rendimiento mayor a 70 horas?

b4) ¢ Cuantas bombillas tuvieron un rendimiento menor a 65 horas?

b5) ¢ Cuantas bombillas tuvieron un rendimiento entre 80 y 100 horas?

b) Solucidn en pag. 150

[Hasta aqui Clase 6]

[Desde aqui Clase 7]

Clase 7. Histograma y poligonos de frecuencia

"@‘- Ejemplo 1.12

@ Ejemplo 1.12. Represente mediante un grafico los datos de la tabla [A]
(15 min) del Ejemplo 1.11 F‘f
. A
Utilizando los datos de Solucion: 144 Un histograma de fre-
Ejemplo. 1.11 Trazar un 124 Histograma de Frecuencia cuencias es muy pa-
histograma de frecuen- £ 10} recido a un gréfico de
g _<§ barra, la diferencia es
cias. 2 & que no hay separacién
= 6 entre barras.
4
*El docente debe dar 2] * En un histograma de
. . frecuencias es mas fa-
todas las orientaciones 5 S v A R L R cil identificar la clase
. (Horas de estudio)
necesarias para hacer el de mayor o menor fre-
e .. A este tipo de gréfico se le Ilama Histograma de Frecuencias. cuencia.
grafico y definir las partes
del gréﬁCO, 126 Unidad Ill  Leccién 1 » Clase 7. Histograma y poligonos de frecuencia
M: ¢Qué datos se ubican
en el eje x?
RP: Las clase
M: éQué datos se ubica
enelejey?

RP: La frecuencia
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Objetivo:

[B] Representan datos estadisticos mediante poli-

gonos de frecuencia.

Evaluacion: Ejercicio 1.5

Definicidn 1.8. Histograma de Frecuencias
Es el grafico que se utiliza para representar la distribucion de
frecuencia de una variable. Un histograma de frecuencia esta
formado por rectangulos unidos cuya base es igual a la amplitud del
intervalo y la longitud es igual a la frecuencia.

(Frecuencia)

14
12 Poligono de Frecuencia

S

N s o o®

17 21 25
(Horas de estudio|

)

Para formar el poligono
es necesario agregar una
clase mas a la izquierda y
otra a la derecha donde la
frecuencia es cero.

e R -’

A este tipo de grafica se le Ilama Poligono de Frecuencia.

5@} Ejemplo 1.13. Elaborar un grafico uniendo los puntos medios de las [8]
barras del histograma de frecuencia del Ejemplo 1.12

B
Al unir los puntos se

obtiene una linea poli-
gonal cerrada.

El poligono se puede
trazar ubicando en el
eje x los puntos medios
de cada clase.

Definicién 1.9. Poligono de Frecuencias

Es un grafico utilizado para representar una distribucion de frecuen-
cias de una variable, este se puede trazar a partir del histograma de

frecuencia tomando el punto medio.

32 Ejercicio 1.5
a) Elabore el histograma y el poligono de frecuencias para cada distribu-

cion de frecuencias del Ejercicio 1.4.

resultados fueron:
21 19 22 19 18 20
19 20 21 22 21 20
21 19 21 21 21 22
20 20 19 21 21 22
18 21 19 18 22 21

23
22
19
19
24

19
20
19
19
20

b1) Ordene los datos de manera ascendente.
b2) Construya una tabla de frecuencias considerando las clases
16-18,18-20,20—-22,22—-24,24-26

b3) Elabore un Histograma y un poligono de frecuencia.

b4) Responda las siguientes preguntas:

20
20
19
19
17

b) En un hospital toma el peso en libras a 45 nifios entre 0y 2 afios y los

¢En qué intervalo se encuentran los nifios de mayor peso?

¢Cuantos nifios tienen un peso entre 20y 21 libras?

¢Cuantos nifios tienen un peso mayor o igual a 22 libras?
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Definicion 1.9

(3 min)

[”R6

é}\% Ejercicio 1.5

(14 min)

Solucién en la pag. 150y 151.

Unidad IIl e Leccion 1 e Clase 7. Histograma y poligonos de frecuencia

Clase 7

(Continuacion)

Definicion 1.8
(3 min)

@ Ejemplo 1.13

(10 min)

Tomando como base el
grafico anterior del his-
tograma de frecuencias
trazar el poligono de fre-
cuencias.

M: éQué se forma si se
unen los puntos medios
de las barras del histogra-
ma de frecuencia?

RP: Parece un poligono.
M: Para formar un poli-
gono se debe ubicar una
clase anterior a la pri-
mera y otra al final cuya
frecuencia sea cero, para
poder cerrar la figuray se
convierta en un poligono.
Concluye: A este tipo de
grafico se le conoce como
poligono de frecuencia.
M: ¢Qué datos se ubican
en el eje x en un poligono
de frecuencia?

RP: El punto medio de las
clases.

M: éQué ventajas tiene
representar datos en un
poligono de frecuencia?
RP: Se pueden visualizar
e interpretar de mejor
manera los datos, se pue-
den obtener facilmente
las clases con mayor o
menor frecuencia.

149



Solucidn Ejercicio 1.4.

Inciso b) Pag. 148

N° de horas N° de bombillas
50-55 3
55-60 2
60— 65 10
65—70 7
70-75 5
75-80 11
80 -85
85-90 4
90-95
95-100 2

Total 50
b1) R:75—80
b2) R:55-60y95-100
b3) R:28 bombillas
b4) R: 15 bombillas
b5) R: 12 bombillas
Solucion Ejercicio 1.5.  Pag. 149

150

4 Histograma de Frecuencia

Poligono de Frecuencias

12 14 16 18

Unidad Ill e Leccion 1 e Soluciones

20 22
(nimero de personas)



Solucion Ejercicio 1.5. Inciso b) Pag. 149

bl) Forma ascendente: 17 18 18 18 19 19 19 19 19 19 19 19 19 19 19 19 192020 20 20
20 20 20 20 20 21 21 21 21 21 21 21 21 21 21 21 22 22 22 22 22

22 23 24.
b2) Peso (lbs) N° de nifios

1618 1
18 -20 16
20-22 20
22-24 7
24 -26 1

Total 45

b2) Nifios

Histograma de Frecuencia

18

16
14
12

10

Poligono de Frecuencia
‘ T’
| \
4
: Xﬁ\
0

16 18 20 22 24 26 Peso (Lik;ras)

b4) 24 —26 Intervalo donde se encuentran los nifios con mayor peso.
20 nifos tienen peso entre 20 y 21 libras, 8 niflos tienen un peso igual o mayor a 22 libras.
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Unidad Illl. Leccion 2.

Clasely2

(Continda en la siguiente pagina)

(10 min)

En octavo grado se estudio
las medidas de tendencia
central. M: ¢Cudles son
las medidas de tendencia
central que conocen?

RP: Media, mediana vy
moda.

M: ¢Para qué se utilizan
las medidas de tendencia
central?

RP: Para comparar distri-
buciones de datos.

M: ¢Qué es la media?

RP: Es un promedio.

M: éComo se calcula la
media?

RP: Se suman todos los
datos y se divide entre el
numero total.

*El docente puede poner
un ejercicio de repaso de
calcular la media de da-
tos no agrupados.

[A]

'—@5 Ejemplo 2.1

(20 min)

Proponer en la pizarra
el ejemplo y solicitar a
los estudiantes ideas de
como se puede calcular
la media de los datos.

M: Hay dos maneras de
obtener la media.
Manera 1

Calculan los puntos me-
dios de las clases.

M: A esos puntos medios
se les llama marca de cla-
se y se simboliza con Xm.

152

Objetivo:
agrupados.

Evaluacion: Ejercicio 2.1

[A] Calculan la media para un conjunto de datos

Leccién 2. Medidas de Tendencia Central
Clase 1y 2. Media

Cuando se tiene un conjunto de datos se puede calcular algunos valores
que describen la muestra o la poblacién con lo que se esta trabajando,
estos valores sirven para conocer la tendencia de dichos datos, dentro de
estas medidas estdn las medidas de tendencia central y las mas usadas
son la media, la mediana y la moda.

El cdlculo de estas medidas puede ayudar a tomar decisiones o hacer in-
ferencia sobre la poblacion que es objeto de estudio.

H {@3 Ejemplo 2.1. La siguiente tabla muestra la distribucién de frecuencias
: de la estatura en cm de 30 estudiantes de un instituto X de educacién
media.

Estatura (cm) N° de Estudiantes ( f)

140 - 145 2
145 - 150 3
150 - 155 5
155 - 160 12
160 — 165 4
165-170 3
170-175 1

Total 30

lizando el redondeo).
Solucion:
Se puede calcular la media utilizando dos maneras.

: Manera 1:

+ En primer lugar, completaremos la tabla de frecuencias calculando el pun-
to medio de cada clase, ya que la frecuencia representa los valores de
datos que caen en cada intervalo, este valor se representa con la letra Xm.
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Calcule la media de los datos (aproxime el valor hasta las centésimas uti- :

[A]

&
La media es un prome-
dio de datos.

Xm: se le llama Marca
de Clase

H
?
.

Luego se multiplica la frecuencia por
Xm y se suman todos los valores de
f(Xm) y se dividen por el total de f.

*La manera 1 es la mas comun en la
mayoria de los textos de estadistica,
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sin embargo, se debe mostrar otra
manera para ayudar a una mejor com-
prension.

* Explicar a los alumnos el significado
de la media en un grupo de datos.



Objetivo: [B] Calculan la media de datos agrupados usando

otro método diferente al tradicional.

Clasely2

(Continuacion)

Evaluacién: Ejercicio 2.1 (Continua en la siguiente pagina)

Luego se multiplica la marca de Clase por la frecuencia.

De lo anterior se define

organizados.

Definicion 2.1. Media Aritmética
Es una medida que proporciona el promedio de un grupo de datos

Manera 2:

Completar la tabla agregando la columna del producto de la frecuencia
con el limite inferior de cada clase.

(35

tiene ventajas:

— Todos los valores en-
tran en el cdlculo de
la media.

— Es una medida con-
fiable.

— Sirve para establecer
comparaciones en-
tre datos con las mis-
mas caracteristicas.
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Concluye: una clase esta
compuesta por limite su-
perior y limite inferior.

*Pedir a los estudiantes

Estatura N° de Marca de clase: ( Xm ) P _
(cm) estudiantes Xm f(Xm) es el punto medio delin- que lean la solucion pro
140 — 145 2 1425 285 terva|o£g+c|2seyse ob- puesta en LE y que expli-
.o Li S
145 -150 3 w75 | as2s5 | tiene: =5 donde qguen cada paso.
ara calcular la me- e
Li: Limite inferior de la
150 - 155 5 1525 | 7625 | giasesumantodos g
155-160 12 157.5 1890 los datqs de la co- Ls: Limite superior de Definicion 2.1
160165 4 162.5 650 lumna 1 (Xm) y se la clase. :
165-170 3 1675 5025 divide entre el to- (5 mln)
: . tal de frecuencia. 140-145
170-175 1 172.5 172.5 Voo
Total 30 4705 Li Ls [B]
Media = 285+442.5 +762.5+ 1890 + 650 + 502.5 + 172.5 - 4705 La media es la suma de
30 30 los productos de f (Xm) Manera 2
=156.833... dividido por el total de .
= 156.83 frecuencia. (10 mm)
La media de los datos es 156.83 [%} Pedir a los estudiantes
La media aritmética que copien la tabla del

ejemplo y que la comple-
ten con el producto entre
la f y limite inferior de
cada clase.

Sumar los datos de la
columna f(Li) y dividirlo

Estat Fi i f(Li
statura (cm) | Frecuencia | f(Li) 8] por el total de la frecuen-
140 - 145 2 280 140x 2 = 280 - . .
7[;& cia, finalmente se debe
1452150 > 2 145x3 =435 Para calcular la media obtener la distancia que
150155 5 750 | 150x5=750 - ‘Zfble sumar '013(2'?;' X q
0s ae la columna 1).
155-160 12 1860 Luego calcular la mitad hay entre los |r'1ter\./a'lo‘s
160 — 165 4 640 de la distancia entre los delaclase Ls - Li y dividir
165-170 3 495 limites. este entre dos. El resulta-
170-175 1 170 170x 1 =170 % =25 do obtenido se le suma al
Total 30 4630 150-185 55 cociente encontrado an-
teriormente.
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*La manera dos de calcu-
lar la media facilita, por-
que se reduce el uso de
decimales.

[Hasta aqui Clase 1]
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Clasely2

(Continuacion)

(Continua en la siguiente pagina)

[RG
& Ejercicio 2.1

Objetivo:
agrupados.

Evaluacion: Ejercicio 2.1

[A] Calculan la media para un conjunto de datos

(45 min)
Solucién
al)
Clase (X)| f [ Xm | f(Xm)
4-9 [6]6.5] 39
9-14 | 8 |11.5| 92
14-19 | 7 |16.5] 115.5
19-24 | 5 (21.5] 107.5
24-29 | 9 |26.5| 238.5
Total |35 592.5
Media = 5%%'5 =16.928...
= 16.93
a2)
Clase (X)| f | Xm |f(Xm)
20-30 |3 | 25| 75
30-40 |5 35 | 175
40-50 |2 | 45| 90
50-60 |4 | 55 | 220
60-70 |1 | 65 | 65
70-80 |3 | 75 | 225
80-90 |4 | 85 | 340
90-100(2| 95 | 190
Total |24 1380
1380

Media = 54 -~ 57.5

a3)

Clase (X)| f [Xm | f(Xm)

1-5 (12| 3 36

5-9 (8|7 56

9-13 |15|11 | 165

Media= 4930 125 -154.333... + 2.5 = 154.33 + 2.5 = 156.83

Se obtiene de la distancia entre los

extremos de la clase dividida por dos.

O L . -
& Ejercicio 2.1. (Aproxime el valor hasta las centésimas)
a) Calcule la media aritmética de las siguientes distribuciones de frecuen-

B

2.5 es constante ya que
es la distancia de los
Ls—Li
2

]

Al calcular la media de
esta forma evitamos

B

C'E;' ) ) trabajar con numeros
a 2 ! decimales en la tabla.
Clase X' f X f X f
4-9 6 20-30 3 1-5 12
9-14 8 30-40 5 5-9 8
14-19 7 40-50 2 9-13 | 15
19-24 5 50-60 4 13-17 | 10
24-29 9 60-70 1 17-211 13 La clase también se
Total 35 70-280 3 Total | 58 puede representar con
X en mayuscula.
80-90 4
90 - 100 2
Total 24

b) En uninstituto de educacion media se hizo una encuesta a 55 estudian-
tes para saber cuantas veces al mes practicaban algin deporte y los
resultados se denotan en la siguiente tabla.

N° de veces
que practicaban N° de Estudiantes
0-4 9
4-8 10
8-12 12
12-16 8
16-20 10
20-24 6
Total 55

b1) ¢ Cuantos estudiantes practican deporte mas de 8 veces al mes?
b2) ¢ Cuantos estudiantes practican deporte menos de 16 veces al mes?

b3) ¢ Cudl es el promedio de veces que los estudiantes practican deporte
al mes?
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&
En a; y a, los do: ex-
tremos de la clase es-
tan incluidos. En a; el
extremo superior no se
incluye en cada clase.

13-17 |10(15 | 150

17-21 (13|19 | 247

Total |58 654
. 654
Media = 5g 11.275...
~11.28

b1l) Practican deporte mas de 8 veces al mes:
36 estudiantes.

b2) Practican deporte menos de 16 veces al
mes: 39 estudiantes

b3) Promedio de veces al mes: 11.31
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Objetivo: [A] Identificar la clase que contiene la mediana en
distribuciones de frecuencias de datos agrupados.

Evaluacion: Ejercicio 2.2

Unidad lll. Leccion 2.
Clasely2

(Continuacién)

Clase3

(Continda en la siguiente pagina)

Pulsaciones/
minuto N° de personas
40-60 9
60— 80 66
80— 100 54
100 - 120 21
Total 150

Clase 3. Mediana y Moda

tribucidn de frecuencias del Ejemplo 2.1

ne el dato 15 y el dato 16.

{@} Ejemplo 2.2. Encuentre la clase donde se ubica la mediana en la dis- [A]

valor contemplado dentro de este intervalo.

c) En un hospital se realizé un control para medir el ritmo cardiaco a los pacientes que asistian regular-
mente al hospital, se tomé una muestra de 150 pacientes, obteniendo los siguientes resultados (se
considera normal un ritmo cardiaco de en el intervalo 60 — 100 pulsaciones por minuto)

¢Cuadl es el promedio de pulsaciones por minuto?
¢Cudntas personas no tienen ritmo cardiaco normal?
¢Cuadl es el porcentaje?

¢Cudntas personas tienen ritmo cardiaco normal?
¢Cudl es el porcentaje?

&

La mediana es el valor

Solucion: que se encuentra en el
Estatura N° de estudiantes Cfe’ntro de una distribu-
cién.
140 - 145 2
145 - 150 3
150 - 155 5
155 - 160 12 —> Ala clase con mayor
160 — 165 4 frecuencia se le lla-
165-170 3 ma clase modal
170-175 1 [%l;
La clase que contiene la
Total 30 mediana se obtiene de
la suma de frecuencias,
Como el nimero total de estudiantes es 30, buscamos la posicion de la 2+3+5+12=22
mediana y esta se ubica entre el dato 15y 16, sin embargo, los datos estan que es el nimero que
agrupados en el intervalo por lo que se debe localizar la clase que contie- contiene a 15y 16

Sumando las frecuencias tenemos 2 + 3 + 5 + 12 = 22, que representa el El dato 15 y el dato 16
numero que contiene 15y 16 por lo que la clase donde se encuentra la se encuentra en la cla-
mediana es 155 — 160 esto significa que al calcular la mediana debe ser un se 155 — 160.
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*Hacer notar al estudiante que como
la frecuencia es par la posicién de la
mediana se ubica obteniendo la mitad
de la suma de la posicién anterior y la
siguiente de la mitad del total la fre-
cuencia.

M: éEn qué clase se encuentra el dato
que estd ubicado en la posicién 15y la
posicion 16?

RP: 155 - 160

Concluye: A esta clase se le conoce
como clase de la mediana.

c) Media = 81.6. Hay 30
personas que no tie-
nen ritmo cardiaco
normal representan el
20%. Y 120 personas
que tienen ritmo car-
diaco normal repre-
sentan el 80%.

[Hasta aqui Clase 2]

[Desde aqui Clase 3]

{@3 Ejemplo 2.2.

(13 min)

M: éQué es la mediana?
RP: Es la medida de ten-
dencia central que nos
proporciona el dato cen-
tral de la distribucion.

M: éQué significa la me-
diana?

Concluye: Significa que
el 50% de los datos estan
sobre el valor de la me-
diana y el otro 50% estd
por debajo de esta.

*Presentar el ejemplo
en la pizarra y pedir a
los estudiantes que den
ideas de como se puede
encontrar la mediana de
los datos.

M: Se presenta la estatu-
ra de 30 personas en la
tabla cual es el dato que
estd en la mitad.

RP: Es el dato que ocupa
el lugar del centro esta
entre el 15° y 16°(posi-
cion).
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Clase 3

(Continuacion)

Definicion 2.2

X
& Ejercicio 2.2
(15 min) Soluciones

al)14—19 a2)50-60
a3)9-13

b)8-12 ¢)80-100
[B]

M: éQué es la moda de
una distribucion?

RP: Es el dato que mas
se repite.

'—@: Ejemplo 2.3

(7 min)

*Presentar el problema
en la pizarra

M: Usando los datos de
la tabla del ejemplo 2.1
¢Cudl es la clase que con-
tiene mayor frecuencia?
RP: 155 - 160

M: éQué significa?

RP: Hay mas estudiantes
que tienen esa estatura
con respecto a los demas.
M: A esta clase que con-
tiene la mayor frecuencia
se le llama clase modal.
*Aclarar a los estudian-
tes que en este curso de
estadistica no se calcula-
ra la mediana ni la moda
para datos agrupados.

Solamente bastara con
ubicar la clase de la me-
diana y la clase modal
debido a la complejidad
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Objetivo: [B] Identifican la clase mod

al en distribuciones de

frecuencia de datos agrupados.

Evaluacion: Ejercicio 2.3

Definicién 2.2. Mediana
Es el valor de la variable que ocupa el lugar central al ordenar los
datos en forma creciente o decreciente.

Z;\? Ejercicio 2.2. Encuentre la clase que contiene la mediana en las dis-
tribuciones de frecuencia del Ejercicio 2.1

5@3 Ejemplo 2.3. Encuentre la clase con mayor frecuencia de la distribu-
cién del Ejemplo 2.1.

Solucién:
Estatura Frecuencia
140 - 145 2
145 - 150 3
150 - 155 5
155 - 160 12 —> A la clase con mayor fre-
160 — 165 4 cuencia se le llama clase
modal.
165-170 3
170-175 1
Total 30

Definicién 2.3. Moda
Es el valor que mas se repite en una distribucién de frecuencias.

&Z’ Ejercicio 2.3. Encuentre la clase modal en las distribuciones de fre-
cuencia del Ejercicio 2.1.

132
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B

En este curso solo
aprenderemos a iden-
tificar la clase que con-
tiene la mediana y en
cursos posteriores de
estadistica se aprende-
rd a calcularla.

&

El valor de la mediana
significa que el 50% de
datos estan por debajo
de la mediana y el otro
50% por encima de la
mediana.

[B]

La clase modal es la cla-
se que contiene la moda
de una distribucion.

&
Aligual que la me(‘;iana
en cursos posteriores
de estadistica se apren-
dera como calcular la
moda.

Para efecto de este cur-
so basta con identificar
la clase modal, la cual
significa que la moda
serd un valor compren-
dido en el intervalo.

7RG
de las férmulas y el manejo de la é\ﬂ? Ejercici

informacién, por lo que en cursos Soluciones:
posteriores y/o universitarios de es- Clase modal
tadistica el estudiante aprendera a al)24-29

calcular. b)8-12

Unidad Ill e Leccion 2 e Clase 3. Mediana y Moda

0 2.3. (10 min)

a2)30-40
c) 60 — 80

a3)9-13



Objetivo:

Confirman lo aprendido sobre las medidas de

tendencia central.

Evaluacion: Ejercicios de la Leccién

w

1.

Ejercicios de la leccion

En una comunidad se construyeron 500 casas, se desea saber cuantas
de ellas tienen acceso al agua potable, por lo cual se decide hacer una
encuesta a un representante de cada casa por lo que se aplica dicha
encuesta al 25% de ellos.

¢Cuadl es la poblacion? ¢Cudl es la muestra?

¢Qué variable se desea investigar?

. Escriba dentro del paréntesis bajo la columna variable, 1 si es variable

discreta, 2 si es variable continua, 3 si es variable cualitativa.

Variable

1) N° nifios en un kinder.

2) N° de computadoras en una empresa.

3) Peso de nifios recién nacidos en el hospital materno infantil.

4) Taza de mortalidad de un pais.

5) N° de reservas naturales de Honduras

6) La raza de un individuo.

7) El lenguaje de una region.

8) El lugar que ocupa un ciclista en una carrera.

9) El nimero que identifica un competidor en natacién

. Determine las modalidades (nominal — ordinal) en que se divide cada

uno de las siguientes variables.
a) Estado civil

b) Sexo

c) Escolarizacion

d) Tipo de libro

e) Tipo de pelicula

f) Profesion

. Dadas las siguientes variables determine qué tipo de datos (cuantitati-

vo: discreta — continua, cualitativo: nominal — ordinal) generan:
a) Velocidad de un automovil

b) Estatura de un estudiante de media

c) Numero de escuelas en Honduras

d) Numero de libros en una biblioteca

e) Preferencia politica

f) Color preferido

g) Fruta preferida

h) Grado que cursa en la escuela

Clase 1 Leccién 1

Clase 1

Clase 1

Unidad Il » Leccidn 2 » Ejercicios de la leccién
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Unidad Illl. Leccion 2.

Ejercicios de la leccion
(Continua en la siguiente pagina)

Soluciones:
1. Poblacién: 500 casas,

muestra el 25% de 500
casas, variable: acceso
agua potable.

. 1) variable 1,

2) variable 1,
3) variable 2,
4) variable 2,
5) variable 1,
6) variable 3,
7) variable 3,
8) variable 3,
9) variable 1.

. a) Estado civil---nominal

b) Sexo----------- nominal
c) Escolarizacién--
--------- ordinal
d) Tipo de libro--
------- nominal
e) Tipo de pelicula--
------- nominal
f) Profesiéon------ nominal

. a) Cuantitativo

(continuo)

b) Cuantitativo
(continuo)

c¢) Cuantitativo
(discreto)

d) Cuantitativo
(discreto)

e) Cualitativo (nominal)

f) Cualitativo (nominal)

g) Cualitativo (nominal)

h) Cualitativo (ordinal)
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Ejercicios de la leccidn

(Continuacion)

5.

6.

Solucién abajo

Muestra aleatoria sis-
tematica.
Se establece una ra-

z6n entre la poblacion

120 _
yla muestra.ﬁ =6

De cada 6 lamparas
seleccionadas al azar
se elige una hasta
completar las 20 [dm-
paras que conforman
la muestra.

7.a)

Clase f
17-19 3
19-21 15
21-23 21
23-25 6

b)
Persongg
22 Histograma de Frecuencia
20
18
16
14
12
1 e
8
6
4
2
0
17 19 21 23 25 Edades
8.
8
Histograma de
7 Frecuencia T
6
5
Poligono de
4 Frecuencia
3
2
1
1 3 5 11 13
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5. En una cadena de supermercados, trabajan 160 personas en el depar- Clase 2,3y4
tamento de personal, 360 en el departamento de ventas, 200 en el
departamento de contabilidad y 80 en el departamento de atencién
al cliente. Se quiere seleccionar una muestra de 160 trabajadores para
aplicar una encuesta de control de calidad.
¢Qué tipo de muestra podria ser mds apropiada para utilizar en este es-
tudio si se desea que incluya trabajadores de todos los departamentos?
¢Cuantos trabajadores se tendria que seleccionar de cada departa-
mento?
. Un fabricante de ldmparas desea hacer una prueba a la produccién
diaria de 120 ldmparas para detectar si salen defectuosas, por lo que
decide obtener una muestra de 20 l[amparas.
éCudl es el tipo de muestras que puede aplicar para seleccionar la
muestra? ¢Explique?
. Una empresa estd haciendo entrevistas para contratar personal para lo Clase5y 6
cual entrevisté a 45 personas cuyas edades son:
21| 20|21 | 19|21 |20| 23| 20| 21
20| 19| 22 | 22|21 | 21| 22| 22| 20
18 | 19 | 21 | 21 | 22 | 20| 23 | 21 | 24
21| 20|19 | 21|21 | 22| 19| 23| 21
19 (21|19 | 18 | 18 | 22 | 24| 19 | 23
a) Construya una tabla de frecuencias con las clases: 17 — 19, 19 - 21,
21-23,23-25.
b) Trazar un histograma y un poligono de frecuencia.
Clase 7
. La siguiente distribucién de frecuencia corresponde al nimero de horas a
la semana que dedican a estudiar un grupo de estudiantes de un Instituto.
X f
1-3 5
3-5 6
5-7 4
7-9 8
9-11 7
11-13 | 3
Total 33
a) Construya un histograma de frecuencia.
b) Construya un poligono de frecuencia.
134 Unidad Ill « Leccién 2  Ejercicios de la leccién
Departamento N° de Trabajadores
5. Muestreo estratificado personas % seleccionados
¢Cudntos trabajadores se Personal 160 20 32
tendrian que seleccionar Ventas 360 45 72
de cada departamento? Contabilidad 200 25 40
Atencién al c 80 10 16
Total 800 160
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Objetivo:  [A] Calculan el rango de un conjunto de datos. Unidad Ill. Leccion 3.
Clase 1

Evaluacion: Ejercicio 3.1

9. Calcule la mediay determine la clase de la mediana y la moda de las distribuciones de frecuencia del
ejercicio 7 y 8 (aproxime el valor hasta las centésimas).

10. Dadas las siguientes distribuciones de frecuencia calcule la media, la clase modal también determi-
ne la clase de la mediana (aproxime el valor hasta las centésimas).

a) b)
X f X f
5-8 4 12-22 | 5
8-11 7 22-32 | 7
11-14 | 5 32-42 | 10
14-17 | 10 42-52 | 9
17-20 | 3 52-62 | 8
20-23 | 6 62-72 | 17
23-26 | 1 72-82 | 10
Total 36 82-92 | 3
Total 69
Leccién 3. Medidas de dispersion
Clase 1. Rango
@ Ejemplo 3.1. La siguiente tabla muestra las notas en un examen de [A]

los estudiantes de dos grupos Ay B.
a) Completar la tabla de frecuencias y dibuje un poligono de frecuen-
cias para cada uno de ellos en el mismo eje cartesiano.
b) Encuentre la media y la mediana de cada grupo (calcular la mediana
con los datos no agrupados)

N° de Nota X f
lista | Grupo A | Grupo B Grupo A | Grupo B
1 30 42 30-40
2 30 60 40-50
3 50 40 50-60
4 60 50 60-70
5 45 70 70-80
6 55 30 80-90
7 50 43 Total
8 85 62
9 40 53
10 55 50
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M: éQué significa esto?
RP: Se debe de buscar cuantos datos
hay en cada clase. *Hacer el mismo proceso con las de-
M: ¢Cudntos datos hay en la clase 30 mas clases hasta completar la tabla.

—-40?
RP:2 enel grupoAy1enelgrupoB

(Continua en la siguiente pagina)

9. Ejercicio 7:
. 960 _
Media = a5 =21.333...
=21.33
Clase de la moda y me-
diana 21-23
Ejercicio 8:
. 228 _
Media = 33 =6.909...
= 6.91

Clase de la moda y me-
diana7-9

10.
a) Media= % =14.416...

=14.42
Clase de la mediana:
14-16
Clase de lamoda: 14 - 16

b) Media = 3283 =53.52

Clase de la mediana:

52-62
Clase de la moda:
62-72

[Hasta aqui Leccidn 2]

[Desde aqui Leccidn 3]

[A]

@ Ejemplo 3.1

(20 min)

*Presentar el ejemplo en
la pizarra y pedir a los es-
tudiantes que completen
la tabla de frecuencias.
M: ¢Cudles son las clases
que se dan en la tabla?
RP:30-40; 40 — 50 etc.
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Clase 1

(Continuacion)

*Pedir a los estudiantes
que tracen el poligono de
frecuencia para ambos
grupos.

M: ¢Qué datos se repre-
sentan en los ejes?

RP: En el eje horizontal se
representa el porciento y
en el eje vertical la canti-
dad de estudiantes.

M: Calculen la media y la
mediana para ambos gru-
pos ¢Cual es el valor?

*Es importante que iden-
tifiquen los datos para
calcular la media y la me-
diana.

M: Concluye la mediay la
mediana son 50%
M: Como los valores son
iguales ¢Significa esto
que la distribucion de los
datos son iguales?

M: éQue observan en los
poligonos?

RP: Que las distribucio-
nes no son iguales.

M: éQué diferencia tie-
nen ambos conjuntos de
datos?

RP: Las clases de los dos
grupos comienzan en
30 - 40 pero para el gru-
po A terminaen 80-90y
para el B es 70 - 80.

Objetivo: [B] Identifican la clase modal en distribuciones de

frecuencia de datos agrupados.

Evaluacion: Ejercicio 2.3

Solucioén:
X f
Grupo A | Grupo B
30-40 2 1
40-50 2 3
50 - 60 4 3
60-70 1 2
70-80 0 1
80-90 1 0
Total 10 10
7 5
b}
S 4
g
2 37
]
w
S
14
(%)
b) Media:
Grupo A
. _ 30+30+50+60+45+55+50+85+40+55
Media =
Media = 50
Grupo B:
. _ 42+60+40+50+70+30+43+62+53+50
Media = 10
Media = 50

Para encontrar la mediana, ordenar los datos:
A: 30 30 40 45

Mediana grupo A:

Mediana grupo B:
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%

En noveno grado se
estudié la media, la
mediana de datos no
agrupados.

&
Como el total de datos
es 10 y este es un nu-
mero par entonces se
toma el 5Stoy 6to datoy
la mediana sera el pro-
medio de estos datos.

4

Cuando la media y la
mediana de dos distri-
buciones es la misma,
no significa que los da-
tos son idénticos es por
esa razén que se ne-
cesitan otras medidas
para su comparacion.

Concluye: Aunque ambos grupos
de datos tienen la misma media y
la misma mediana y que estas son
iguales entre si, la distribucién de los
datos es distinta.
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Objetivo:

Evaluacion: Ejercicio 3.1

[A] Calculan el rango de un conjunto de datos.

Aunque la media y la mediana de ambos grupos coinciden se ve en el
poligono de frecuencia que en el grupo A hay mas dispersion de los datos.

Existen varias medidas de dispersion, el rango es una de ellas.

Definicion 3.1. Rango
Es la diferencia entre el valor mayor y el valor menor de los datos.

El rango del grupo A Rango del grupo B.
Rango =85-30 Rango=70-30
=55 =40

%
&? Ejercicio 3.1. Encuentre la media, la mediana y el rango para ambos
grupos de datos. Trace los poligonos de frecuencias del inciso b) (aproxi-
me el valor hasta las centésimas).

a) Cantidad de libros vendidos en 11 dias
Tienda A: 36, 16, 23, 28, 20, 23, 26, 18, 23, 30, 10.
Tienda B: 27, 23, 25, 23, 22, 23, 22, 23, 21, 23, 19.

b) Peso (en libras) de 30 nifios al nacer.
Hospital A:
5.4,58,6.0,6.5,7.0,7.2,7.6,5.3,59,6.4,6.5,6.6,7.1,7.7,6.5

Hospital B:
5.6,6.3,6.5,6.6,7.4,5.8,6.4,6.5,6.7,7.2,5.7,6.1,6.5,6.9,7.3

&

El rango del grupo A
es mayor que el de el
grupo B por lo tanto los
datos del grupo A es-
tan mas dispersos de la
media que los datos del
grupo B.

&
Cuando mayor sga el
valor del rango los da-
tos se dispersan mas de
la media.
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b) Media hospital A = ? =6.5
Mediana hospital A: 6.5
Rango hospital A: 2.4

97.5

97.5

Media hospital B = T =6.5

Mediana hospital B: 6.5
Rango hospital B: 1.8

Clase 1

(Continuacion)

Calcular el rango

(5 min)

M: Piensen que los datos
de un grupo estan mas
distanciados que otro
éCudles son las distan-
cias?

M: En cada grupo tomen
el valor mayor, el valor
menor y encuentren la
diferencia. ¢Cudles son
esos valores?

RP: Para el grupo A es 55
Para el grupo B es: 40
Llamar rango a este valor.
Concluye: Si el rango es
mayor los datos se dis-
persan mas de la media.

Definicion 3.1

X
& Ejercicio 3.1
(20 min) Solucidn

L 253
a) Media tienda A = a1

=23

Mediana tienda A: 23
Rango tienda A:36-10=26
Media tienda B

251
=1 - 22.818 = 22.82

Mediana tienda B: 23
Rango tienda B: 27-19=8

Peso de nifios al nacer

3 /A\H ospital B

5 I
\

Hospital A

50 55 60 65 70 75 80  Libras
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Unidad Ill. Leccidn 3. Objetivo:  [A] Calcular la desviacion absoluta media de un

Clase 2, 3 va conjunto de datos.
14

(Continua en la siguiente pagina) i o
Evaluacidn: Ejercicio 3.2

{@3 Ejemplo 3.2
(20 min)

Clase 2, 3 y 4. Desviacion absoluta media, varianza y desviacion estandar
*Presentar en la pizarra

'@:’ Ejemplo 3.2. La siguiente tabla muestran las calificaciones de dos

las tablas de frecuen- grupos de estudiantes Cy D de un Instituto de educacién media. Compara
. . las notas de los dos grupos.
cias y pedir a los estu-
diantes que graﬁq uen 'T de Nota (%) Nota |Cantidad de estudiantes
. ista | Grupo C | Grupo D o
los datos mediante un e 1 s 30“’)40 G“‘;“ G“’;’° D
poligono de frecuen- 2 | 76 35 20-%0 5 1
. 3 56 62
Clas pa.ra cada grupo en 2 3 a5 50 - 60 1 3
solo eje de coordena- s | 47 16 60-70 ! 3
70-80 2 1
H 6 85 52
das cartesianas. : - o 80— 90 . 1
8 43 77 Total 10 10
Calcular la media vy la 9 73 56
. 10 35 68
mediana de ambos
grUpOS. Solucion:
) Para hacer la comparacion se elabora el poligono de frecuencia y se calcu-
M: Observen cada uno la la media y el rango.
de los poligonos y la ta-
bla de frecuencia. ¢Qué GrupoC Grupod B

5 Media 60 60 Nota que ambas distri-
Rango 50 50 buciones tienen el mis-
mo rango y la misma
media, sin embargo, de
la grafica se sabe que
en el grupo D los da-
tos estdn mas concen-

se puede decir de ello?

RP: Las medias son

iguales en ambos gru-

pos, los rangos son

igua|es en ambos gru- trados alrededor de la
media que en el grupo

pos- 30 40 50 60 70 80 90 Nota (%) C.

(Estudiantes)
s

* -
Hacer que IOS estu Un valor para expresar la medida de concentracion de los datos alrededor
diantes noten que los de la media es la desviacion absoluta media.

datos del grupo D estdn
mas cerca de la media
60 que los del grupo C.
Concluye: El grupo D
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estd mdas concentrado
alrededor de la media.
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Objetivo: [A] Calculan la desviacién absoluta media de un

grupo de datos.

Evaluacion: Ejercicio 3.2

Definicién 3.2

Desviacién absoluta media =

Suma de los valores absolutos de las diferencia entre los datos y la media
Cantidad Total de datos

En el ejemplo 3.2
Desviacion absoluta media del grupo C:

|64-60[+|76-60+|56 - 60| +|83~ 60|+| 47— 60| +|85 - 60| +| 38 — 60| +| 43~ 60|+ 73— 60| +|35 — 60|
10

162
10 - 162

Desviacion absoluta media del grupo D
|54-60]+|35-60|+| 62~ 60| +| 85~ 60 +| 46 - 60 +| 52~ 60|+| 65— 60|+ | 77~ 60|+ 56 — 60|+ |68 — 60
10

114
10 - 114

Las calificaciones del grupo C estan mas dispersas de la media que las
calificaciones del grupo D.

%
& Ejercicio 3.2. Encuentre la desviacién absoluta media de los grupos
de datos siguientes (aproxime el valor hasta las centésimas):

a) Tiempo (dias) que tardan 24 carpinteros que fabrican una puerta de

madera.
Grupo1:2,3,5,6,3,4,3,4,5,4,5,4
Grupo2:2,3,6,2,4,2,4,5,3,5,6,6

b) Cantidad de peces capturados en 16 dias de pesca.
Grupo 1: 0, 10, 20, 30, 30, 30, 40, 40, 40, 40, 50, 50, 50, 60, 70, 80
Grupo 2:0, 10, 10, 20, 20, 30, 30, 40, 40, 50, 50, 60, 60, 70, 70, 80

c) Salario diario de 26 trabajadores en dos empresas
Empresa A: 50, 55, 55, 60, 65, 65, 70, 75, 75, 80, 80, 90, 90
Empresa B: 50, 60, 60, 65, 65, 70, 70, 70, 75, 75, 80, 80, 90

d) Compruebe que al calcular la media de la resta “valor — media” sin va-
lor absoluto esta resulta cero. Para el grupo 1 del inciso b).

e) Demuestre lo expresado en d) con la siguiente informacion: cantidad
de datos 7. los valores de los datos x;, x5, X3, ...x,, y la media m.

B

* Cuando mayor es la

desviacion absoluta
media los datos se dis-
persan mas de la me-

dia.

&

En la desviacion abso-
luta media debes con-
siderar las diferencias
entre barras de valor
absoluto, de lo contra-

rio no funciona.
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(xi—m)+(x2—m)+(x3—m)+ - +(x,—m) (xitxatxs+-+x,)—(mn)

e) Y =
+xatxst o+ mn
_X1tx2 x}; xn_nla/ln =m - —m—m=0

[Hasta aqui Clase 2]

n

Clase 2,3y4

(Continuacion)

(Continua en la siguiente pagina)

*Hacer que los estudian-
tes observen que en el po-
ligono los datos del grupo
D estan mas concentrados
alrededor de la media.
Existe un valor que per-
mite expresar la concen-
tracion de los datos alre-
dedor de la media y se le
conoce como desviacion
absoluta media

Definicion 3.2. (5 min)
*Presentar el ejemplo
calculando la desviacion
absoluta media usando la
formula.

%e
Q‘}‘g Ejercicio 3.2
(20 min) Solucidn
a) Grupo 1
Desviaciéon  absoluta
media =0.833...=0.83
Grupo 2
Desviaciéon  absoluta
media=1.333...=1.33
b) Grupo 1
Desviaciéon  absoluta
media =15
Grupo 2
Desviaciéon  absoluta
media =20
c) Empresa A
Desviaciéon  absoluta
media=10.384...=10.38
Empresa B
Desviaciéon  absoluta
media =7.692...=7.69
d) -40-30-20-10-10
-10+0+0+0+0+10
+ 10 + 10 + 20 + 30 +
40=0
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[B] Calcular la varianza de un conjunto de datos.
[C] Calcular la desviacion estandar de un conjunto
de datos.

Clase 2,3y4

(Continuacion)

Objetivo:

(Continua en la siguiente pagina)

[Desde aqui Clase 3]

[B] (5min)

¢Cuadl es la dificultad en
el calculo de la desviacidon
absoluta media?

Concluir que es posible
equivocarse en el célculo,
en el signo, hay muchas
restas involucradas.
*Hacer notar al estudian-
te que si no se utilizan
los paréntesis se obtiene
cero por lo que para evi-
tar esa situacion se eleva
el cuadrado la diferencia
luego sumar estos valores
y dividir entre el total.

A este valor se le denomi-
na varianza.

Definicion 3.3. (10 min)
*Calcular la varianza para
cada uno de los grupos.
*Concluir que la varianza
es 317.8 parael grupoCy
194.4 para el grupo D.

M: éQué datos estan mas
dispersos?

Los del grupo C estan mas
dispersos.

M: ¢Por qué?

Porque en la varianza del
grupo C es mayor que las
del grupo D.

7
é\% Ejercicio 3.3
(15 min) solucion

Evaluacion: Ejercicio 3.4

La desviacién absoluta media se vuelve un célculo poco usual cuando se tie-
nen muchos valores, por otra parte, no se puede tomar la media de las restas
“valor —media” porque la suma de las restas es cero, para que la suma no sea
cero (0) se suman los cuadrados de las restas, luego este resultado se divide
entre el valor total de los datos a este valor obtenido se le llama varianza.

Definicién 3.3
suma de los cuadrados de las diferencias entre el valor y la media

Varianza = -
arlanza cantidad total de datos

':@:' Ejemplo 3.3. Calcular la varianza de los datos de los grupos Cy D del

ejemplo 3.2.
Solucion:
Grupo C
Varianza =
(64— 60)° + (76 — 60)° + (56 — 60)* + (83 — 60)* + (47 — 60)* + (85 — 60)* + ---
10
(38— 60)’ + (43 — 60)* + (73 — 60)* + (35 — 60)°
10 =317.8
Grupo D
Varianza =
(54— 60)° + (35 — 60)* + (62 — 60)* + (85 — 60)* + (46 — 60)* + (52 — 60)* + - -
10
(65 — 60)% + (77 — 60)* + (56 — 60)* + (68 — 60)?
10 =194.4

%
&Z Ejercicio 3.3. Encuentre la varianza de los datos del ejercicio 3.2 inci-
so a),b) y c) (aproxime el valor hasta las centésimas).

La unidad de medida de la varianza es cuadrado de la de los datos. Para
obtener una medida con la misma unidad de medida que la de los datos
se toma la raiz cuadrada de la varianza. A ese valor se le llama desviacion
estandar.

Definicion 3.4. Desviacion estandar
Desviacion estdndar =  Varianza

':@:' Ejemplo 3.4. Calcule la desviacion estandar de los grupos Cy D del
ejemplo 3.2 (aproxime el valor hasta las centésimas).
Solucion: Grupo C: 4/317.8 =17.8269... ~ 17.83

Grupo D: 4/194.4 =13.9427...~13.94
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[B] [2,
a
La desviaciéon absolu-
ta media no se utiliza
con frecuencia porque
el calculo se vuelve te-
dioso cuando se tienen
muchos datos.

&
Cuanto mayor es la va-
rianza, los datos se dis-
persan mas de la me-
dia.

[cl

M: La unidad de la varianza esta ele-
vada al cuadrado y para eliminar el
exponente 2 se aplica raiz cuadrada.

c) Empresa A: 157.769...= 157.77
Empresa B: 100

a) Grupo 1. Varianza
=1.166...=1.17
Grupo 2. Varianza
=2.333...%2.33 [c]

b) Grupo 1: 400 Conocer la férmula de la desviacion

Grupo2: 550 estandar (7 min)

‘' Ejemplo 3.4. (8 min)
[Hasta aqui Clase 3]
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Objetivo:

varianza.

Evaluacion: Ejercicio 3.5

[D] Demostrar la formula alterna para calcular la

Clase 2,3y4

(Continuacion)

(Continua en la siguiente pagina)

[Desde aqui Clase 4]

2)\% Ejercicio 3.4. (Aproxime el valor hasta las centésimas).
a) Encuentre la desviacion estdndar de los datos del ejercicio 3.2 (a)
b) Encuentre la desviacion estdndar de los siguientes datos:
b;1) Produccién en miles de sacos de café de 10 caficultores.
Zona Central: 2.3,4.5,2.3,3.5,1.3,3.9,4.0,3.3,3.6,4.0
Zona Oriente: 3.7,5.0,3.8,3.4,4.0,2.4,4.2,2.5,3.8,1.5
b,) Tiempo (minutos) entre el periodo y la entrega de 12 6rdenes de
pizzas.
Pizzeria A: 18, 30, 35, 25, 30, 15, 21, 24, 26, 27, 15, 20
Pizzeria B: 23, 22, 25, 28, 15, 22, 17, 32, 36, 23, 30, 18

"@5 Ejemplo 3.5. Demuestre que la férmula de la varianza se puede trans-
formar de la manera siguiente:

* la cantidad de datos: #; los datos x1, X, X3, ..., X,,; |la media de los datos: m.

%{(xl—m)z + (g —m)2+ e +(x, —m)’} = %(xlz X2 kX2 —m?

Es decir que la varianza es igual a la media de los cuadrados de los datos
menos el cuadrado de la media.
Solucién:

= (= m)2 4, = ) =
= % {(x12 = 2y m + m2) + -+ + (x,2 = 2x, m + m2)}
= %{(xl2 +x2 4+ x,2) = 2mlxg +xp + 4 x,) + (M2 m2 4+ m2)}

nmz
n

= %(x12+x22+ o x2) - %(X1+x2 + ok x,)m+
= %(xl2 +x2 + -+ x,2) = 2(m)(m) + m?

= %(x12+x22+ st x,2) = m?

Por tanto: 1
Varianza = - (x,2 +x2 + =+ +x,2) — m?

&2 Ejercicio 3.5. (Aproxime el valor hasta las centésimas)

a) Calcule la varianza de los grupos C y D del ejemplo 3.2 siguiendo la fér-
mula del ejemplo 3.5.

b) Encuentre la varianza de los datos de los ejercicios 3.2 (a, b, ¢) y 3.4
(b1, b2).

c) Encuentre la varianza de los datos siguientes empleando la formula.
c;) Estatura (cm)de 5 estudiantes de un instituto: 163, 172, 165, 166, 174.
c,) Duracién en minutos de 15 discos compactos.

41,45,43,48,42,42,48, 44,49, 45,50, 42, 44, 41, 45.

Peso (kg) de 13 estudiantes: 72, 65, 71, 56, 59, 63, 61, 79, 52, 49,

68, 55, 50.

Calificaciones (%) de un examen de matematicas de 10 estudian-

tes: 80, 70, 95, 5, 75, 70, 60, 10, 90, 85.

C3

Cq

[D]

@'ﬂ'

xitxot -4 xn
=m
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%
\&3 Ejercicio 3.4
(15 min) Solucidn
a) Desviacién estandar
=1.081...=1.08
Desviacién estandar
=1.526...=1.53
b1)Desviacidn estandar:
zona central =0.943...20.94
zona oriente =0.968... = 0.97
b2) Desviacidn estandar:
Pizzeria A=5.983...~5.98
Pizzeria B = 6.029... 6.03

[D]

Ejemplo 3.5.
(15 min)
*Presentar el ejemplo en la

ra
:@fQUé se pide demostrar?
RP: Que las dos férmulas
son equivalentes

M: ¢éCudl es el primer paso
para la demostracién?

*Hacer preguntas para de-
sarrollar la demostracién
en conjunto

*Al aplicar esta formula se
debe conocer los datos, la
cantidad de datos y la me-
dia de estos datos.

2’3@? Ejercicio 3.5.

Estas varianzas se calculan por
la férmula de Ejemplo 3.5.
(15 min) Solucidn

Varianza 3.2 (b) grupo 1 = 400;

Varianza 3.2 (c)
Empresa A =157.692... = 157.69
Empresa B =100

3.4) by) Zona central =0.8901 = 0.89
Zona oriente =0.9381 = 0.94

grupo 2 =550 b,) Pizzeria A =35.964... = 35.96

Pizzeria B = 36.354... = 36.35
¢1)18 ¢,)8.106... = 8.11
€3)78.366... =~ 78.37 ;) 894

a) Varianza
Grupo C=317.8
Grupo D =194.4
b) Varianza 3.2
(a) grupo 1=1.166... 2 1.17
grupo 2 =2.333...=2.33
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Unidad Ill. Leccidn 3. Objetivo:  Aplican los conocimientos aprendidos en la leccion.
Ejercicios de la leccion

Evaluacion: Ejercicios de la leccién

1.a) Grupo A: media =100

mediana = 100
rango =46
Grupo B: media 100
mediana = 100 Ejercicios de la leccion
rango = 30 (Aproxime el valor hasta las centésimas)

1.b) Mediay medianason

iguales, la diferencia

B. Los datos encontrados son los siguientes:

1. Se calcula el coeficiente intelectual a 72 estudiantes de dos grupos Ay

es su rango grupo A Grupo A:
=46 B =30 77 85 85 90 90 90 93 93 93
=40, grupo b = 93 95 95 95 95 95 100 100 100 Clase 1
1.C) 100 100 100 105 105 105 105 105 107
107 107 107 110 110 110 115 115 123
18 1
[JiGropo® Grupo B:
16 85 89 89 91 91 91 93 93 93
1a 93 95 95 95 95 95 100 100 100
100 100 100 105 105 105 105 105 107
12 107 107 107 109 109 109 111 111 115
10 a) Calcule la media, la mediana y el rango de los datos de los grupos A Clase 1y 2
yB
8
b) éCudles son las semejanzas y diferencias entre los datos de los gru-
6 pos Ay B.
c) Dibuje el poligono de frecuencias de los grupos Ay B en un mismo
4 eje y compare los resultados.
3 d) éQué datos estan més dispersos?
0 .
085 50 180 110 Do 3o 10 2. Se tomaron 10 muestras de 10 estudiantes en dos grupos de noveno
grado y se les pregunté la calificacion obtenida en matematicas:
ld) El grupo A se disper- Grupo 1: 63, 64, 67, 68, 69, 70, 77, 79, 80, 83.
sa mas de la media. Grupo 2: 62, 65, 67, 68, 70, 74, 76, 77, 79, 82.
a) Calcule la mediay el rango de los datos del grupo 1y grupo 2. Clase 1y 2

El rango del grupo A
es mayor que el ran-
go del grupo B.

2.a) Grupo 1: media =72,

rango = 20
Grupo 2: media 72,
rango = 20

2.b) Desviacién absoluta
de la media: grupo 1
=6.2,grupo2=5.6
El grupo 1 se disper-
sa mas de la media
porque 6.2 >5.6

En ambos grupos, las
medias son iguales y
su rango también.
Las desviaciones ab-
solutas de la media
son diferentes.

2.c)

2.d)

166

b) Calcule la desviacidn absoluta media de los datos.
c) ¢Qué datos estdn mds dispersos? éPor qué?
d) éCudles son las semejanzas y diferencias de los datos del grupo 1y 2?

. Eltamafio de un documento digitalizado en la computadora se mide en

kilobyte (KB) los tamafios de 9 documentos son: 98, 838, 34, 96, 582,

289, 223,174, 107.
a) Calcule la mediay el rango.

¢) Calcule la varianza y la desviacion estandar.
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b) Calcule la desviacién absoluta media de los datos.

4. Calcule la varianza y desviacion estdndar para los datos del ejercicio 2.

Estas varianzas se calculan por la férmu-
la de Ejemplo 3.5.
3.a) Media = 271.222... = 271.22
rango = 804.
b) desviacion absoluta de la media
=198.962... = 198.96
c) varianza = 63764.044... = 63764.04
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desviacion estandar
=252.515...= 252.52

4) Grupo 1: varianza 45.8
desviacion estandar = 6.767... = 6.77
Grupo 2: varianza = 38.8

desviacion estandar = 6.228... = 6.23




ESTELA B

Prisma labrada de forma cuagrandular, tallada en roca de toba volcanica,
representa en su cara principal a un personaje ricamente vestido y ataviado con
ornamentos. Se trata de |a representacion de décimo tercer gobernante de
Copan, Uaxad ajuun Ub'aah K"awiil, también conocido como 18 Congjo.

Los ricos atavios de este personaje al parecer representan un rito relacionado
con el inframundo.

Fotografia: € José Antonio Ramos Cartazena,

Eepublica de Honduras
Secretaria de Eduracion



