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Presentacion

Jovenes de HONDURAS:

Es una gran satisfaccion para la Secretaria de Educacion, presentar este Libro
del Estudiante que ha sido elaborado para ustedes con mucho esmeroy con el
propdsito de que encuentren en él la oportunidad de aprender matematica.

El Libro del Estudiante que tienen en sus manos, estd disefiado de manera
sencilla considerando sus experiencias diarias, sus capacidades y habilidades y
sobre todo haciendo énfasis en la realizacion de actividades que les permitan
aprendery aprender a hacer, mediante la aplicacién de conceptos, resolucion
de problemas y ejercicios.

La orientacién oportuna de sus docentes, el apoyo de sus padres y
fundamentalmente sus esfuerzos por aprender, son la via para el logro del
derecho universal que les asiste: Educacién de Calidad. Derecho estimado
como el tesoro mas preciado de nuestra querida Patria.

Como autoridades educativas tenemos un gran compromiso con ustedes,
asegurarles un mejor futuro y para eso estamos trabajando con mucho
esfuerzo, para encaminarlos en la formacidn de valores, habitos, actitudes,
habilidades y conocimientos que le permitan integrarse a la vida social como
personas capacitadas e independientes; que sepan ejercer su libertad con
responsabilidad, para convertirse cada dia en mejores ciudadanos.

Se espera que este Libro del Estudiante se convierta en una herramienta de

r§\\¥__ aprendizaje de mucha utilidad en su proceso de formacion.

SECRETARIA DE ESTADO
EN EL DESPACHO DE EDUCACION

I




ORIENTACIONES SOBRE EL USO DEL LIBRO DEL ESTUDIANTE

Queridos Estudiantes:

La Secretaria de Estado en el Despacho de Educacion de Honduras con mucha
satisfaccion le entrega este Libro del Estudiante, para que lo use en el aprendizaje
de las Matemdticas. El mismo pertenece a su centro educativo: por lo tanto, debe
apreciarlo, cuidarlo y tratarlo con mucho carifio para que pueda ser utilizado en
afos posteriores. Para cuidarlo le sugerimos lo siguiente:

1.

Forre el Libro del Estudiante con papel y/o pldstico, y sobre el forro escriba su
nombre, grado, seccion a la que pertenece, el nombre del docente y del centro
educativo.

Evite rayar, manchar o romper las partes internas o externas del Libro, para que
al devolverlo el mismo esté en buenas condiciones.

Todos los ejercicios propuestos en el Libro debe desarrollarlos en su cuaderno de
Matemadticas.

Estd permitido llevar a su casa el Libro, cuidando que otras personas que
conviven con usted se lo manchen, rayen o rompan.

Recuerde llevar el Libro al centro educativo todos los dias que tenga la clase de
Matemadticas.

Antes de usar su Libro, por favor Idvese y séquese las manos, evite las comidas
y bebidas cuando trabaje en él; asimismo, limpie muy bien la mesa o el lugar
donde lo utilice.

Tenga cuidado de usar su Libro como objeto para jugar, evite tirarlo o sentarse
enél.

Al pasar las hojas o buscar el tema en el Libro, debe tener cuidado de no doblarles
las esquinas, rasgarlas o romperlas; también cuide que no se desprendan las
hojas por el mal uso.

Recuerde que este Libro es una herramienta de apoyo para usted, por lo que debe
conservarlo muy bonito, aseado y sobre todo evitar perderlo, porque no lo encontrard
a la venta.

|

ESTIMADO DOCENTE: POR FAVOR EXPLIQUE A SUS ESTUDIANTES LA FORMA DE CUIDAR
Y CONSERVAR EL LIBRO DEL ESTUDIANTE, YA QUE PERTENECE AL CENTRO EDUCATIVO.
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Explicacion de iconos en el libro

Cada icono representa:

(YL

-‘@'- El desarrollo de un ejemplo.

~

La propuesta de ejercicios o problemas.

=) Aclaraciones o ampliaciones de conceptos trabajados en el libro a la
-f vez algunos aspectos que se deben tener especial cuidado cuando se

(S , .
estd estudiando un tema.
) : , : «
e Recordatorios de temas, férmulas, conceptos, etc., vistos en anos o

’. clases anteriores.

Sugerencias que se proporcionan al momento de resolver un ejercicio
o problema.

@ Conceptos, formulas, principios, reglas, etc., que es necesario que se
memoricen para lograr mejor comprensién de los contenidos.
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{ Algo de historia )

Euler fue un matematico suizo, nacié el 15 de abril de 1707 en
Basilea, Suiza, su padre era un clérigo, desde temprana edad mos-
tré tener talento natural para las matematicas, hizo sus estudios
en una universidad de Basilea donde se convirtié en el pupilo de
Jean Bernoulli uno de los matematicos mas reconocidos de ese
tiempo, luego de graduarse se convirtié en asociado de la Aca-
demia de Ciencias de San Petersburgo, fue catedratico de fisica 'y
matematica entre 1730y 1733. En 1741 fungié como profesor de
matematica en la Academia de Ciencias de Berlin.

Euler mostraba una asombrosa facilidad para los nUmeros y gran-
des habilidades para realizar calculos mentales de largo alcance,
era una persona muy dedicada a su trabajo, a pesar de haber per-
dido su visién muy joven esto no afectd la calidad ni la cantidad
de sus hallazgos.

Euler contribuyd en gran medida a la matematica, realizando el primer tratamiento analitico
completo del algebra, la teoria de ecuaciones, la trigonometria y la geometria analitica, con-
tribuyd de forma decisiva con resultados como el teorema sobre las funciones homogéneas
y la teoria de la convergencia, desarrollé conceptos bdsicos de geometria como los del orto-
centro, el circuncentro y el baricentro de un triangulo, entre otros.

Leonhard Euler regresé a San Petersburgo en 1766 y fallecié el 18 de septiembre de 1783.

4

Leonhard Euler
(1707 —1783)

Fuente: http://www.buscabiografias.com/biografia/verDetalle/8693/Leonhard%20Euler




Leccién 1. Polinomios
Clase 1y 2. Division de polinomios

La multiplicacién 4 x 3 = 12 equivale a la divisién 12 + 3 = 4. En el mismo
sentido la multiplicacion de polinomios (x + 3)(x +4) =x2 + 7x + 12 equivale
a la divisiéon (x2+ 7x + 12) + (x + 4) = x + 3. Se llama polinomio dividendo a
x2+ 7x + 12; polinomio divisor a x + 4 y polinomio cociente a x + 3.

':@:' Ejemplo 1.1. Calcule: (2x3 + x2—12x +9) + (x + 3)

Los grados de los polinomios dividendo y divisor son 3y 1 respectivamente
por lo que el polinomio cociente debe ser de grado 2, es decir, que tiene la
forma ax?+ bx +c. Estosignificaque la division equivale a la multiplicacién:

(x+3)(ax2+bx+c)=2x3+x2—-12x+9

ax3+(3a+b)x2+(3b+c)x+3¢c=2x3+x2—-12x+9

Igualando los coeficientes de los términos semejantes se obtiene:

a=2 B3a+b=1 3b+c=-12 3c= 91 Sustituyendo estos
3(2)+b=1 3(-5)+c=-12 c=3 | valores
b=-5 c=3 ax? + bx + ¢ queda

como 2x2—-5x+3
De lo anterior se deduce que: (2x3 +x2—12x+9) + (x +3) =2x2—5x+ 3

Para facilitar el calculo se utiliza |a siguiente forma vertical.

252 —5x + 3 (1) Calcular (2x3) + x = 2x2 y colocarlo arriba de x2
Y+3 >2x3 +x2—12x+9 (Es el calculo del cou‘e.nte entre los t.e‘rmlnos
de mayor grado del dividendo y del divisor).

M (2) Calcular (x + 3)(2x2) = 2x3 + 6x2 y colocarlo
—5x?—12x debajo del dividendo. (Es el calculo del
—5x2—15x producto del cociente anterior por el divisor).

3x+9 (3) Restar este producto 2x3 + 6x2 del dividendo.
3x+9 (Es restar el producto anterior del dividendo)

O  (4) Repetir los pasos (1) a (3) con los dividendos
parciales hasta bajar el ultimo término del
dividendo.

2’3@2 Ejercicio 1.1. Calcule:

a) (2x4+5x3+4x2—x—-1)+(2x+1)
b) (B+x2+x-3)+(x-1)

c) (x3+3x2+4x+4)+(3x+2)

d) (-5x2+7x+6)+(-x+2)

e) (9x2+12x+4)+(3x+2)

2 Unidad | ® Leccién 1 e Clase 1y 2. Divisién de polinomios



':@} Ejemplo 1.2. Calcule (x3—-8) + (x —2)

En el polinomio x3 — 8 falta el término cuadratico y el lineal por lo que hay
que completarlo y ordenarlo en forma descendente como x3 + 0x2 + Ox — 8.
Luego se procede a realizar el calculo.

xX2+2x+4
x—2)x3+0x2+0x—8
x3—2x2
2x2 + 0x
2x2 —4x
4x -8
4x -8

0 Elpolinomio cociente esx2+ 2x + 4y el residuo es 0.

2’;\5‘2 Ejercicio 1.2. Calcule

a) (B¥+1)+(x+1)

b) (+x2+x+6)+(x+2)

c) (6x*—9x3—-4x+6)+(2x—-3)

d (x*—x2+2)+(x+1)

e) (S+2x3+x2+x+ 1)+ (x2+1)

f) (x7 = 3x5+ 2x4 —x3 — 6x2 + 3x) + (x2—3)

':@3 Ejemplo 1.3. Calcule (3 + 3x3 —x — 2x2) + (-2 + x)
Hay que ordenar ambos polinomios en forma descendente.
3x2+4x +7
X=2)3x3-2x2—x+3
3x3 — 6x?
4x2 —x
4x2 —8x
7x+3
7x-14
17
Como el grado del polinomio 17 es 0, ya no se puede seguir dividiendo y
17 se convierte en el residuo.
Esta divisién equivale a:
(Bx3—2x2—x+3)=(3x2+4x+7)(x—2)+ 17

La relacion entre el dividendo, el divisor, el cociente y el residuo es:
Dividendo = (divisor) x (cociente) + residuo.

El proceso de dividir polinomios termina cuando el grado del

polinomio residuo es menor que el grado del polinomio divisor.

[%}"“

En algunos casos si el
polinomio  dividendo
no estd completo, se
recomienda comple-
tarlo para evitar erro-
res en el calculo.

Unidad | ¢ Leccién 1 e Clase 1y 2. Divisién de polinomios 3



2’;\? Ejercicio 1.3. Calcule

a) (bx2—x—3)+(1+ 3x)

b) (x*+6x2—2x3+4+5—-2x)+ (3 +x2)

c) (4x2+3x3+6+2x)+ (1 +x+x2)

d) Bx3+x*+x2+1)+(x2+1)

e) (2x2+5+5x) + (2x—1)

f) (x4—11x2+30) + (-3 +x2)

g) (-3x*+x5+9x2+7x—4)+ (2-3x +x2)

El polinomio x3 — x2 + 3x — 1 cuya variable es x se puede nombrar como
P(x) = x3—x2 + 3x — 1. La expresion P(x) se lee “P de x”. Por lo general se
nombran los polinomios con letras mayusculas y las variables con letras
minusculas y entre paréntesis.

Q(x) = 4x2—x + 7 se lee “polinomio Q de x igual ...”

M(n) =—4n — 7n? — 8 se lee “polinomio M de n igual ...”

{@} Ejemplo 1.4. Si P(x) = 3x2 + 5x — 8 y C(x) = 3x — 1 encuentre P(x) + C(x)

x+2
3x-1 >3x2 +5x—-8 Si denotamos por D(x) al polinomio
3x2—x cociente y por R al polinomio residuo
6x—8 tenemos que D(x) =x+2yR=-6
6x—2
-6

De lo anterior sabemos que (3x2 + 5x — 8) = (3x — 1)(x + 2) — 6, es decir,
P(x) = C(x) - D(x) + R.

{@3 Ejemplo 1.5. Si P(x) = 3x2 + 5x — 8 calcule el valor numérico del poli-
nomiocuandox=1yx=-2

P(x)=3x2+5x—-8 P(x)=3x2+5x—-8

P(1) = 3(1)2 +5(1) - 8 P(=2) = 3(~2)2 + 5(-2) - 8
=3+5-8 =12-10-8
=0 =—6

Se concluye que P(1) =0y P(-2)=-6

2’;@3 Ejercicio 1.4. Si P(x) =x3—4x2—8x—6 y Q(x) =—5x2—4x—1 encuentre:
a) P(0) b) P(-4) c) P(3)
d) Q(1) e) Q(-3) f) Q(2)

4 Unidad | e Leccién 1  Clase 1y 2. Division de polinomios

®
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El valor numérico de un
polinomio es el valor
gue se obtiene al susti-
tuir la variable por nu-
meros y desarrollar las
operaciones indicadas.



Clase 3. Teorema del residuo

‘:@3 Ejemplo 1.6. Si P(x) =x3—x2+ 3x—1y C(x) =x— 2 encuentre P(x) + C(x)
y exprese P(x) en relacion a sus otros términos.

x2+x+5« D(x)
x—2 )x3—x2+3x—1

x3—2x2
x2+ 3x
x2—2x
5x—-1
5x—-10
9«R

P(x)=C(x) - D(x) +R
B-x2+3x-1=(x—-2)(x2+x+5)+9

Si el polinomio divisor C(x) se iguala a cero nos queda que x —2 =0y se
obtiene que x = 2. Sustituyendo este valor x = 2 en la relacion P(x) nos queda:

P(x) =C(x) - D(x) + R

P(x) = (x—2) - D(x) + R ... sustituyendo C(x) = x — 2
P(2) =(2-2)-D(2) +R ... sustituyendo x = 2
P(2)=0-D(2) +R

P(2)=R

Se concluye que el residuo R de dividir P(x) + C(x) se calcula encontrando
el valor numérico de P(x) para el nUmero que toma x cuando C(x) = 0.

Teorema del residuo
Si un polinomio P(x) de grado mayor o igual a 1 se divide entre el
polinomio lineal x — ¢ entonces el residuo es P(c).

El algoritmo de la division establece que si dividimos un polinomio P(x)
entre un polinomio C(x) =x—c que es un polinomio lineal entonces existen
dos polinomios D(x) y R tal que:

P(x) =C(x) - D(x) + R

P(x) = (x—c¢) - D(x) + R ... sustituyendo C(x) =x— ¢
P(c)=(c—c) - D(c) + R ... sustituyendo x = ¢
P(c)=0-D(c) +R

P(c)=R

Para encontrar el residuo de dividir un polinomio P(x) de grado mayor o
igual a 1 entre un polinomio lineal de la forma x — ¢ solo se encuentra el
valor numérico de x = ¢ en P(x).

[%}'@

Se puede calcular el
residuo de dividir dos
polinomios aplicando
el teorema del residuo.

(c—c)-D(x)=0-D(x)=0

[%}"“

El residuo de P(x) entre
x—cesP(c).

Unidad | e Leccidn 1 e Clase 3. Teorema del residuo 5
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@}\3 Ejercicio 1.5. Encuentre el residuo de las siguientes divisiones de
polinomios usando el teorema del residuo.

a) P(x)=4x2—-5x+4; C(x)=x-2

b) P(x)=—2x2+3x—-2; C(x)=x+3

c) P(x)=—8x%—-5x2— % ; Clx)=x-3

*d) P(x)=—2x3 —6x2+ 2x—4; Clx)=x— &
2

*e) P(x)=—5x3 — 6; C(x)=x+%

Clase 4. Teorema del factor

@ Ejemplo 1.7. Si P(x) =x3—23x + 10 y C(x) =x + 5 encuentre el residuo:
a) Dividiendo los polinomios
b) Aplicando el teorema del residuo

a) x2—5x+2 b) P(x)=x3-23x+10
x+5 ) x3+0x2—-23x+10 P(-5) = (-5)3-23(-5) + 10
x3 + 5x2 =-125+115+10
—5x2—-23x =0
—5x2 —25x
2x+10
2x+10

0 <— Residuo
Aplicando el algoritmo de la divisién tenemos que:
P(x) =C(x) - D(x) +R
P(x)=C(x) -D(x)+0..R=0
P(x) = C(x) - D(x)

De P(x) = C(x) - D(x) se sabe que tanto C(x) como D(x) son factores de P(x).
Si P(x) =x3—23x+ 10 entre x + 5 da como residuo cero entonces x + 5 es un factor de P(x).

Del teorema del residuo reconocemos que si el residuo de P(x) entre x — ¢ es cero entonces x — ¢ es un
factor de P(x); reciprocamente si x — ¢ es un factor de P(x) entonces el residuo es cero.

( Teorema del Factor. Un polinomio P(x) tiene un factor x — ¢ siy solo si P(c) =0 .]

% 0
é}\% Ejercicio 1.6. Determine que C(x) es un factor de P(x) aplicando el teorema del factor. Compruebe
sus respuestas observando los ejemplos.

a) P(x)=2x3+x2-12x+9; C(x)=x+3 b) P(x)=x3-8; C(x)=x-2

c) Px)=3+3x3—x—-2x2; C(x)=—-2+x d) P(x)=x2-3x+10; C(x)=x-5

e) P(x)=x3+4x2+x—-6; C(x)=x-1 f) P(x) =x3+4x2+x—6; Clx)=x+1

g) P(x)=x3+4x2+x-6; C(x)=x+3 h) P(x) = 2x4 + x3— 14x2 - 19x — 6; C(x) =x + 3
i) P(x)=2x4+x3—14x2—19x - 6; C(x)=x+% j) P(x)=x*—4x3+5x2—22x+8; Clx)=x+4

k) P(x) =x*—4x3+5x2—-22x+8; C(x)=x—-4

6 Unidad | ® Leccidn 1 e Clase 4. Teorema del factor



Clase 5. Division sintética

Al dividir un polinomio P(x) de grado mayor que cero entre un polinomio
de la forma x — ¢ (cuyo coeficiente principal es 1) se puede trabajar solo
con los coeficientes del polinomio dividendo (escrito en su forma candnica
y completo) evitando escribir las variables.

Observe los siguientes procedimientos mostrados a continuacién al dividir
P(x) = 4x3—2x -3 entre x — 2.

4x2+8x+ 14
x—2>4x3+0x2—2x—3 x=2, —> 2|4 0 -2 -3¢ coeficientes
4x3 — 8x?2 valor obtenido & 8 16 28 deP(x)
8x2 - 2x del factor I4 8 14 |25
8x2—16x x—2=0 A 7 Aresiduo
14x-3 coeficientes del
14x - 28 polinomio cociente que
25 corresponde a 4x2 + 8x + 14

Al procedimiento de la derecha se le llama divisidn sintética de polinomios.
Observe que los coeficientes del polinomio cociente coinciden con los
coeficientes principales de los dividendos parciales.

{@3 Ejemplo 1.8. Encuentre el cociente y el residuo al dividir por division
sintética
P(x)=2x4—3x2—4 entrex—3

Solucién:
3 12 0 -3 0 -4
Y 6 18 45 135 cociente: 2x3 + 6x2+ 15x + 45
"2 6 15 45 [131]  residuo: 131

':@:' Ejemplo 1.9. Encuentre el cociente y el residuo al dividir por divisién
sintética.

P(x) = 3x5—17x4+%x+2 entre x + %
Solucién:
_1 _ 1
3 3 17 0 O 3 2
¢ -1 6 =2 % - % cociente: 3x4 — 18x3 + 6x2 — 2x + 1
| _ _ S .5
3 18 6 2 1 \i‘ residuo: 3

Mult'lpllcar

oW
l Sumar

28

4

8*14

Unidad | ® Leccidn 1 e Clase 5. Divisidn sintética
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§'§? Ejercicio 1.7. Divida los siguientes polinomios aplicando la divisién
sintética.

a) P(x)=4x3-8x+4;, Q(x)=x+3

b) P(x)=5x4—2x2-3; Qx)=x-2

c) P(x)==7x5+2x3-5x-6; Qx)=x-1

d) P(x)=—4x*—-6x3+2x; Qx)=x+1

e) P(x)=5-3x2-8x% Qx)=x-3

f) P(x)=4x5-2x2-6; Q(x)=x+2

':@:' Ejemplo 1.10. Aplique la division sintética para determinar six + 3 es
un factor de P(x) =x4—15x2 - 10x + 24.
Solucidn:

-3 |1 0 -15 -10 24 como el residuo es 0 el polinomio
-3 9 18 -24 x + 3 es un factor de P(x)

"1 -3 -6 8 |0

{@3 Ejemplo 1.11. Aplique la divisidn sintética para determinar six + 2 es
un factor de P(x) = x3 + x2 — 14x — 25.
Solucién:

-2 |1 1 -14 -25 como el residuo es—1 el polinomio
N 2 24  x+2noesun factor de P(x)

1 -1 -12 |1

2’;\? Ejercicio 1.8. Determine si C(x) es factor de P(x).
a) P(x)=—2x*+4x3-3x-6; C(x)=x-2

b) P(x)=12x3+8x2+x+5; Cx)=x+1

c) P(x)=3x4—2x3+6x—-4; C(x)=x— %

d) P(r) =33+ 6x2+3x+ 3, Cx)=x+7
e) P(x)=2x5+9x4—-5x3+x-5; C(x)=x+5

f) P(x)=16x4—8x3—-7x2+2x+1; C(x) =x+%

8 Unidad | e Leccidn 1 e Clase 5. Divisidn sintética



Leccién 2. Numeros complejos
Clase 1. Numeros complejos

"@: Ejemplo 2.1. Resuelva, las siguientes ecuaciones y determine a que
conjunto de numeros pertenece la solucion.

a)x-5=8 b)x2-4=0 x2=r d)x2-3=0
Solucidn:

a) x=13;13 €N

b) x=2yx=-2,+2€ Z

2 ye_2.,2
c)x—gyx— S,iSEQ

e)x2+1=0

x2+1=0 notienesolucidondentro

= == L
d) x \/§yx ﬁ' “/EEI[ del conjunto de los numeros
e) x2+1=0 reales porque el cuadrado de
x2=-1

todo numero real es positivo.

{@3 Ejemplo 2.2. Al operar la ecuacién x2+ 1 =0 queda:

x?+1=0
x2=—1 / V_l
x=xy—1
\_ _1

( El nUmero imaginario i es definido comoi= v—1; i2=-1 'j

Existe un conjunto de nimeros formado por los nimeros imaginarios que
abarca el conjunto de los nimeros reales.

Definicion
El conjunto de los nimeros complejos es el conjunto de todos los
numeros de la forma a + bi donde ay b son nimeros realesei= v —1.

a + bi )
¢ Es la forma estandar de
Parte imaginaria un nimero complejo.

Parte real

‘@" Ejemplo 2.3. Escriba los siguientes nimeros en la forma estandar de

un nimero complejo.

a) 3i b) 87

Solucién:

a) 3i =0+ 3i; 3i es un nUmero imaginario puro

b) 87 =87 + 0i; 87 es un numero real

c) 4-5i=4+(-5i); 4 + (—5i{) es un numero imaginario.
3i, 87 y 4 — 5{ son numeros complejos.

c) 4—5i

[A]

R

ANE
NN
O)

(o}

[%}e

Las ecuacionesx—5=8;

4
2 — = . 2 = =——
X 4 0; x = 25
y x2 — 3 =0 tienen
solucion dentro de los
numeros reales.

R

C denota el conjunto
de los numeros com-
plejos.

En el nUmero complejo
a + bi la parte real es
a y la parte imaginaria
es bi.
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% . .. . N , .
N Ejercicio 2.1. Escriba los siguientes niumeros en la forma estandar de
un numero complejo.

a)—24 b) —4i 0)-8-2i d)-2i

Adicidn y sustraccion de numeros complejos [B]

- L
Definicion

Si a + biy ¢ + di son nimeros complejos, se define la adicién y la
sustraccién como:
(a+bi)+(c+di)=(a+c)+(b+d)i
(a+bi)—(c+di)=(a—-c)+(b-d)i

J

En la adicién (sustraccién) de nimeros complejos se suman (restan) las
partes reales y luego las imaginarias.

‘O Ejemplo 2.4.Siz, =3 +2i y z,=—4—6i calcule:

a)z; + 2, b)z,—2z,

Solucién:

a)zy+2z,=(3+2i)+(-4-6i) b)z,—2z,=(3+2i)— (-4 -6i)
=(3-4)+(2-6)i ={3-(-4)}+{2-(-6)}
=—1-4i =7+8i

%
& Eercicio 2.2.51 z,=4-5 z,= & +4i y z3= 2 - 3i
Calcule:a)z;+z, b)z;—2z3 C)—z1—2, d)—z;+ 2,

[%}’@

{@3 Ejemplo 2.5. Calcule 5(4 — 2i) — 3( % + %i) En 5(4 — 2i) se aplica la
propiedad distributiva.

Solucién:5(4—2i)—3(%+%i):zo_loi_%_%i
5 7\
=(20-3)+(-10- )i
- 35_47,

2 4

2O
% Ejercicio 2.3. Calciule:
a) 6(3 +8i) + 5 (4-12i)

b)~7(4-2i)— 5 (-6+ 3 i)

10 Unidad | e Leccién 2 ¢ Clase 1. NUmeros complejos



Clase 2. Multiplicacion de nimeros complejos

‘O" Ejemplo 2.6. Calcule (2 + 3)(4 — 5i)

Solucién: (2 + 3i)(4 — 5i) = 2(4) + 2(-5i) + 3i(4) + 3i(—5i)
=8—10/+ 12— 15;2
=8+ 2i—15(-1) wi2=—1
=8+2i+15
=23+2i

(7R
é}\g Ejercicio 2.4. Calcule

a)(5-2/)(4-6i)  b)(-3+2i)(-5-6) (5 +3i)-3 -2

':@:' Ejemplo 2.7. Calcule:

a) 2i(4+i)=8i+2i? b) (4i)2 =422
=8i+2(-1) =16(-1)
=-2+8i =-16
) (~4i)2=(-4)2i2 d) i(4-2i)2=i(16 - 16i + 4i2)
=16(-1) = i(16 — 16 — 4)
=—-16 =16/ — 16i2—4i
=16i+ 16— 4i
=16+ 12i

o/ 0\
6)\3 Ejercicio 2.5. Calcule:

a) —3i(5 - 3i) b) (=5i)? c) (5)2 d) —i(2 - 5i)?

Potencias de i

5@3 Ejemplo 2.8. Calcule las siguientes potencias de i. ¢ Qué observa?

a)il= b)i2= c)id3= d)i4=
e)i° = f)i6 = g)i’ = h) i8 =
i)i9 = j)ito = k) i1l = )12 =
Solucién:

a)il=i b)i2=-1 c)id=—i d)i4=1
e)is=i f)i6=—1 g)i7=—i h)i® =1
i)i9=i j)ito=—1 k) i1l =—j )it2=1

Se repite el patron i, —1, —i y 1; por lo que se puede calcular cualquier
potencia de i conociendo las 4 primeras potencias de i.

':@:' Ejemplo 2.9. Simplifique a una potencia de i.

a)i13 =j403)+1 b) /83 = j4(20) +3 C) 42 = j4(10) + 2 d) 96 = j4(24)

=743) ;1 = j4(20) ;3 = j4(10) ;2 =1
=1(j) = 1(-i) =1(-1)
= l = —l = —1

[%}\s

En la multiplicacién de
numeros complejos se
aplica la propiedad dis-
tributiva y luego se sus-
tituye i2=-1

[B]

[%)'@

Conociendoil=1,i2=-1,
i3=—i, i*=1 se puede
calcular cualquier po-

tencia de .
2o
B

En i13 se busca trans-
formar en una potencia
de exponente 4 ya que
“=1.

Al dividir 13 + 4 queda
que13=4x3+1.

Unidad | e Leccidn 2 ¢ Clase 2. Multiplicacion de nimeros complejos 11



2 i L . .
& Ejercicio 2.6. Simplifique a una potencia de i.
a) 146 b) i63 c)i25 d) i100 e) i107 f) 225

Se puede simplificar una potencia de i usando el factori* =1y (i*)" =1
para todo nimero entero n.

Igualdad de nimeros complejos.

Dos numeros complejos son iguales si sus partes reales son idénticas
y sus partes imaginarias también son idénticas.
a+bi=c+disiysolosia=cyb=d

5@:‘ Ejemplo 2.10. Encuentre los valores de x y y donde x, y son numeros
reales.

a) (2x—4)+9i=8+3yi Los valores de x y y que hacen
Solucién: 2x—-4=8 9=3y que los numeros complejos
2x =12 y=3 seanigualesson: x=6yy=3
x=6

§§3 Ejercicio 2.7. Encuentre los valores de x y y donde x y y son numeros
reales.

a) A+ (x+2y)i=x+2i b) (x—y)+3i=7+yi

c) (2x—y)—16i =10+ 4yi d) 8+ (3x+y)i=2x—4i

Clase 3. Divisidn de nimeros complejos

Si 2 +3iy 4+ 2i son nimeros complejos ¢{COmo podemos realizar la
division de (2 + 3i) = (4 + 2i)?
Exprese estos numeros con la unidad imaginaria:

2+3i _ 2+3y 1

4%2 442/-1

¢Qué sucede con el denominador? ¢Cémo eliminamos las raices del
denominador?

El denominador tiene una raiz y para eliminarla hay que multiplicar por
el conjugado tanto el numerador como el denominador, igual como se ha
hecho con la divisidn de radicales.

Conjugado de un nimero complejo
Siz=a+ bi esun nimero complejo entonces su conjugado denotado
porz esa— bi

12 Unidad | ® Leccién 2 e Clase 3. Divisién de numeros complejos

[C]

[%J’@

El conjugadode 4 +2 ﬁ
esd-2 \/E .

El conjugado de 4 + 2i es
4-2i.



Para dividir % hay que multiplicar tanto el numerador como el

denominador por el conjugado del denominador.

O Ejemplo 2.11. Divida (2 + 3) + (4 + 2i)
Solucion:
2+3i _ (2+3i)(4—2i)

- = . =< ... multiplicando por el
4+2i T (4+2i)4-2 mu
( X £) conjugado del denominador
8—4i+12i—6i2

16 — 412
8+8i—6(—1)
el

16—4(-1)

{@3 Ejemplo 2.12. Encuentre el conjugado de los siguientes nimeros

complejos.

a) z=5+7i — > 7=5-7i
b) z=-8-09i Z=-8+09i
c) z=9i z=-9i

d) z=-6 z=-6

e) z=4 z=4

f) z=-3i z=3i

O . . - .
& Ejercicio 2.8. Encuentre el conjugado de los siguientes numeros com-

plejos.
a) -8 + 20 b) -5 c) -80i d)-3-8i
&) 3+ 3 f) 27 g) 8 — 20 h) 4i

U
é\% Ejercicio 2.9. Calcule:

) 7—3i b) 5+ 2i )—6+3i
a 4—8i 1+3; R ¥
3 6 —2i 4i
d 6= e) ~s; ) 3=%;
7 —8i -5 N =70
8) ~—3; h) =357%; ) —7—5;
p [N
Definicion

Si a + bi y ¢ + di son niumeros complejos, para realizar la divisién
a+ bi
c+di

ello se multiplica el dividendo y el divisor por el conjugado del divisor.

es necesario eliminar la unidad imaginaria del divisor, para

J

L%J’e

En la divisiéon de nume-
ros complejos se usa el
conjugado del denomi-
nador igual que en la
division de raices.
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Clase 4. Soluciones imaginarias de ecuaciones de segundo grado

Q" Ejemplo 2.13. Resuelva 2x2 - 5x = —4 aplicando la férmula cuadratica.
Solucion: 2x2—5x = -4
2x2-5x+4=0 ..a=2, b=-5 c=4

v= ohE/bdac . ~(=5)+/(-5)7=4(2)(a)  5£/T

2a 2(2)

5+./-7
4

¢Qué sucede con la solucion ? ¢Qué tipo de numeros tenemos?

¢Es un numero complejo?

5+/-7 _ 57
4

i 5
Las soluciones 7 7

i sonimaginarias

Soluciones imaginarias de una ecuacién cuadratica
Si en una ecuacion cuadratica, b2 — 4ac < 0 sus soluciones son
imaginarias.

20 . - . . .
N Ejercicio 2.10. Resuelva las siguientes ecuaciones cuadraticas apli-
cando la férmula cuadratica.

a) 3x2—4x=-3
b) 4x2=-2x-3
c) x2+x+9=0
d) x2—5x=-8
e) x2—2x=-2
f) —2x2+3x-3=0
g) x2—x+6=0

h) 5x2=4x-5

14 Unidad | e Leccidn 2 e Clase 4. Soluciones imaginarias de ecuaciones de segundo grado

Ky

=4

En una ecuaciéon cua-
dratica si b2 — 4ac 2 0
las soluciones son rea-
lesy si b2 —4ac <0 las
soluciones son imagi-
narias.



Leccién 3. Ecuaciones de grado mayor que dos
Clase 1. Ecuaciones de grado mayor o igual que 3

Las ecuaciones x3 + 2x2 + x + 2 =0; x*— 81 = 0 y 3x°> = 12x2 son ecuaciones
polindmicas de grado 3, 4, y 5 respectivamente.

La ecuacion cuadraticax2 + 7x + 12 = 0 se resuelve factorizando y aplicando
la propiedad del factor cero.
xX2+7x+12=0
(x+3)(x+4)=0
x+3=0 6 x+4=0
x=-3 6 x=-4
Conjunto solucién: {-3, -4}

De forma similar se puede encontrar el conjunto soluciéon de algunas
ecuaciones de grado mayor o igual que 3.

@ Ejemplo 3.1. Encuentre el conjunto solucién de las siguientes ecua-
ciones polinédmicas.
a) xX3+2x2+x+2=0

(x3+2x2)+(x+2)=0

x2(x+2)+(x+2)=0

(x+2)(x2+1)=0

x+2=0 6 x2+1=0

x=-2 6 x2=-1

x==-2 0 x=t «/—_1 ... extrayendo raiz cuadrada

x=-2 6 x=ti o/ —1 =i

Conjunto solucion: {-2, i, —i}
La ecuacién x3 + 2x2 + x + 2 = 0 que es de grado 3, tiene 3 soluciones, de
las cuales, una es real (—2) y dos imaginarias (i, —i).

b)x4-81=0
(x2-9)(x2+9)=0
(x=3)(x+3)x2+9)=0

x—3=0 6 x+3=0 O x2+9=0

x=3 6 x=-3 60 x2=-9
x=3 6 x=-3 0 x=%4—9
x=3 6 x=-3 0 x=23]

Conjunto solucién: {+3, +3i}

Unidad | e Leccidn 3 ¢ Clase 1. Ecuaciones de grado mayor o igual que 3

15



c) 3x5=24x?
3x>°—24x2=0
3x2(x3-8)=0
3x2 (x=2)(x2+2x+4)=0
3x2=0 6 x—2=0 6 x2+2x+4=0
x=06x=206x=-1-+3i6x=-1+3i
Conjunto solucién: {0, 2,-1+ «/51’}

d) x4=-8x
x*+8x=0
x(x3+8)=0
x(x+2)(x2—2x+4)=0
x=0 60 x+42=0 6 x2-2x+4=0
x=0 6 x=-2 éx=1+«/§i(’)x=1—«/§i

Conjunto solucién: {0, -2, 1+ ﬁi, 1- «/51‘}

Ejercicio 3.1. Resuelva las siguientes ecuaciones polindmicas utilizan-
KR a factorizacion
N :

a) x3+3x2-4x-12=0 b) x3—x2—5x=-5

c) 2x3=—-6x2+x+3 d) 3x3+15x2-2x-10=0
e) x3—5x = 15x2 f) 3x4—12x2=0

g) x*-16=0 h) x3 + 20x = 9x2

i) 5x4—10x3+5x2=0 j) x3+3x2=—x-3

k) 2x5=16x2
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Clase 2 y 3. Ecuaciones bicuadradas. Resolucién por cambio de variable

"@’ Ejemplo 3.2. Resolver la ecuacién x4 —11x2+30=0

Solucidn:

Para resolver la ecuacién dada se reescribe de la siguiente manera.

x*—11x2+30=0

(x2)>-11x2+30=0........ Aplicando la propiedad de los exponentes
(potencia de una potencia).

Luego se realiza un cambio de variable y = x? y se sustituye:
12=11y+30=0......... se convierte en una ecuacion de segundo grado.

Resolver la ecuacion resultante

32-11y+30=0 32-11y+30=0

l l (v=6) (»=5)=0
y —6} -6y y—6=0, y-5=0
y -5/ -5y y=6;  y=5

-11y

Como y = x2 se sustituye nuevamente para encontrar los valores de x.
y=6 y=5

x2=6 x2=5
x=z /g x=z \/g

Por lo tanto, el conjunto solucion esta dado por:

cs: {-v/5,-v6, V5, V6}

*A la ecuacion x*—11x2 + 30 = 0 se le llama ecuacion bicuadrada.

Definicion 3.1
Una ecuacion bicuadrada es una ecuacion de la forma
ax*+ bx2 + ¢ =0, donde a, b, ¢c son numeros reales.

[A]

[%}'e

Para resolver una ecuacién bicuadrada se utiliza una variable auxiliar, es
decir, se expresa x4 = (x2)? y luego se sustituye y = x2, de esta forma se

obtiene una ecuacién cuadratica de la forma:
ay?+by+c=0

X0

& Ejercicio3.2. Resolver las siguientes ecuaciones.
a)x*—13x2+36=0 b)x4-6x2+8=0

c) 9x4 + 16 = 40x2 d)4x*-5x2+1=0
e)x*—7x2+12=0

La ecuacién resultante
puede resolverse por
factorizacion o féormula
general.

@

*Se puede comprobar

las soluciones para con-

firmar que se ha calcu-
lado correctamente.

/5 - 11(-/5 +3020

25-55+30 % 0

-30+30=0

0%0

Intenta comprobar el
resto de soluciones.

@

Ver Ejemplo 3.2
La ecuacién tiene 4 so-
luciones reales.
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':@:' Ejemplo 3.3. Resolver x4 —4x2-12=0
Solucidn:

x*—4x2-12 =0 se puede expresar como
(x2)*—4x2—12=0 sustituir y por x2

y2=4y-12=0
Aplicando factorizacion como y = x2
y2-4y-12=0 xX>=y=6 x?=y=-2
(y=6)(y+2)=0 x=t/6  x=%2i
y—=6=0 06 y+2=0 soluciones complejas
y=6 6 y=-2 cs:{-v6, V/6,-v2i, 21}
K

2 Ejercicio 3.3. Resolver
a)x*+2x2-3=0
c)5x4-6x2-351=0
e)x*+x2=12

b) 3x4—9 = 26x2
d)x4—5x2+4=0

5@3 Ejemplo 3.4. Resolver x4+ 5x2+4 =0

Solucion:

x4 +5x2+4=0

(x2)? +5x2+4=0 sustituir y por x2 xX2=y

y2+5y+4=0 X2=y=-46 x2=y=-1
(+4)y+1)=0 X=#2i,x =%

y=—4 6 y=-1 CS: {-1,-2i, 1, 2i}

2’,\52 Ejercicio 3.4. Resolver

a)2x*-x2-1=0 b)x*+2x2+1=0
c)x*+4x2+3=0 d)x*-9=0

e) 12x2 + 8 = 16x* + 44x2 + 24

‘O" Ejemplo 3.5. Resolver x5 — 3x3 — 10x = 0

Solucion:

x>=3x3-10x=0 como y = x2
x(x*—3x2-10)=0 x2=5 x2==2

x=0 6 x*-3x2-10=0 x=tJ5  x=%/2i
x¥4—3x2-10 sustituir yporx2  €S:{0,-v/5, V5, -v2i, V2 i}
12-3y-10=0

(v-5)y+2)=0

y=50y=-2

% ... . .
5\5:’ Ejercicio 3.5. Resolver las siguientes ecuaciones

a)x5+x3—-12x=0 b)x5+4x3+3x=0

18 Unidad | e Leccion 3 e Clase 2 y 3. Ecuaciones bicuadradas
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*Si la ecuacion ay? + by
+c=0tiene dos solucio-
nes positivas, la ecua-
cion inicial ax* + bx2 + ¢
tiene cuatro soluciones

®
)

Recuerda que si se tie-
ne y—2 esta se puede

expresar como:

2 /1= 2

[2"@
7 4
*Sj la ecuacidn

ay?+by+c=0
tiene una solucion posi-
tiva y una solucion nega-
tiva, entonces la ecua-
cién inicial tiene dos
soluciones reales y dos
soluciones complejas.

*Si la ecuacidon ay? +
by + ¢ = 0 tiene dos
soluciones negativas,
la ecuacidn inicial no
tiene soluciones reales,
las soluciones son com-
plejas.



*Clase 4 y 5. Ecuaciones reciprocas

{@} Ejemplo 3.6.
Dada la ecuacidn 3x2 + 5x + 3 = 0 sustituir la variable x por %
Solucidn:

3x2+5x+3=0
1,2 1 _ -1
3(?) +5(?)+3—0x— .

x2 [%+ % + 3] =(0)(x2) - multiplicar por x2 ambos lados para
eliminar fracciones.

3x? L 5x% 4+3x2=0
x2 x

3+5x+3x2=0 - ecuacion resultante

La ecuacién se puede reescribir

3x2+5x+3=0 - resulté exactamente la misma ecuacidn original
':@:' Ejemplo 3.7. En x2 + 4x + 3 = 0 sustituir x por % .
Solucidn:

x?+4x+3=0
12 1 _
(x) +4(x)+3—0
1.4 _
x2 [F+;+3] =0
X2 4x2 13x2=0
x? X

1+4x+3x2=0
3x2+4x+1=0 —>  Esta ecuacion es diferente a la ecuacion dada.

La ecuacién del Ejemplo 3.6 se le conoce como ecuacion reciproca y la
ecuacioén del Ejemplo 3.7 como ecuacién no reciproca.

Definicion 3.2. Ecuacidn reciproca.

Una ecuacion polinédmica P,(x) =0 de grado n, con n natural es reciproca

siy solo si se conserva idéntica al sustituir la variable x por %

%O - ..
& Ejercicio 3.6.
Determine cudles de las siguientes ecuaciones son reciprocas.

a)3x2-5x+3=0 b)x2—-4x-1=0
c)x3+3x2+3x+1=0 d)2x2-2x-2=0

[A]

[%}/Q

Nota que 3x2 + 5x + 3 =
3+ 5x + 3x2

[%}'@

El Ejemplo 3.7 es una
ecuacion no reciproca.

x2+4x+3#1+4x+ 3x?
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Si se tiene la ecuacioén reciproca
X'+ @, 1 X" va, Hx" 2+ . +ta,x2+ax+ag=0

1
X
resultaagx"+a; x" " 1+a,x" 2+ ..+a,_,x>+a,_.1x+1=0

La ecuacion obtenida al sustituir x por y eliminar los denominadores

Como son reciprocas las ecuaciones entonces ag = 0 y al dividir entre ag
se tiene:

1= 0L ana= (25 = At ay = ALt “":aio

ag = ai entonces: (ag)2=1y aqp=%1
0
Siapg=11 entonces se tiene dos tipos de ecuaciones reciprocas.

a) Cuandoap=1
En una ecuacidn reciproca se cumple que a; = a, _; para toda i, es decir
los coeficientes de los términos equidistantes de los extremos son
iguales. A este tipo de ecuacion se le llama ecuacion simétrica.

b) Cuando ag=-1
En una ecuacion reciproca se cumple que a; = —a, _;, para todo i, es
decir los coeficientes de los términos equidistantes de los extremos son
opuestos. A este tipo de ecuacion se le llama Ecuacion hemisimétrica.

':@:' Ejemplo 3.8. Verificar si la ecuacidn x*—5x3 + 5x — 1 = 0 es reciproca
y a la vez de qué tipo es.

Solucion:

x4=5x3+5x-1=0

Ly _glyaigly_q2
(Lyi-s(ipesi)-1=0
1_5 5_._
|- S+3-1=0]

1-5x+5x3—-x*=0
(=21)[-x*+5x3—-5x+1=0]

x4—=5x3+5x—-1=0

Por tanto, es reciproca y hemisimétrica.
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[B]

x3+3x2+3x+1=0

Son iguales sus coefi-
cientes.

)|c3—2x2+2x—1|=0
Los coeficientes son
opuestos.

Nota que la ecuaciéon
del Ejemplo 3.8 no tiene
el término cuadratico.

Para comprobar si es
reciproca y de que tipo,
basta con observar sus
coeficientes.

x3—-5x2+5x-1
(I S—

Son opuestos por lo
tanto es hemisimétrica.




RO .. . - . ,
N Ejercicio 3.7. Determine si las siguientes ecuaciones son reciprocas y
de qué tipo son:

a) x4—2x3+2x2-1=0

c) x°>— %x3— %x2+1=0

Lxre La-1=0

d) 8x6—8x4+8x2—-8=0

b) x3 -

e) x3-7x2-7x+1=0 flxo— 3 x4+ 3 x2-1=0

g) 4x5—2x4+x3+x2-2x+4=0

5@3 Ejemplo 3.9. Determine: Si —1 es raiz de la siguiente ecuacidn reci-
proca.
x3+2x2+2x+1=0

Solucidn:
Aplicando division sintética.

-1 1 2 2 1

-1 -1 -1
| 1 1 1 |g|—>—1esunara|'zdex3+2x2+2x+1

(x+1)(x2+x+ 1) =0 aplicando el teorema del factor.

De lo anterior se deduce que:

Sise tiene una ecuacidn reciproca simétrica de grado n impar esta tendrd
una raiz x =—1 es decir es divisible por x + 1 y el polinomio cociente se
convertird en una ecuacion reciproca simétrica de grado par.

':@:' Ejemplo 3.10. Determine si 1 es raiz de la siguiente ecuacidn reciproca
X>—4x4—-2x3+2x2+4x-1=0

Solucidn:
Aplicando divisién sintética
1 1 -4 -2 2 4 -1

1 -3 -5 -3 1
1 -3 -5 -3 1 Jo]
1 es una raiz de la ecuacién reciproca.

Aplicando el teorema del factor se puede expresar:
(x=1)(x*—3x3-5x2-3x+1)=0

De lo anterior se deduce:

P
Si se tiene una ecuacion reciproca hemisimétrica y de grado impar esta

tendrd unaraizx =1 es decir es divisible por x— 1y el polinomio cociente
se convertird en una ecuacién reciproca simétrica de grado par.

[C]

Nota que la ecuacién
es simétrica y de grado
impar.

éDe qué tipo es la ecua-
cion
X3+ 2x24+2x+1=0?

ix2+x+1=0esuna
ecuacion reciproca?.

*Cero no puede ser raiz
de una ecuacién reci-
proca.

[g}e

(S
Nota que la ecuacion es

hemisimétrica de grado
impar.

x*=3x3-5x2-3x+1=0.
¢Es una ecuacion reci-
proca? ¢De qué tipo?

Unidad | ® Leccidn 3 ¢ Clase 4 y 5. Ecuaciones reciprocas 21



Ahora pensaremos en una ecuacion reciproca henismétrica y de grado
par que su término central sea nulo.

':@:‘ Ejemplo 3.11. Comprobar si x =1 y x = —1 son raices de la siguiente
ecuacion reciproca.

2x6+3x*-3x2-2=0
Solucidn:
Para aplicar division sintética debemos completar la ecuacién con todos
sus términos.
2x5+0x5+3x4+0x3-3x24+0x—-2=0

(x+2)(2x>—2x*+5x3-5x2+2x—-2)=0

Comprobar parax=1

1 |2 -2 -5 )
2 0 5 0 2
\ 2 0 5 0 2 |of

Aplicando teorema del factor se tiene:
(x+1)(x—-12)(2x4+5x2+2)=0
(x2=1)(2x*+5x2+2)=0

De lo anterior se deduce:

Si se tiene una ecuacion reciproca hemisimétrica y de grado par, que
su término central es nulo esta tendra una raizx =1y x =—1 es decir
es divisible por x2 — 1y el polinomio cociente se convertira en una
ecuacion reciproca simétrica.

g}‘? Ejercicio 3.8.

En el Ejercicio 3.7 determine si 1, =1 o ambos (1 y —1) son raices de las
ecuaciones y encuentre el polinomio cociente que resulta al dividir. Si
tiene ambas raices (1 y —1) solo encuentre el polinomio cociente al dividir
por x2—1.
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éDe qué tipo es la ecua-
ciéon del Ejemplo 3.11?

é2x*+5x2+2=0esuna
ecuacion reciproca?
éDe qué tipo?



Clase 6 y 7. Raiz imaginaria de una ecuacion con coeficientes reales

3@5 Ejemplo 3.12. Resolver x3—1=0
Solucién:
x =1 es una raiz de la ecuacion.

1 1 0 0 -1
1 1 1

‘1 1 1 |0

Por el teorema del factor la ecuacién se puede expresar:

x3-1=0

(x—21)(x2+x+1)=0

x—1=0 6 x2+x+1=0 - se aplica férmula general para resolver
la ecuacidn cuadratica.

x=1

Las raices de la ecuacion son 1,

cs: {1, —1 +2‘F3’, —1 _2‘5” }

—14+/3i
—

Las soluciones de la ecuacion x3 — 1 = 0 son tres: una solucion real y dos
soluciones complejas.

2’;\5‘2 Ejercicio 3.9. Resolver
a) x3-8=0

c) x3=-27

e) x3-3x2+5x—-3=0

g) 4x3—2x2+2x-1=0

b) x4=-8x

d) x4=-x

f) 4x3+4x2—-9x-9=0
h) x4-2x2-3=0

5@} Ejemplo 3.13.Six=1+ \/Ei es unaraizde x3+ax + b =0 encontrar
a, b, donde a y b son nimeros reales.

Solucion:
La ecuacién x3 + ax + b = 0 es de grado 3 por lo tanto tiene tres raices, se
conoce una de ellas por lo que se sustituye en la ecuacion.

(1+ \/gi)3+a(1+ \/gi)+b=09sustituyendoxpor1+ /gi
—14—2\/§i+a+a 5i+b=0 ->alresolver(1+ /gi)3

Se puede agrupar las cantidades reales y las complejas.
(a+b-14)+ /5 (a—2)i=0-> es un nimero complejo de la forma a + bi

a+b-14=0 a-2=0
2+H-14=0 a=2
b-12=0

b=12

Por lo tanto, al sustituir a y b se tiene la ecuacién x3+ 2x + 12 =0

[A]

[%}’@

—1++/3i
Nota que — 3

estd dado por
—1+4/3i
2

y Su conju-
—1—3i
gado —
[B] [%;j

(L+/5P=(1+ /5P (1+y/51)

Aplicando el producto
notable se tiene:

(12 +2(/56)(1) + (V5i))
(1+(y/51) =
(1+2/5i=5)(1+ /5i)
=(-4+2/50)(1+ /5i)
=-4-4/5i+2,/5i-10
=-14-2/5i

O se puede resolver apli-
cando la suma de cubo.
(@a+ b3 =a3+3a2b+
3ab? + b3

(1+ /5P =13+3(1)2(y51)
+3(1) (V5 )2+ (V50
=1+3/5i-15-5,/5i

=-14-2/5i
[%},&

*Un nimero complejo a +
bi=0siysolosia=0yb=0
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Utilizar la division sintética para encontrar la raiz real.

x3+2x+12=0
Aplicando el teorema del factor se tiene (x + 2)(x2—2x+6) =0

x=-2,x=1+4/5ix=1-+/5i

%0
& Ejercicio 3.10. En cada caso encuentre a y b dada una raiz de cada
ecuacioén, a y b son numeros reales.

a) x=1-14; xX+ax+b=0
b) x=—=V71; XB+ax+b=0
c) x=1-2i; X3B+ax2+bx+15=0

*d)x=1+\/§i; xX3+ax2+bx-8=0

Clase 8. Teorema fundamental del algebra

{@3 Ejemplo 3.14. Encontrar las raices de P(x) = 2x> + x4 + 10x3 + 5x2 + 8x + 4
Solucién:
Al utilizar el teorema del residuo se puede probar con algunas raices.

x=2*1; x=1%2; x=i4;x=i%
P(1) = 30 P(2) = 264 P(4) = 3060
P(-1)=-6 P(-2)=-120 P(—4) =-2380
P( %) = % P(— % )=0 se puede observar por el teorema del

factor que — % es raiz de P(x).

Aplicar divisién sintética
1

-5 2 1 10 5 8 4

-1 0 -5 0 -4

2 0o 10 o 8 |0

Al aplicar el teorema del factor se tiene:
205 + x4 + 10x3 + 5x2 + 8x + 4 = (x + %)(2x4+ 10x2 + 8) =

2x + % )4+ 5x2 + 4) = 2(x + % )2 + 1)(x2 + 4)
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Comox=1+v5iesuna
solucion de la ecuacidn.
Se puede concluir que
su conjugado 1 — /5
también es raiz de la
ecuacionx3+ax+b=0

Al resolver x2-2x+6=0
usando foérmula general
se encuentran las solucio-

nes complejas.

[A] [;}@

Para aplicar el teorema
del residuo es necesario
definir los valores por los
que se debe sustituir la
variable x.

Una forma de seleccio-
narlos es obteniendo los
divisores del primer y ul-
timo término.

D(a) indica todos los divi-
sores (positivos y negati-
vos) del nimero a.

Por ejemplo:

D(2) =1, +2

D(4) =41, 42, 4

Luego obtener el cociente
entre los divisores del ulti-
mo término y el primero.

D(4) + D(2) = +1, +2, +4,

s 1
2



Al obtener las raices:

_ 1 L. .
xX= 5 x=2i X =220

El polinomio 2x> + x* + 10x3 + 5x2 + 8x + 4 tiene una raiz real y 4 raices
complejas.

Del Ejemplo 3.14 se puede concluir el siguiente teorema.

Teorema 3.1. Teorema fundamental del algebra.
Si P(x) es un polinomio de grado n > 1,entonces P(x) = 0 tiene por lo
menos una raiz real o compleja.

{@3 Ejemplo 3.15. Encontrar las raices de P(x) = x4+ 4x3 + 3x2—4x -4
Solucion:
Aplicar el teorema del residuoconx=1,x=-1,x=-2

P(1)=0 P(-1)=0 P(-2)=0
En la division sintética se tiene:
1 1 4 3 -4 -4 -1 1 5 8 4
1 5 8 4 -1 -4 -4
‘ 1 5 8 4 IQI ‘ 1 4 4 |0

X4+ 4x3+3x2—4x—4 = (x—1)(x +1)(x? + 4x + 4)
=(x—1)(x+1)(x+2)(x+2) - Factorizando el trinomio
=(x—1)(x+1)(x +2)?

En este caso el factor (x + 2) se repite dos veces por lo que el polinomio
x* + 4x3 + 3x2 — 4x — 4 tiene 4 raices contando 2 veces —2.

*A este proceso se le conoce como duplicidad de raices de lo que surge el
siguiente teorema:

Teorema 3.2 Duplicidad de raices.

Si P(x) es un polinomio de grado n > 1; entonces P(x) = O tiene
precisamente n raices; siempre y cuando la raiz de multiplicidad £ se
cuente k veces.

Esto permite la canti-
dad de numeros que se
pueden probar.

Factorizando el polino-
mio: x4+ 5x2+4
Se obtiene:

x=%i x=%2i

En el Ejemplo 3.14 se
obtuvieron raices rea-
les y complejas.

[B] TN
?

D(1) = 1

D(4) =41, +2, +4

LI +1,42, 44

D(1)

Por el teorema funda-
mental del algebra se
sabe que la ecuacion tie-
ne por lo menos una so-
lucién real o compleja.

Todo polinomio de gra-
do n > 1 y coeficientes
complejos se puede fac-
torizar exactamente en n
factores lineales. (no ne-
cesariamente distintas).
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@ Ejercicio 3.11. Encontrar las raices de los siguientes polinomios.
a) X*-x3-3x2+4x-4

b) 4x4+ 7x2-2

c) x*+4x3+8x2+20x + 15

d) 2x5—7x4+6x3-11x2+4x+6

e) dx5—-8x*—x+2

f) x3+x2-5x+3

g) 4x*+ 12x3 + 29x2 + 60x + 45

h) x4+ 8x3 + 23x2 + 56x + 112

i) x5+ 3x*—13x3 - 11x2 + 24x + 20

j) x4—6x2—-8x +24

26 Unidad | e Leccién 3 e Clase 8. Teorema fundamental del dlgebra



Leccién 4. Inecuaciones de grado mayor que dos

Clase 1, 2 y 3. Solucion de inecuaciones por factorizacion

'2@} Ejemplo 4.1. Los lados de un cuadrado se extienden para formar un
rectangulo, uno de los lados se extiende 3 cm y el otro 5 cm. Si el area del
rectangulo resultante es menor a 120 cm2. ¢Cudles son las posibles longi-
tudes del lado del cuadrado original?

Solucion: fo % > | Lados del rectangulo:
X (x+5)y(x+3)
J{ Area del rectangulo:
3 (x+5)(x+3)
L

Como el drea es menor a 120 cm? se expresa (x + 5)(x + 3) < 120

Desarrollando el miembro de la izquierda se tiene:
x2+8x+15<120
x2+8x—105<0 -> aestaexpresionsele conoce como Inecuacion Cuadratica.

Para encontrar la solucion de una inecuacién cuadratica se utiliza un
proceso similar que en las ecuaciones cuadraticas, para ello se utilizara la
factorizacion.

x2+8x—105<0 (x+15)(x-7)<0

x+15=0 6 x-7=0
x=-15 6 x=7
W_J

A-15y7selesllamanvalores criticosy sirven para determinar los intervalos.

Para obtener el conjunto solucién de la inecuacién se utilizara un diagrama
de signos. Para ello se determinan los intervalos que se forman utilizando
los valores criticos como extremos.

Intervalos que se forman: (— oo, —15), (15, 7) y (7, +0) .

Se selecciona un valor de prueba en cada intervalo.
En el intervalo (— o, —15) se tomax=-16 Estos valores pueden ser
En el intervalo (-15, 7) setomax=2 cualquier nuamero real que

En el intervalo (7, +oo) setomax=8 esté contenido en el intervalo
’ B determinado.

Luego se sustituyen los valores de prueba en cada factor de la inecuacion
cuadratica para conocer el signo que resulta. Se tiene:

Valor prueba Factor Factor
x+15 x—=7
x=-16 -16+15=-1 — - -16-7=-23 — -
x=2 2+15=17 — + 2-7=-5 —> -
x= 8+15=23 — + 8-7=1 — +

[A]

Nota que los valores que
puede tomar x son to-
dos aquellos que al sus-
tituirlos en la expresion
dan menores a cero.

*Los valores criticos son
los que hacen cero la ex-
presion.

Pasos para encontrar la
solucion de unainecua-
cion:

— Ubicar los valores
criticos en la recta
numeérica.

— Tomar valores de
prueba en cada in-
tervalo resultante vy
verificar el signo al
sustituirlas en las ex-
presiones.
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Elaborar el diagrama de signos y registrar los signos que resultan en cada
intervalo.

(x+15) - 0 + + Los ceros en la tabla significan
donde se hace cero |la

(x=7) - - + expresion.

P
(x + 15)(x = 7) + 0 - ¢ +

— Producto de los signos.

!

El conjunto solucidn de la inecuacién cuadratica (x + 15)(x — 7) < 0 es el
intervalo (—15, 7).

En el problema se pide encontrar la longitud del lado del cuadrado y como
este no puede ser negativo se consideran los numeros reales positivos
dentro del intervalo (—15, 7). Por tanto respuesta es {x ER, 0 < x < 7}
entonces la longitud es mayor que 0 cm y menor que 7 cm.

Definicién 4.1

Una inecuacién cuadratica es una expresion de la forma

ax?+ bx +¢<0.El conjunto solucidn de una inecuacion cuadratica es el
intervalo o intervalos que satisfacen o hacen verdadera la inecuacion.

Pasos necesarios para resolver una inecuacidon cuadratica:
1) Escribir el polinomio de grado dos en el miembro izquierdo de la
inecuacion. (Aplicar trasposicion de términos).

2) Factorizar el polinomio de grado dos.

3) Hacer un diagrama de signos para encontrar el intervalo o intervalos
qgue hacen verdadera la expresion.

4) Expresar el conjunto solucion utilizando la notacion de intervalo,
conjunto o gréfica.
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— Ubicar los ceros don-

de corresponden, es
decir, donde el valor
critico hace cero la
expresion.

— Ubicar el signo resul-

tante en la tabla.

— Multiplicar los sig-

nos de la tabla para
conocer el signo de
(x+15)(x-7)

El signo de relacion de
orden puede ser: <, &,
> >

) =

5,&
B

*Si el niUmero de signos
negativos en una co-
lumna es impar, al mul-
tiplicarse el signo del
producto es negativo y
si es par, el producto es
positivo.




Desigualdad Notacién Notacién Notacién

de Intervalo grafica de conjunto.
1)a<x<b (a, b) < Ommmm—— | xER,a<x<b}
2)a<x<h [a, b] <« rmm——| xER,a<x<h}
3)a<x<bh (a, b] < Ommm——| xER,a<x<b}
4)a<x<b [a, b) < gmm—— | xER,as<x<b}
5)x<a (—oo, g) | < m——> xER,x<a}
6)x>a (a, +o0) < O— > xER,x>a}
7)—0<x<+00 | (—o0, +00) <—?—> {XxER,—0o<x<+0}

X ... - . .
& Ejercicio 4.1. Encontrar el CS de las siguientes inecuaciones y expre-
sarlo en notacion de intervalo.

a) 3x2-7x<-2
c) x2—-5x<24
e) x2+x—-6<0

*g) 6x — 8 > x?

b) 2x2-3x-2<0
d) x2-2x—-15<0
*f) 3-5x—-2x2>0
h) x2-4x—-17<4

{@3 Ejemplo 4.2. Resolver 6x2—14x+4 >0

Solucién:

Factorizar 6x2—14x + 4

6x -2

X

X -2

Valores criticos

6x—2=0
_1
r=3

—-2x

—-12x

—-14x
(6x—2)(x-2)=0

x—2=0

x=2

cs: (~o0, 3] U [2, +o0)

Diagrama de signos.

3 2
(6x—2) - (I) + +
(x=2) - - 0 +
(6x=2)(x-2) + 0 - (:) +

1 2
3
& J
Y W_J
6x2—14x+420 6x2—14x+420

[%}e

En las desigualdades
podemos tener conjun-
tos solucion de interva-
los que son:

Abiertos: 1)
Cerrados:2)

Semi abiertos: 3) y 4)
Infinitos: 5), 6) y 7)

[%)'\s

En 5) puede serx<aen
donde el extremo a se
incluye al igual que en
el6)x>a

[B]

Los intervalos resultan-
tes son:

(~ee 31 [5:2) 12, +)

O

E(

*Tomar valores prueba
en cada uno y verificar

signos.
=)
&

Las soluciones de una
inecuacién pueden es-
tar determinadas por
mas de un intervalo por
lo que se utiliza el sim-
bolo de unién para ex-
presarla.
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{@3 Ejemplo 4.3. Resolver x2—5x >0
Solucién Diagrama de signos

Factorizar x2 — 5x

0 5

x2—5x=x(x->5) |
x(x—=5)>0 x -0 + +

(x-75) - - 0 +
Valores criticos: X (x—5) + _ +
x=0 x=5=0

_ < aEEEE—— (>
x=5 —o0 0 5 +oo

CS: (—o0,0) U (5, +0)

o/ ©
6‘2 Ejercicio 4.2. Resolver

a) x2—-6x>-8 b) 7x2+21x-282>0
c) 4x2-1620 d) 3x2-27>0

e) x2-25>0 f) x2-15>0

*g) (3x+1)(5-10x)<0 h) 16x2>9x

i) x(2x+3)=>5 *) x2+2x+120
@ Ejemplo 4.4. Resolver w > 3x2— %

Solucion:
Multiplicar ambos miembros por 4 se obtiene

3(x2+1)>4(3x2- %)

Diagrama de signos
3x2+3>12x2-6

32— 12x2>—6—3 -1
|
—-9x2>-9 (x+1) -0 + +
x2<1 (x—1) - - 0 +
x2-1<0 (x+1) (x—1) + - +
< (>
(X‘l‘ 1)(X—1)<0 -1 1

Valores criticos: x=-1,x=1
CS: (-1,1)

2’;\% Ejercicio 4.3. Resolver

X2+ 6x (x—4)2
a) > -x>0 b) 4 >16
c) 8x-£24 +x2>17
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Son intervalos abiertos
e infinitos
(_ool 0) (OI 5) (51 +°°)

[C]



0 ©
é;\i? Ejercicio 4.4. Resolver

1) El nimero de diagonales de un poligono regular de n lados esta dado por la férmula del numero de

. n—1)n . . . . ,
diagonales es %—n donde n representa el numero de lados éPara qué poligono el nimero

de diagonales sera mayor que 9?

2) El producto interno bruto de un pais (PIB) esta proyectado bajo la siguiente expresion x2 + 2x + 50
millones de délares donde x se mide en afos. Determine el tiempo en que PIB sera igual o mayor a
58 millones de délares.

3) Enunrectangulo el largo es 4 cm mas que 3 veces el ancho. ¢ Cuales son las dimensiones del rectangulo
de tal manera que el area sea mayor a 84 cm??

4) La base de un tridangulo es 3cm mas largo que la altura, encuentre los valores de la base y la altura
para que area sea mayor a 119 cm?2.

5) Una parcela de tierra debe ser dos veces mas larga que el ancho si el area cercada debe ser mayor
qgue 162m?2 ¢ Qué medida puede tener el ancho de la parcela?

Clase 4 y 5. Solucidn de inecuaciones por factorizacion

':@:' Ejemplo 4.5. Resolver (x + 2)(x—1)(4—x) <0 [A]
Solucion:

Todos los términos estan al mismo lado de la inecuaciéon como el producto

de factores, es decir ya estd factorizado.

Los valores criticos son:

x+2=0 x=1=0 4-x=0
x==-2 x=1 x=4
. . 2o
Diagrama de signos: ;f
-2 1 4 Los intervalos que sur-
| gen son:
x+2 - 6 + + +
x—1 - - 0 + + (_ool _2]; [_zll]l [114]
4-x + + + 0 - y [4, +e°)
(v +2)(x—1)(4 - x) * - * - Nota que en el factor
< e 4 — x al tomar valores
-2 1 4 +00 de b
prueba menores
Y v que 4, el resultado es
(x+2)x-1)(4-x)<0 (x+2)x-1)4-x)<0

positivo y si se toman
valores mayores a 4 el

CS: [-2, 1] U [4, +o0) resultado es negativo.
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g}‘? Ejercicio 4.5. Resolver
a) (x+2)(x-1)(2—-x)<0
b) (2x+1)(x-5)(x+3)>0
) 2(xr—1)(x + %)(x—.?») <0
d) (x+3)(x—5)(-2-x)=0
e)—-(x+1)(x+2)(x+3)<0

5@3 Ejemplo 4.6. Resolver
(x=2)2(x-1)3>0
Solucion:
Como el polinomio ya esta factorizado buscar los valores criticos:
x—2=0 x—1=0
x=2 x=1

El diagrama de signos:

1 2
(x—2)? + + 0 +
(x—1)3 - 0 0+ +
(x=2)2(x-1)3 - + +
< O >
—o0 1 2 +00

CS: (1, 2) U (2, +00)

0 O
é}\% Ejercicio 4.6. Resolver
a) (x—-4)2(x+8)3>0

b) (x— 5 )2 (x+5)<0
c) x—=1)2(x+3)(x+5)>0
d) 2 (x~2) (x~3)20
e) (¥ —4) (x- 5)220

{@3 Ejemplo 4.7. Resolver
x3+2x2-4x-820

Solucién:

SeaP(x)=x3+2x2-4x-8
P(-2)=(-2)3+2(-2)2-4(-2)-8=0

Por tanto, x =—2 es una raiz de la ecuacion.
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[B]

3
)

Todo numero elevado
a un exponente par el
resultado tendra signo

positivo.

2 no puede ser incluido
ya que 2 es el valor cri-
tico y la desigualdad es
estricta (>).

[C] [g%

Es necesario expresar el
polinomio como el pro-
ducto de sus factores.




Por el teorema del factor se tiene:

XB+2x2—-4x-8=(x+2)(x2—-4)=20

=(x+2)(x+2)(x—-2)=0

=(x+2)2(x-2)=20
Los valores criticos son:
x+2=0 x—2=0
x=-2 x=2

El diagrama de signos:

factorizando x2—4

-2 2
(x+2)2 + 0 + +
(x—2) - - 0 +
(x+2)2(x-2) - - +
< L I >
-2 2 +00

CS: {=2} U [2, +0)

g}‘% Ejercicio 4.7. Resolver
a) x3+4x2—-x-4<0

b) x3+x2—-x-120

c) 2x3—-3x2—2x+3<0

d) 2x3+5x2—-4x-3<0

Unidad | ® Leccidn 4 ¢ Clase 4 y 5. Solucidn de inecuaciones por factorizacién
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Ejercicios de la leccion
Resolver las siguientes inecuaciones y expresar el conjunto solucidon
mediante notacion de intervalo.
a) 4x2+10x—-2420

b) x2-17<0

*c) 16x2 + 9 > 24x

*d) 4x2+20x+2520

e) 3x>2x2-5

f) x2>6x-9

g) x—1)2(x+3)>0

h) (x+2)2(x+5)<0

i) 2x3-3x2-11x+6<0

j) x5+ 3x4—-5x3—-15x2+4x+12>0
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Leccién 5. Ecuaciones e inecuaciones con valor absoluto
Clase 1. Ecuaciones con valor absoluto (caso simple)

5@} Ejemplo 5.1. Resolver la siguiente ecuacion. [A]
|x] =4 ®
Solucién: @

|x| =4 esladistancia desde x hasta 0 en la recta numérica.
Por lo tanto |x| = 4 significa que x estd a 4 unidades de 0 en la recta
numeérica.

El valor absoluto de un
nimero real siempre
sera positivo y se asocia

4 ! 4 : con la distancia sobre la
< ‘ * * > recta numérica.
-5 -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5 i
T Ejemplo:
x CS: {-4, 4} x |-4]| =4 |4 =4

4 4

x tiene dos posibilidades x =4 6 x = -4 ya que tanto 4 como —4 estdn a 4
unidades de 0.

4 3 -2 -1 0 1 2 3 4

*A la expresion | x| =4 se le llama Ecuacién con valor absoluto. [gw
e (2N Zf
Definicién 5.1 La definicion de valor
Sea x un numero real: absoluto de un numero
X six20 real se aplica a ecuacio-
IxI= -x six<0 nes con valor absoluto.
Paraa 20, |x| =a esequivalenteax=-a 6 x=a ) -4 =—(-a) 14| =4

& Aplicando la definicidn
& Ejercicio 5.1. Resolver p

a)lxl=6 b) Ixl=3 o Ixl=3 d) IxI=1 e) |x|=0 x| ==2 ¢Tiene solu-
cién esta ecuacién?

‘@" Ejemplo 5.2. Resolver |-2x| =6

Solucién: [B]

Aplicando la definicién 5.1 se tiene:

-2x=-6 —2x=6 surgen dos posibles ecuaciones lineales. L%J/@

Resolver cada una de las ecuaciones Como surgen dos ecua-

-2x=6 -2x=-6 ciones la ecuacion tie-
x=-3 x=3 ne dos soluciones.

Al comprobar las soluciones x =—3 y x = 3 se cumple con|-2x| =6. El C. S. de una ecuacién

CS: {-3, 3} con valor absoluto tam-

bién se puede expresar

o,‘@ utilizando la recta nu-
N Ejercicio 5.2. Resolver mérica.

a)l2x| =9 b)|-2x|=4 of-3x=6 d)|-3x|=12

-4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4

o 2xl=3 ) l-ax=3
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{@3 Ejemplo 5.3.
Resolver |5x—3| =8

Solucidn:
Aplicando la definicién de valor absoluto se tiene:
5x—-3=8 6 5x—-3=-8
5x=8+3 5x=-8+3
5x=11 5x=-5
Lo -
5 5
x=-1
Al comprobar las soluciones, ambas cumplen con la ecuacién dada.
cs: {1, 1)

XD
N Ejercicio 5.3. Resolver

a) [2x-8| =6 b) [x-8| =2 c)|2x-4| =7
3

d|2+1]=7 e)|5-x|=4 f)[3x-2| =5

g 12-7x| =2 h)|%—%x|=1

Clase 2 y 3. Ecuaciones con valor absoluto (caso complejo)

5@3 Ejemplo 5.4. Resolver |3x+ 1| -4=7
Solucién:

Para aplicar la definicion de valor absoluto es necesario expresar la

ecuacion como:
|x| = a es decir, se utiliza la transposicidon de términos.

[3x+1|-4=7 [3x+1] =11
[3x+1|=7+4 3x+1=11 6 3x+1=-11
|3x+1| =11 3x=11-1 3x=-11-1
3x=10 3x=-12
c= 10 co_ 12
3 3
x=-4

Al comprobar las soluciones, ambas cumplen con la ecuacion dada.

cs:{-a, 2}

2’;\? Ejercicio 5.4. Resolver
a)|x=2|+3=7
c)|5-3x]-4=8

e) [3x-2|-3=1
g)|2x-8|-6=1
i)2|5x+2|-1=5

b)4|x+5| =8

d) |3x—2| +3=6

f) |1-5x| —4=2
h)=3|x+1| -2=-11
j)|x=2|+5=5
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[c] %

9’0

Las ecuaciones lineales
se resuelven aplicando
las propiedades de Ia
igualdad aprendidas en
7mo grado.

-
[

|

-3 -2 -1 0 1 2 3

[%J,‘“

Cuando se resuelve
una ecuaciéon con va-
lor absoluto donde hay
términos en el mismo
miembro fuera del va-
lor absoluto se aplica la
transposicion de térmi-
nos para dejarlo de la
forma |x| = a donde x
y a son expresiones al-
gebraicas.




':@:' Ejemplo 5.5.
[2x+4| =x+1
Solucién:

Para resolver la ecuacion se aplica la definicidn, pero en este caso en el

segundo miembro se tiene una expresioén, por tanto:
|2x +4| =x+1 setiene:
2x+4=x+1 0 2x+4=—(x+1)

2x—x=1-4 2x+4=-x-1
x=-3 2x+x=-1-4
3x=-5
—_3
r=73

Al comprobar las soluciones ninguna cumple con la igualdad.
CS: @

RO . .. .
N Ejercicio 5.5. Resolver y comprobar las soluciones.

a) [x+3|=2x-7 b) [3x+1|=2x-6
1l - 3 5|_1
) [2x—1| =3x+2 d)|Zx 2| = Lx+s

e) |%x+2|=%—3

O Ejemplo 5.6. Resolver |x—1| = | 2x — 4|

Solucién:
x—1=2x-4 o} x—1=—(2x-4)
xX—2x=—-4+1 x—1=-2x+4
-x=-3 X+2x=4+1
x=3 3x=5
Comprobacion: . .
13-1] = [2(3) - 4] 13 -11=|2(3])-4|
e 2|-|-2
121 = l6-4] 51=1-3
- 2_2
2=2 3 3
3 2
cs:{3, 3}

[RG
é)\% Ejercicios 5.6. Resolver

a) |[2x—1] = |4x—-9| b) |6x| = |3x—9]

c)|%x+%|= %x—1| d) |4x—2| = |4x—2]

e) |%x+2| = |%x—3|

[B]

[%}@

En la comprobacion de
las soluciones se tiene:

p-3)+4] -3+

~20 L4222
| 3 +4]| = 3+1

|_£|=_£
3 3
2 ,_2
3773
|2(-3)+4[=-3+1
|-6+4|=-2
|-2] = -2
2# =2

El conjunto que no tiene
ningun elemento se lla-
ma conjunto vacio y se
denota por @.
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Clase 4. Inecuaciones con valor absoluto (caso simple)

5@3 Ejemplo 5.7. Resolver y expresar el CS en sus tres notaciones.

4] <
|3x—4| <5 Ef
[
Solucién: El proceso para resol-
Como se tiene valor absoluto se deben considerar dos alternativas: ver una inecuacién con
3x-42-5 3x—-4<5 valor absoluto de este
6 se puede escribir como una inecuacién doble. tipo es similar a resol-
ver una inecuacion de
-5<3x-4<5 la forma
-5+4<3x<5+4 aplicando la transposicién de términos. —asxsa
-1<3x<9
1
- = <x¥<
3 Sxs 3
Como es una inecuacién el CS es uno o varios intervalos y podemos
expresarlo mediante tres formas.
Forma gréfica:
Incluye los extremos
< OEEEEE—— >
_1 3
3
Notacion de Intervalo: [—% 3] —> es un intervalo cerrado.
Notacién de conjunto: {x ER, —% <x< 3}
%O i .. L .
N Ejercicio 5.7. Resolver y expresar el CS en notacién de conjunto.
a) [3x-7] <1 b) |4-x| <3
c)|4.2-x|+1.3<3.6 d) |7x-3| <3 e) |-4x| <5
oy . . B =
@ Ejemplo 5.8. Resolver y expresar el CS en sus tres notaciones. [B] f/f
|2x-1] >4 - PE— S
Solucion:

La solucién de |2x—1| > 4 es el conjunto de valores tales que la distancia

, . , 2x—1es menor que —4
de 2x — 1 al cero en la recta numérica serd mayor que 4 por tanto:

0 mayor que 4
2x—-1<-4 o} 2x—-1>4

2x—-1<-4

2x<-3 2x>5 4<2x-1
3 S
x<—? X > 2
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Conjunto solucién
Notacion grafica:

Notacién de intervalo: (—oo, —%) U (%, +oo)

Notacién de conjunto: {x ER, x < - %, x> %}

% o

& Ejercicio 5.8. Resolver las siguientes inecuaciones y expresar el CS en
notacién de conjunto.

a) |2x—-1]| 27 b) |2x—-3| >5

c)|3xT_4|2 2 d) |3x=5| 25 e)[2x—1| -4>8

Clase 5. Inecuaciones con valor absoluto (caso complejo)

‘:@3 Ejemplo 5.9. Resolver

[2x-3| +6<2

Solucion:

Para resolver la inecuacion se debe escribir de la forma |x| <a
|2x-3|<2-6

|2x-3| <-4

Como |2x — 3| sera siempre mayor o igual que 0 para cualquier nimero
real x, asi que el conjunto solucién es vacio y esta dado por C.S. @

{@} Ejemplo 5.10. Resolver
[2x+ 3| +4>-7

Solucién:
|2x+3|2-7-4
|2x + 3] >2-11

Como |2x + 3| sera siempre mayor o igual que 0 para cualquier nimero
real x, por lo tanto, esta inecuacion serd verdadera para todos los nimeros
reales por lo que:

CS: R

Unidad | ® Leccidn 5 e Clase 5. Inecuaciones con valor absoluto (caso complejo)
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5@3 Ejemplo 5.11. Resolver y expresar el CS en notacién de conjunto. *
a) [3x—4| >0 b) |3x—4| <0 <
Solucién: Recuerda que el valor
a) La desigualdad serd verdadera para todos los nimeros reales excepto absoluto de un nimero
paraelvalorde3x—-4=0 real es siempre positi-
vo.
3x-4=0
=4
CS:{fxER, x< i, x> %}
4 4
(_ool ?) ) (?: +°°)
< __—>
4
3
b) |3x—-4| <0
Cuandox=4  3x-4=0
. ., 4
La inecuacion es verdadera solo cuando x = 3
. [4
cs: {5
R Fiapeic - , =
& Ejercicio 5.9. Resolver y expresar el CS en notacion de conjunto. R
Cuando se tiene una
a) |[-3-x|-6<-11 inecuacion de la forma
|x| <0, el conjunto so-
b) |2x—6| +522 lucidn sera vacio.
c)|2x-3| <-4 Cuando la inecuacion
es delaforma |x| >0el
d) |5+2x| >0 conjunto solucién son
todos los R excepto el
e) |3x+5]| <0 cero. Es decir, R—{0}.
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Ejercicios de la leccion

Encuentre el conjunto solucidon para cada ecuacion.

a) |x] =3

c) |x| =12
-1

e) |5-3x| = 5

g) |2x+3|-3=4
i)[3x+5|+2=4x-1
k) |6x| = |3x-9]

m) |3x—5| = |3x+ 5]

Encuentre el conjunto solucion de las siguientes inecuaciones:

a) |x| >2
c)|x-3|<5

e) |2x+4| <1

g) |2x-5| +3<10
i)|4-x|<5

k)|3—42x| 55

b) |x| =7

d) |3x—-4|=0
o253 -o-s

h) |2x+1|=x+4

i) |2x+3|=x-2
TERIHE R

n) |x—1| = |[2x—-4]|

b) |x] <3

d) |[x+5|>9

f) |5+2x| >0

h) |2x—-4]| +2>10
1254

[) |14+3x| <9

Unidad | e Leccidn 5 ¢ Ejercicios de la leccion
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Leccién 6. Grafica de funciones polinomiales

Clase 1y 2. Grafica de funciones polinomiales

o’ O
e\% Ejercicio 6.1.

a) Analice las siguientes graficas:

), 2) /
_ = ) = o

4) . 5)
Jx)=x3 flx)=x°

3) 14
-2 2 X
Sflx) =x8

6) 14
Slx) =x7

Las graficas anteriores son funciones de la forma f(x) = x”, donde n es
un entero positivo.
e iCual es el comportamiento de la grafica sin es par? Y ésin esimpar?
¢ iQué funciones son simétricas respecto al origen?

* iQué funciones son simétricas respecto al eje y?

b) Complete la siguiente tabla:

Grado de f{x) Forma de f(x) Tipo de grafica
0 Sf1x) = ag
Una recta con pendiente
2 fIx) = ax?2+ ax + aq

(ag, a1, a; son niumeros reales).

Definicion 6.1
Si f es una funcion polinomial con coeficientes reales de grado n,

entonces f(x) = a, X" + ay, ) X"~V + ... + a;x + ag con a, # 0.

RS
é\% Ejercicio 6.2. Funcion cuadrdtica

a) Compare las siguientes graficas

1) yl

42

X

flx) =2x2

2)

Slx) =—2x2

3)

Unidad | ® Leccidn 6 ¢ Clase 1y 2. Grafica de funciones polinomiales

flx) =32

[A]

[%}e

Funciones simétricas
respecto al eje y.

f es una funcién par,
donde: f(-x) = f(x)

Ejemplo:

Funciones simétricas
respecto al origen.

f es una funcion impar,
donde: f(-x) = —f(x)
Ejemplo:

y

[B]
5,\%
(S

Todas las funciones poli-
nomiales son funciones
continuas, es decir, sus
graficas se pueden tra-
zar sin ninguna interrup-
cion.




Comparely?2,équéindicaelsignodel coeficiente en el comportamiento
de la gréfica?

Compare 1y 3, équé sucede con la grafica si disminuye el coeficiente?

b) Analice la grafica de la funcion.
Complete la tabla y verifique esos
puntos en la grafica

-1

0

VA
2

e Al punto V se le llama vértice, ¢ cuadl
es ese punto?
e (Cudles son sus interceptos?

-2

e (Es concava hacia arriba o hacia abajo?

e (Qué tipo de simetria tiene?

c) Grafique las siguientes funciones polinomiales:
cl) f(x) = 3x2

{@3 Ejemplo 6.1. Funcidn cubica

Trace la grafica de f(x) = %x3

€2) f(x) = =5

c3) flx) = —x?

flx) = 2x? - 4x

c4) flx) = 5

El grado del polinomio es 3, y el coeficiente es positivo, por lo que la
forma de la grafica es similar a la grafica 4 de la figura del ejercicio 6.1, es

simétrica respecto al origen.

Los interceptos coinciden con el origen
f)=0-> Fx*=0

x=0

/10)= 2 (02 >1(0) =0

La siguiente tabla permite obtener puntos

Nj= =

de la gréfica
X -2 -1 1
1 1
yo| =4 -3 2 |4

Con esa informacién ya podemos trazar la

grafica completa

-2

A medida que el grado y los términos aumentan, las graficas suelen
hacerse mas complicadas y requiere métodos que se utilizan en cdlculo o
softwares que permitan realizar la representacidn grafica.

Utilice aplicaciones edu-
cativas gratuitas como
GeoGebra para explorar
el comportamiento de
las funciones.

[€]

[%)'\s

Si f(x) es una funcidn se
dice que x = a es un cero
0 una raiz de la funcidn
cuando f(a) =0

[D]
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En este momento nos valdremos del siguiente teorema y hacemos un bosquejo de la grafica.

Teorema 6.1. Teorema del valor medio

Si f es una funcidn polinomial y f(a) # f(b) para a < b, entonces ftoma cada valor entre f{a) y f(b) en
el intervalo [a, b].

Este teorema nos permite afirmar que si f(a) y f(b) tienen distintos signos, existe al menos un cero de la
funcion.

Recomendaciones para graficar funciones polinomiales de grado mayor que 2:

1.

Observar el grado del polinomio y su coeficiente principal. Estos proporcionan informacién acerca de
la forma general de la grafica.

. Encontrar los interceptos.

En el eje x, resolviendo f(x) = O (ceros o raices).
En el eje y, calculando f{0).

. Determinar con la tabla de variacion de signos, los intervalos donde la grafica f'estd arriba del eje x o

por debajo del eje x.
Hacer el bosquejo de la grafica mediante una curva suave y continua.

':@:' Ejemplo 6.2.
a) Grafique f(x) =x3 —x2—2x

Con la informacién anterior trazamos la grafica.

Para determinar los ceros para un polinomio de grado mayor que 2, se puede factorizar o utilizar
division sintética.
flx)=x3-x2—-2x x(x+1)(x-2)=0
=x(x2—x-2) x=0 x=-1 X
=x(x+1)(x-2)

2

Estos valores dividen al eje x en cuatro intervalos:

(_ool _1)1 (_11 0)1 (OI 2)1 (21 +°°)

* Intercepto en el eje y, (0) = 03— 02— 2(0) = 0 entonces el punto es (0, 0)

e Con la tabla de variacion de signos, se determina si la grafica de la funcidn se encuentra sobre o
bajo el eje x.

-1 0 2 VA
Factor/signo | (—oo,-1) | (-1, 0) (0,2) | (2, +o0)
X - - 0o + +
x+1 - 0o + + +
x=2 - - - 0 + ) 1 1 X
/) - + - +
Posicion Bajo el |Sobreel | Bajoel | Sobre el
de la grafica eje x eje x eje x ejex
flx) =x3—x2—2x
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b) Grafique f{x) = x* + 2x3 — 4x2 - 8x
Solucidn: f(x) =x*+ 2x3 —4x2—8x
=x(x3+2x2—4x-8) x(x+2)2(x-2)=0
=x[x2 (x +2)—4(x + 2)] x=0 x==2 x=2
=x(x +2)(x2-4)
=x(x+2)(x+2)(x—-2)
=x(x+2)2(x-2)

v
e Intercepto en el eje y, f(0) =04+ 2(0)3 - 4(0)2—8(0) =0
* Tabla de variacién de signos
-2 0 2
Factor/signo | (=o,-2) | (=2,0) (0,2) | (2, +00) 35 4 S
X - - 0 + +
Sfx) =x*+ 2x3 — 4x? - 8x
(x +2)2 + 0 + + +
x=2 - - - 0 o+
fx) + + - +
Posicién de Sobre el |Sobre el | Bajoel | Sobre el
la grafica eje x eje x eje x eje x
%
é\? Ejercicio 6.3
a) Relacione cada grafica con una ecuacién:
al) v a2) a3)

" 3

2 ‘z‘\ix'

A)fx) =(x +1)(x=1)(x +3)  B) flx) =—x*(x=3) C)flx) =x(x+3)?

b) Trace la grafica de las siguientes funciones
bl) f{x) = x3—3x2—9x + 27 b2) flx) =x3+ 7x2 + 12x
b3) f(x) = x* — 4x2 b4) flx) =x2 (x + 1) (x — 1)?
b5) f(x) = (2 —x)(x2 - 1)

c) Calcule el valor de £, tal que (=1, 0) sea un intercepto en el eje x para la funcidn: f(x) = k x*—3x2 + 5.

d) Calcule el valor de £, tal que el intercepto en el eje y de la grafica
flx) ==x5+ 3x4 + 2x3— 7x2 + x — 2k esté en (0, 10).

e) Trace un bosquejo de la grafica f'siendo una funcién polinomial y considerando la siguiente tabla:
-3 1 4
Factor (=00, =3) (-3,1) (1, 4) (4, +00)
Signo de f(x) + 0 + 0 - 0 +
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Leccién 7. Expresiones algebraicas racionales

Clase 1. Multiplicacion y divisidon de expresiones algebraicas racionales

X i - . . .
~ Ejercicio 7.1. Valor numérico de expresiones algebraicas racionales

: . e 2x2—x—1  2x+1
Considere las siguientes expresiones: AT Y S5

e Determine el valor numérico de ambos parax=2, x=1y x=-1
e Para x = 2, ¢Cémo son las expresiones?
* ¢Qué sucede con las expresiones cuandox=1yx=-17?

Definicién 7.1

Una expresién algebraica racional es un cociente de dos polinomios,
donde el dominio estd formado por todos los nimeros reales
excepto los que hagan que el denominador sea cero.

5@3 Ejemplo 7.1. Simplificacidn de expresiones racionales

. .7 . 2— v —
1. Considere la expresion anterior: %

a2—x—1 _(2x+1)(x—1) _ 2x+1
2—1 (x—1)(x+1) ~ x+t1~
b) Determine el dominio
El denominador es cero si x = 1 porque

a) Factorice (six#1)

x2—=1=0
x=z1 por lo tanto, el dominio es toda x # 1
2. Simplifique

a) _ Ax2—12r 4x(x-3) _ 4x(x—3) _ 2

23— 2x2—12x  2x(x2-x-6) 2x(x—3)(x+2)  xt2
factor comun factorizando por tanteo

six#20,x#3,x#-2

b) a’tab—ad—bd _ alat+b)—d(a+b) _ (a+d)a—d) _  a—d

2a3b — 2ab3 2ab(a2— b2) " 2ab(a+t)a—b)  2ab(a—b)

sia,b#0,a#-b

o) pH1=pimp? _ pPmpriptl . pApt DA (ptl)
pPmp=2pt2  p3=2p2p+2 pAp-2)—(p—2)

- (p+1)(1-p?)
(p=2)(p2—1)

_ (p+1)(1+p)(1—p)
(p=2)(p+1)(p—1)

_ —(pt1)(p=1)
(p=2)(p=1)

- —;_—21 (sip#2, p#+l)

Una expresion algebraica racional se simplifica o reduce a su minima
expresion, si el numerador y denominador no tienen factores comunes.
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[A]

[B]

[%}@

Como las variables re-
presentan numeros rea-
les, les aplican las mis-
mas propiedades.

Para simplificar aplica-

mos: 94 _a d
bd = b " d
_a ,_a

= 17

Solo se “cancela” cuan-
do el numerador y de-
nominador estan expre-
sados con factores.



2®
& Ejercicio 7.2. Simplifique.

a) 6m3—18m2—24m b) 9x —x3 <) x2+3x—18
15m — 9m? x4 —x3-6x2 x2-36
d) 10 + 3r —r2 e) —x* + 3x3y — 2x%2 ) ab?m? = 2ab?mn + ab?*n?
r4+2r3 5x3 — 4x2y — x)? abm? — abn?

X . .. e . . .
N Ejercicio 7.3. Multiplicaciones de expresiones algebraicas racionales

xX?-1  x2+3x+2 . - C
a) Calcule Por—6 il completando los espacios y justifique [C]
cada paso. o
Solucién: =4
X2-1  x2+3x+2 _ (x+1)( ) (x+1)(x+ ) Para multiplicar expre-
X-x—-6 xX2-2x+1 (x+2)x- ) (x= )2 siones racionales utiliza-
Y 2(x—1)(x+ ) mos la siguiente propie-
T +2) (x= ) (x=1)2 dad & . € _ ac
:m Con b, d#0
| Para expresar el producto de expresiones racionales en su minima expresi6n|
1. Factorizar completamente los numeradores y denominadores. Ef
2. Obtener una sola expresién racional multiplicando los factores s

También se puede sim-
plificar antes de expre-
sar el producto.

correspondientes.
3. Cancelar los factores comunes en el numerador y denominador.

Calcule:
5a2+12a+4 a’-2a mn—n2 m2-n?
) : b) :
a*-16 25a2 +20a + 4 m+n n?
)a3+2a2—3a_2a2+3a d)x2+5x+6_x2—5x

4x2 + 4x X+2

b2-5h+6 b?-25 __ 6b
3b-15 2b-4 b2-bH-30

4a2+8a+3 a’-a

l-a b*+b a2
b+1 a—-a?2 b

f)

e)

3@~' Ejemplo 7.2. Division de expresiones algebraicas racionales.

Ax2—y? . 6x2+7xy+2y? _ Ax2—y?  3x% +5xp+2y?
22+ xy—y? " 3x245xy+2y2  2xZ+xp—)2  6xZ+ Txy + 2)?

_ [26+7) (26=7)Bx+2V)(x+7)
(26=7) [xA47) (3x427)(2A47]

=1, sixii%y,x;t—y,x#—%y

Calcule.

Como la divisién es la operacion inversa de la multiplicacion, para
dividir expresiones algebraicas racionales, se multiplica por el
reciproco del divisor.
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o O
é}\% Ejercicio 7.4. Calcule

a)

c)
e)

g)

a’—1 . 542-5a ) x2—-49 . x+7

a+3 2a+6 x¥-121x ~ x2-11x
20m—-30 . 4m—6 d) 9x?2-4 . 3x2+ 2x
1-m?2 " m+1 3x2—-5x+2 ~ 9x*—12x3 +4x2
3x-7 ;( x2+3x—4 _xz—x—Z) ) 3x2-3  x+5 . x2+4x+3
X2+2x T \xB3+x2-4x-4 x*+4x3 x2=25 x?-2x " x?-4x+4

Encuentre una expresidon algebraica racional que al multiplicarla por

2
X2+ 6x+9 ¢ obtenga como resultado 2X+3)
x2-1 x+1

=4
>
Para dividir expresiones

racionales, utilizamos la
siguiente propiedad

a .c_a d
b "~ d b c
_ad
~ bc

conb,c.d#0.

Clase 2. Adicidén y sustraccion de expresiones algebraicas racionales

5@3 Ejemplo 7.3. Minimo comun denominador y adicién de expresiones
algebraicas

1.

1 1
x+1 y x—1"

y que ademas tengan el mismo denominador.

Encuentre expresiones equivalentes a respectivamente

Solucién:

1 1

_ x=1 _ x—1
a) x+1 7 x+1 x-1 ~(

x+1)(x—1)
\tienen el mismo denominador

porque ab = ba
b) 1 - 1 _X+1 - x+1
x—-1 " x-1 x+1 (x—-1)(x+1)

El producto (x + 1)(x — 1) es el minimo comun denominador (mcd) de
ambas expresiones algebraicas racionales.

1 1
2. Calcule P
Solucion:
1 1 _ x—1 x+1 ; ;
P Rl o e Rl o e S igualando los denominadores
_Xx=1+x+1 .
D=1 expresando como una sola fraccion
- 2x . o .
"EF)r=1) reduciendo términos semejantes
Para sumar o restar expresiones racionales, se igualan los denomi-
nadores (usando el mcd) y se simplifica el resultado si se puede.
3. Calcule -2 +1 bx , 3 justifique cada paso.

X2+4x+4  x2—-4  x-2
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[A]

Tal como en las fraccio-
nes, al multiplicar nu-
merador y denominador
por un mismo factor, se
obtiene wuna fraccién
equivalente.

El minimo comun de-
nominador (mcd) se
obtiene al factorizar
completamente los
denominadores y se
expresa el producto
usando cada factor con
el exponente mas alto.

[B]



Solucién:

2x+1 _ _6x 3 _ 2x+1 _ 6x + 3
xX2+4x+4 x2-4  x-2 (x+2)2  (x+2)(x-2) x-2
_(2x+1)(x-2) 6x(x + 2) 3(x +2)2

S22 =2) " x+2)x-2) F w+22x-2)

_(2x+1)(x—2)—6x(x+2)+3(x+2)?
- (x+2)2(x-2)

_ 22— A4x+x-2-6x2—12x+3x2+12x + 12
(x+2)%(x-2)

_ —x?-3x+10
=+ 2)2(x=2)
_ —(x2+3x-10)
T (x+2)(x-2)
_ —(x+5)(x—=72)
T (x+2)2x=72)
—__X*t5 Lz
=T hr2? (Six#-2)
00
é}\? Ejercicio 7.5. Calcule
bx X 3 2
a) x2-9 +x+3 b) xX2-2x+1 x2-1
) x+1 12 d) 1 w w?2+1
€ X2+x—12 7 ¥2+5x-24 w+3 " w1l wZ+dw+3
r+3s 352 v 2x+6 5x 7
) S+ 7 _SZ—I”2+ S—r ) x2+6x+9+x2—9 * x-3

{@3 Ejemplo 7.4. Fracciones complejas

2
-7 4

b_a
. . .a b
Simplifique: 11
a b
Solucién: b p—a?  (b+a)(b-a)
a b _ ab _ ab _(b+a)b—a) . b-a
1 1 b-a b-a N ab " ab
a p ab ab
=(bz;{)ﬂm(ﬂb)j=b+a,(sia,b¢0 a#b)
oo
é}\g Ejercicio 7.6. Calcule
3 3 r s 1
- ris 1-—
a) x—-1 a-1 b) Sz }"2 C) x:-I-Z
x-a r_s? 141
s2 2 X

d) Identifique los errores del siguiente planteamiento.

x—2 _ x—2 _x=2 _ __
i A& T x+2-4 T =277 1
x—1 x—1 x—1

Para sumar expresiones
racionales encontramos
mcd y usamos la propie-
dad

g+£_a+c
d d~ d

.
Una fraccion compleja
es un cociente en el que
el numerador y/o deno-
minador es una expre-
sion fraccionaria.

%},\s

Al trabajar con fraccio-
nes complejas es impor-
tante donde se coloca el
signo.
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Leccién 8. Grafica de funciones racionales
Clase 1y 2. Grafica de funciones racionales

X - -
& Ejercicio 8.1. Compare las siguientes graficas:

C) I b) c) \ y
a4 3 _z\ 12 x

fx)==x-2 |

-4

~

-

-1 1 2 X

JIx) =x3+2x?

-3

d) g e | no

i 2 -1 1 /2 3 a
12 3 ay X
4 3 -2 1 2 3 4y =
L1
| x+2 -2

f(x)=3xz—3 flx)=x-2

i) ¢En cuales funciones su dominio esta definido para todos los nimeros
reales?

ii) ¢Qué tipo de expresion tienen las funciones cuyo dominio no esta
definido para todos los reales?

Las funciones d) y e) se les llama funciones racionales

Definicion 8.1. Funcion racional
Una funciéon de la forma f(x) = % donde g(x) y A(x) son polinomios

es llamada funcién racional, /%(x) no es el polinomio de grado cero.

{@3 Ejemplo 8.1. La siguiente grafica corresponde a la funcion f(x) =

x—1-
El denominadorx—1esceroenx=1,yse 1
observa que: N
Cuando x - 17, entonces f(x) - —oo 2l
Cuando x = 1%, entonces f(x) = +oo .l

, s
Entonces la recta x = 1 se le llama asintota \ |
. ! _ 2
vertical. 2\ W=y
S|
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[A]

#

En las graficas del ejerci-
cio 8.1 determine cudles
son las que pueden ser
trazadas sin levantar el
lapiz de papel.

A estas se les llama fun-
ciones continuas.

[B] =

Notacion | Terminologia

X—>a | xseaproximaaa
desde la izquierda
(valores menores)
x—>a*t | xseaproximaaa
desde la derecha
(valores mayores)
f(x) > +oo| f(x) aumenta sin
limite

f(x)>—o0| f(x) disminuye sin
limite

X —=>+00 | x aumenta sin li-
mite

x—>—o0 | x disminuye sin li-
mite




[€]

Definicion 8.2 Asintota vertical
La recta x = a es una asintota vertical de la funcion, si:
flx)> 400 6 flx) > —o0 cuandox > a*t 6 x> a

%0
N Ejercicio 8.2.
a) Determine las asintotas verticales de las siguientes funciones:

a1}/ = X j 3 a2) flx) = 2x5f 1 a3) f(x) =% ad) flx) = 7x4; ’

b) Considere la grafica del Ejemplo 8.1.
b1) éQué sucede con los valores de f(x) cuando x - —oo?
b2) éQué sucede con los valores de f{x) cuando x = +o0?
La recta y = 0, que coincide con el eje x, es la asintota horizontal de la
funcién.

Definicidn 8.3 Asintota horizontal
La recta y = ¢ es una asintota horizontal de la funcion,
si f(x) = ¢ cuando x = +o0 ¢ cuando x = —oo,

En esta leccion sélo se
trabajara con denomi-
nador de grado uno.

Determinacion de las asintotas horizontales:

Si flx) =

A X"+ @, 1 X"~ 1+ L+ ax + ag
b, x4 by, _1x"" 14 ...+ bix + by

dondea,#0y b,, 20

1. Sin<m, entonces y =0 (el eje x) es la asintota horizontal de la funcion.

. a . . .
2.Sin=m, entonces y = b—" es la asintota horizontal de la funcion.
m

3. Si n > m, entonces no hay asintota horizontal.

<O . .. . , . ..
& Ejercicio 8.3. Determine las asintotas horizontales de las siguientes
funciones racionales:

a) /)= - b) /1) = 254 Q) flx) = L%

Sugerencias para trazar la grafica de una funcién racional: [D]

a) Encontrar los puntos de interseccion con el eje x, es decir, los ceros del
numerador.

b) Determinar y trazar la asintota vertical con una linea punteada.
¢) Encontrar el punto de interseccidn con el eje y.
d) Determinar y trazar la asintota horizontal, si existe.

e) Trazar la grafica en cada una de las regiones del plano determinadas
por las asintotas.
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':@:' Ejemplo 8.2.

a)

b)

fe _ X
Trace la grafica de f(x) = P
al) Interceptos con el eje x Igualando el numerador a cero
x =0, entonces se ubica el punto (0, 0)
a2) Asintotas verticales DR S I e
Considerando el denominador o
2x—1,2x—-1=0, entonces x = % 2
Se traza con una recta punteada .
_ 1 »
=2
a3) Intercepto con el eje y a5) Trazar la gréfica en cada regién Como la
110) = 2(0())_ - 0 el punto es (0, 0). Es el a5|r.1tota vertical divide al plano en dos
regiones:
mismo que se obtuvo en al) R1:la region a la izquierda de x = %
a4) Asintota horizontal R2: la regién a la derecha de x = %
Como el grado del numerador es igual . )
al grado del denominador, entonces la Con los interceptos o algun valor de prueba
, . 1 se traza la forma general de la grafica.
asintota horizontalesy = 5.
Dada la siguiente informacidn: asintotas y puntos de la grafica. Grafique y encuentre la férmula de la
funcidn racional.
b1) Asintota horizontal: y =0
b2) Asintota vertical: x = -1
b3) Intercepto en y: (0, —3)
b4) El grado del denominador es 1
Solucién:
Si la asintota vertical es x =—1, entonces x + 1 =0, y el denominador es x + 1.
Como existe la asintota horizontal y = 0, entonces el grado del numerador es menor que el grado del
denominador.
Vs
Sabiendo que el grado de este es cero, entonces f(x) = . f T .
Para obtener la expresion del numerador se considera el 2 f(x)=_xT31
punto (0, —3). )

0+1

Podemos concluir que f(x) =—
y la grafica es la de la figura
de la derecha.

-2

/

|
|
|
|
I
I
I
I
:
|
f0)= =%~ =-3asiquea=-3 T 1 T N
I
:
—_— |
x+1 I
|
I
I
I
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o/ O
6\2 Ejercicio 8.4.
a) Grafique las siguientes funciones racionales

4
x+1

2= 5,73

al) f(x) =

a3) flx) = 5.5

a4) fx) = =
a5/ =575

a6) 1) = =

b) Encuentre una ecuacién de una funcién racional f cuyo grado del
denominador sea 1y satisfaga las condiciones dadas.

b1) asintota vertical: x = 3
asintota horizontal: y=0

Interseccion con el eje y: (0, 2)

b2) asintota vertical: x = —%
asintota horizontal: y=1

interseccién con el eje y: (0, 0)
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Leccién 9. Funciones especiales

Clase 1y 2. Grafica de la funcidn valor absoluto

'—@5 Ejemplo 9.1. A continuacion se mostraran dos maneras de analizar la
grafica de la funcién de valor absoluto.

1. Considere las graficas de f(x) = x, f(x) = =xy f(x) = | x|

¥
3

1

y
3

1

flx)==x

-4 -3 -2 -1 1 2 3

-2

-3

Note que la grafica de f{x) = | x| se verd como la graficay=xparax=0

-4 3 -2 -1

-1

-2

-3

1 2 3 4x

y como la graficade y=—xparax<0

-4 -3 -2 -1 1 2 3 4x

21 flx) = | x|

2. Si se conoce la grafica de f(x) = x, ¢CoOmo podemos obtener la grafica

de f(x) = |x|?

e Se grafica el trazo que se ubica

sobre el eje x

e lLa parte de la grifica que esta
por debajo del eje x se refleja con

respecto a este eje.

Para los valores de x tales que x es
positivo o cero el valor absoluto no
tiene efecto en la grafica. Para valores
de x tales que x es negativo, el valor absoluto es positivo y por eso se

refleja sobre el eje x.

5@3 Ejemplo 9.2. Grafique y = |x + 2|

BN W

4 3 2 1 | 1 2 3 ax
PRt

21 flx)=1x]

~<—La linea punteada se
refleja sobre el eje x

e Utilizando el método anterior, graficamos y = x + 2, encontrando el
intercepto en x (-2, 0) y como la pendiente es positiva, se refleja la
parte de la grafica que esta bajo el eje x que corresponde a x < 2.

e Esta manera es reconociendo que el valor minimo posible para y es

cero.

Entoncesx—2=0yx =2, por lo que el punto minimo de la grafica sera
(=2, 0) y de x = =2, considerando la misma cantidad de unidades a la
derechay a la izquierda, el valor de sus imagenes sera la misma.
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[A]

.g.

@

|x] =x,six20
|x] =—x,six<0

[B]



x=-2

Tres unidades Tres unidades
alaizquierda a la derecha
x=-5 x=1

fl-5)=|-5+2| =3 fll)=11+2|=3

Entonces f(5) = f(1)

y,./

-4 -3 2 -1 12 3 4
X

=
=
1
=
+
¢y N

e También se puede obtener la grafica de f(x) = |x + 2| desplazando la
grafica de f(x) = | x| dos unidades a la izquierda.

0
& Ejercicio 9.1.
a) Grafique las siguientes funciones.

al) flx) = [=x|

ad) flx) = [2 - x| a5) flx) = | 2x]|

b) Considere la grafica de la derecha,
équé diferencia a las graficas

) =l=x[ yflx) =~|x]?

a2) fx) = |x + 3|

a3) flx) = [x-1|

a6) f{x) = | 2x — 5|

c) Explique por qué la funcién
f{x) =|x| +x en el intervalo (—eo, 0) es 0

-4 -3 2 -1 1 2 3 4

- Sx) ==1x|

-4 -3 -2 -1 1 2 3 4x
-1

-3
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Clase 3. Funcion mayor entero

"@" Ejemplo 9.3.
a) ¢Cual es el mayor numero entero que es menor a 2.35?
éCual es el mayor nimero entero que es menor a —\/g ?
Lo anterior se representa como:
[2.35] =2

[-/5]=-3

Definicion 9.1
Si x es un numero real, el simbolo [x] se define como: [x] =#n, donde
n es el mayor entero tal que n < x.

b) Considere la siguiente tabla de y = [x]:

AEEEYEEARSE
O I T T T A

Si2<x<3,écudl es el valor que le corresponde ay? R: 2.
A la funcién anterior se le llama funcién mayor entero.

Definicién 9.2
La funcién mayor entero f esta definida por f(x) = [x] =n,
n<x<n+1l,donden€”Z yxceR.

c) Trace la grafica de f(x) = [x]

X ‘ -2<x<-1 ‘ -1<x<0 ‘ 0<x<1 ‘ 1<x<?2
f(x)‘ -2 ‘ -1 ‘ 0 ‘ 1
e (Cudl es el dominio? A
T . Va o
El dominio es el conjunto de los
, 3 —o0
nuameros reales.
2 &0
e (Cual eselrango? 1 &0
El rango de f'es el conjunto de los ————— 2
enteros. —d -1
, . S1x) =[x
e ¢(Cudles son los interceptos? .
Interseccién en x: todos los puntos
*—0 -4
dondeO0<x<1

Interseccion en y: (0, 0)

A esta grafica también se le llama funcién escalonada. Esta funcién
exhibe una discontinuidad.
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[A]

@

El simbolo [x] se lee
“mayor entero de x”

[B]

Siempre que x se en-
cuentre entre numeros
enteros sucesivos, la
parte correspondiente
de la grafica es un seg-
mento de una recta ho-
rizontal.



d) Analice la siguiente grafica:

D e RRIERIERRN. ' SRR SRR SRR

: ; LY ; ; : e Complete la tabla:
,,,,,,,,,, e LS I EUR SERPRI X

: | | : : : -2<x<-1 4
R R O 2t

‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ -1<x<0

!3 !z J1 1 }z ;? 0<xx<l1
e 1<x<2
e o (RRRREE R e——0 ¢ (Cudl es la ecuacion de la
: : : : : grafica?
,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,, S s

& Ejercicio 9.2. Grafique las siguientes funciones.
a) flx) =[2x]

o) fx) =[5 ]

c) flx) =-[x]

*d) f(x) = [—x]

e) flx)=[x-2]

*f) flx) =11-x]
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Matematicas Il

Unidad
1

Funciones
trascendentales

@ Leccion 1: Funciones exponenciales
@ Leccion 2: Funciones logaritmicas

@ Leccion 3: Resolucidon de triangulos

@ Leccion 4: Graficas de las funciones trigonométricas

/

- { Algo de historia >

Cauchy fue un matematico francés, nacié el 21 de agosto de
1789 en Paris, era el hijo mayor de un abogado catélico y realista,
debido a la revolucion tuvo una nifiez precaria. Fue educado en su
casa por su padre e ingresé a la escuela hasta que tenia 13 anos
destacandose en la academia por lo que recibié varios premios,
luego ingresd a la universidad obteniendo el titulo de ingeniero
civil.

Su primer empleo fue como ingeniero militar donde contribuyé a
construir las defensas en Cherburgo, unos anos después regresé
a Paris donde fungid en diferentes puestos en la Facultad de
Ciencias, La Escuela Politécnica y El Colegio de Francia.

Augustin Louis Cauchy
(1789 — 1857)

Al cumplir los 26 anos Cauchy ya se reconocia como uno de los matematicos de mayor
prestigio, se considera un pionero en el andlisis y la teoria de permutacion de grupos, realizo
investigaciones sobre la convergencia y la divergencia de las series infinitas, ecuaciones
diferenciales, determinantes, probabilidad y fisica matematica, precisé los conceptos de
funcidn, limite y continuidad; produjo varios escritos que contribuyeron en gran medida
a la matematica, por lo que existe una variedad de términos matematicos que llevan su
nombre tales como el teorema integral de Cauchy, la teoria de las funciones complejas, las
ecuaciones de Cauchy-Riemann y secuencias de Cauchy.

Augustin Louis Cauchy fallecié el 23 de Mayo 1857 en Sceaux, Francia.

Fuente: http://www.biografiasyvidas.com/biografia/c/cauchy.htm




Leccién 1. Funciones exponenciales
Clase 1y 2. Potenciacion: Exponente natural

5@3 Ejemplo 1.1. Una nifia ahorra todos los dias, cada dia aumenta su
ahorro al doble. Si comenzd con L. 2.00.
éCuanto dinero tiene al tercer dia?
¢Cudnto dinero tiene al quinto dia?
éCuanto dinero tendra en 10 dias?
Solucidn:
El primer dia tiene: 2
El segundo dia tiene: 2 x 2 - aumenta el doble.
El tercer dia tiene: 2 x2 x 2 —> el doble del segundo dia.

* Al tercer dia tendra 2 x 2 x 2 = 8 lempiras ahorrados.
2 x 2 x 2 se puede expresar utilizando potencias como 23 =8
* Al quinto dia la nifla tendrd: 2 x 2 x 2 x 2 x 2 = 25 = 32 lempiras.
* A los 10 dias la nifia tendra 210 = 1,024 lempiras.
* 23 25,210 s0n ejemplos de potencias.

|—> exponente

23=8
|—> base

Definicién 1.1
La potencia es una forma abreviada de escribir un producto formado
por varios factores iguales.

[z

& Ejercicio 1.1.

a) Escriba en forma de potencia.
al)2x2x2x2

a3) (=5) (=5) (=5) (=5) (=5)

a2)1.2x1.2x1.2

4 (3)2)(3)

as) (— )(—1 ) (%) a6) ()00

? f)all)c :Ise b2) (—3 )° b3) (~0.1)?
b4) (-3)5 bs) (£ )? b6) (22)?
b7) (—5x)* b8) (4x)? b9) 7(2x)?
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[A]

#

En23=8

2 representa la cantidad
que se multiplica.

3 representa el nimero de
veces que se multiplica 2 y
8 es el resultado de la po-
tenciacion.

La lectura en potencias:
22: dos al cuadrado

23: dos a la cinco

210. dos a la diez

®
2

9,
i
¢
Base: es el numero que se
multiplica por si mismo.

Exponente: indica el nu-
mero de veces a multipli-
car la base.



@ Ejemplo 1.2. Encontrar el nimero en la casilla

a) (-2)4x (-2 = (~2)] b) (~2)° + (~2)° = (~2)-

o) ((-2)2° = (-2)- d) 33 22 x = (1)
e) (8x4)2)(-3x3y) = —24nyD f) (g_f;)z - %xD
Solucion:

a) (=2)*x(=2)* =(=2)(=2) (=2) (=2) x (=2) (=2)

4 veces (— 2) 2 veces (—2)
N

= 2)( 2) (=2) (—2) (-2)(-2)

6 veces (—2)
= (-2)s
\cinco veces (—2)}
( 25 (=2) (=2) (=2) (=2) (=2) _, .\,
“tres veces (=2) )
= (-2)2

O (=27 = (-2)(-2) x (-2) (-2) x (-2) (-2)

\2 veces (—2) 2 veces (—2) 2 veces (—2)}

3 veces (-2 x -2)

= (-2) (-2 (-2) (-2) (-2) (-2)
= (-2)°

d)x3-x2-x=x-x-X"X-X"X
=x3+2+1=x6

e) (8x*)?)(-3x3y) =8(-3)x X X X XX "Xy Y-y
=_24x4+3y2+1 =_24x7y3

35290 _ 9 oo 9
0 (35) =26 =9 =2

[B]

[%}‘Q

El exponente 6 surge
de sumar los exponen-
tesdy 2.

(-2)¢+2= (-2)p

L%J’e

En b) el exponente surge
de restar los exponentes
5y3.

(-2)5-2= (-2

[%'\s

En c) el exponente 6 sur-
ge de multiplicar los ex-
ponentes 2y 3.

(222 = (-2)s

[%}"“

Cuando se tienen varia-
bles también se puede
aplicar las operaciones
con los exponentes.
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De los ejemplos anteriores surgen las siguientes propiedades:

Propiedades de los exponentes
Para todo niumero real a # 0 y dos niumeros naturales m y n se tiene:
1)amxan=am+n 2) am =gt =gmn-n 3) (am)”:amxn

o’ O
e)\% Ejercicio 1.2. Escriba en |la forma de potencia aplicando las propieda-

des de los exponentes.
o) (=3 )(-2)°

) (-5)° + (-5

a)35x 32 c) (1.3)2(1.3)3

0(-2)+ (=)

d) (=2x)3 (-2x)?

31,5 .
g) () + (x)° ) s ) [=3)7
3.2\5
(S TS T
m) = 14at4bs q) _36x%%
—18a2h10 —12x5)5
{@3 Ejemplo 1.3. Calcular
a) 53 + 52 b) 42 x 32 c) 62+ 32
Solucion:

a)53+52=53-2=51=5 p)42x32=4x4x3x3=4x3x4x3=(4x3)?

=122=144

62 6x6 6 6 6 \2
22722-Y _ YAV _ Y O _ _22_
C)6 '3_32_3X3_3X3_<3) 4

De los ejemplos anteriores surgen las siguientes propiedades.

Seaaz#0
dal=a

5)arx b" = (a x b)" 6)a"+b"=(a=+b)

R
& Ejercicio 1.3. Escriba en |la forma de potencia aplicando las propieda-
des de los exponentes.

a) (-5) b) (-3 )" ) (-2.4)1

d) (—4)3 x 33 e) (%)5 < (7) f) (=0.2)7 x (3.5)7
g) (12)3 = (4)3 h) (%)5 : (_§)5 i) (7.2)3 = (1.4)3
i k) (5x)3 x (2y) 1) (122)% + (4w)*
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>

2

Las propiedades se pue-

den nombrar:

1) Multiplicacién de po-
tencias de igual base.

2) Divisién de potencias
de igual base.

3) Potencia de una po-
tencia.

Puede dejar los resulta-
dos como potencia.

[C] [g}@

¢Qué tienen en comun
las potenciasen by c?

[%1/'@

En a) 5 esta elevado al
exponente 1 y es igual
as.

Las propiedades 4,5y 6

se pueden nombrar

(4) Todo numero eleva-
do al exponente 1 es
igual al mismo nu-
mero.

(5) Multiplicacién de po-
tencias de igual ex-
ponente.

(6) Division de potencias
de igual exponente.



Clase 3 y 4. Potenciacion: Exponente entero

O Ejemplo 1.4. Calcular
35+3° x4+ x4
Solucion:

Aplicando la propiedad (2) de divisién de potencias de igual base se tiene:
35+35=35-5=30 XA+ xt=x4-4=x0
Desarrollando las potencias Iguales Iguales
3°_3x3x3x3x3_ X _xexex-x _

35> 3x3x3x3x3

XA X x-x-Xx

De los dos calculos anteriores se puede concluir que: 30=1; x0=1

Surge la siguiente definicion.

Definicion 1.2
Para un numero “a” diferente de cero se define que a° = 1.

% o}
é\s Ejercicio 1.4. Calcular

1 2\7. (2
a) 3° o) (-5 )’ A (5)+(3)
d) (-1.8)° e) (-15)°+(7)° f) (=2)° (=3)°
g) (1.5)3 + (1.5)3 h) x3 + x3 i) [(-15y)0]
i) s ) (32 )2)° +

5@3 Ejemplo 1.5.
Escriba en la forma de potencia aplicando las propiedades de los
exponenete 23 + 25

Solucion:
Aplicando propiedad (2) division de potencias de igual base se tiene:
23+25=23-5=2"2

Desarrollando la division de la forma % se tiene:

23+25=2_3= 2x2x2 _ 1 _ 1
25 2x2x2x2x2 2x2 22

. . . . 1
Por los cdlculos anteriores se puede inferir que 272 = 57

[A]

L%J/&

Todo numero real dife-
rente de cero elevado
al exponente cero es
igual 1.

Para demostrar que

X
. a
a® =1 se tien 3 =1.
Todo numero dividido
entre el mismo da 1.
Por lo tanto, aplicando
division de potencias
de igual base se tiene:
ax

? - ax—x: ao
Comoa*+a*=a%ytam-
bién es igual 1, se con-
cluye quea®=1

[B]

L%},@

El exponente que resul-
ta es exponente entero
negativo.
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Del ejemplo anterior se deduce la siguiente definicion.

Definicion 1.3

Para “a” distinto de cero y un nimero entero n se tiene que: a™" = %

Sisetienea # 0y myn dos numeros enteros tendremos:

Sin =0 se tiene *am+an=2—rs
arxamr=a%xgn=q0+m=gm :amX%

Sim =—n se tiene: =qgmn-q™h
arxar=ag'xat=qnt(=g0=1 * <%>n= (ab-1) = qrbn

% 0
é}\% Ejercicio 1.5. Escriba en la forma de potencia que su exponente sea

positivo

a) (~5)-3 b) 4-7 ) (%)‘5 d) (=0.1)-2
e)(7.2)4 f)ad xa* g) (a>) a2 h) a3 + a2
i) 52 x 3-2 ja?xa K (4)”

7RG
6\8 Ejercicio 1.6.
Aplicacion de las propiedades de potencias.

a) Un edificio tiene 5 pisos, cada piso tiene 5 departamentos, cada
departamento tiene 5 ventanas y cada ventana tiene 5 maceteras con
5 rosas cada una. ¢ Cuantas rosas hay en el edificio?

b) Carlos quiere ahorrar y cada semana ahorra el doble de la anterior. Inciso (b)
Completar la tabla en donde se visualiza el plan de ahorro y expresar Semanal Ahorrol Potencia
como potencia (Elabora un grafico que muestre el ahorro de las 1 1
primeras 7 semanas).

2 2

¢) En una tienda reciben 23 cajas de dulces, en cada caja hay 24 paquetes 3 4
de dulces con 22 dulces cada uno. ¢ Cuantos dulces ha recibido la tienda 4 8
en total? 5 16

_ , 6 32

d) Se han comprado 42 mazos de rosas, cada mazo tiene 32 filas con 12

s 7 64
flores cada uno. ¢ Cudntas flores se han comprado?

e) Un paquete de jugo trae 6 unidades y tiene un valor de 63, calcula el
valor de cada unidad.
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Clase 5y 6. Radicales 1

@ Ejemplo 1.6. Calcular las siguientes potencias:
22,(-2)%, 23, (=2)3, 2%, (-2)%, 25, (-2)°

Potencia
22 4
(-2)? 4
23 8
(-2)? -8
24 16
(=2)* 16
25 32
(=2)° -32

¢Qué relacion hay entre la potencia y la raiz de un nimero?

Si se tiene: 22 = 4 la potenciacidn es la operacién inversa a la radicacion

por lo que se expresa como:

indice

v
\/Z =2 porque

il

cantidad sub radical

5@3 Ejemplo 1.7.
Aplicando la relacién entre potencias y raices.
Escriba las potencias del Ejemplo 1.6 en forma de raices

Solucién:
Potencia Raiz
23 8 38 =2
(-2)3 -8 Y-8 =-2

24 16 4/16 =2
25 32 /32 =2
(-2)5 -32 332 ==2

[A] R

[%}
Observa que cuando
en una potencia la base
es positiva el resultado
siempre sera positivo y
cuando la base es negati-
va el signo del resultado
depende del exponente.
Si el exponente es par
el resultado es positi-
VO, pero si es impar es
negativo.

En una raiz cuadrada el
indice es 2.

En 9no grado calcula-
ron raices cuadradas
donde se estudid Ia
relacion de la potencia
con la raiz.

P2=ay Ja =b

Cuandoa>0yb2>0
indice
27=8 > 3/8 =2

v

es la raiz cantidad
sub radical

[%)'\s

En la raiz el nimero 3
se llama indice vy signi-
fica el nimero de veces
que debe multiplicarse
la raiz 2 por si misma
para que dé la cantidad
subradical 8.

*"\/6=0
*3/0=0,%0=0
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Definicion 1.4
Si n es un numero natural par y a 2 0 entonces ”f = b si y solo si
br=a,b20.Sinesimparya€ R entonces "}/a =bsiysolosib'=a.

La relacién entre la potencia y la raiz se puede apreciar en las siguientes
graficas:
cuando n es par cuando n es impar

A

y i y

________

- —————

_nﬁai wa _f
1
1
|

o —————

Va | X

% Ejercicio 1.7. Calcule las siguientes raices.

a) /100 b)—/49 c) 3/125
e)—4/256 f) 3/243 g) /128

d) 3/—125
h) 3/—343

':@:' Ejemplo 1.8. Calcule

a) /81 b) 3/—27

Solucion:
Escribir las cantidades sub radicales como potencias.

c) /243

Se tiene:

/81 = {92 3243 = §/3°

Se puede observar que al escribir las cantidades sub radicales como
potencia el indice es igual al exponente por lo que se puede expresar:

Y—27 = 3/(-3)

a)@=9%=91=9
b) /(=3 =(-3)5 =-3
0) %/3° =35=31=3

66 ‘ Unidad Il e Leccién 1 e Clase 5y 6. Radicales 1

%}\Q

Las grdficas represen-
tan las relaciones que
existen entre la poten-
ciay laraiz
En ”\f =bh

Si a es negativo y n
es par entonces " a
no esta definido en R,
esta definido en el con-
junto de los numeros
complejos.

*

Si se tiene a > 0 se pue-
de calcular —”\/E ya
gue la cantidad subra-
dical es positiva.

-Ya =-b

Ejemplo —«/Z ==2

Aunque (-2)2 = 4 no
se puede expresar \/Z
= —-2. Porque «/Z es la
raiz positiva (se llama la
raiz principal) de 4.

No puede ser numero
negativo.



Del ejemplo anterior surge la siguiente propiedad.

( Sea a un nuimero real, sinesparya=0,6 n esimpar entonces
n n —
a’ =a

Z&‘Z Ejercicio 1.8. Calcule

2 33 b) 375 ) Jea ) 3/729
e) 3/y3 8) 3/x%3 g) 3/ 25m5

Clase 7. Radicales 2

@ Ejemplo 1.9. Calcule [l
3 3 = 3 o
a) \/5 b) 108 C) 54 - \/E 9@

d) (%/16)° e) v¥/a9 f) vV3/x7 Cuando se calculan rai-

ces inexactas se pue-
Solucion: den simplificar como se
a) Como /32 es inexacta utilizaremos la descomposicion de 32 en dos hizo en 9no grado.
factores de tal manera que uno de ellos tenga raiz cuadrada exacta.

V32 = y8x4 separar el producto y obtener la raiz de 4 Nota que
_ Jg x ﬁ V32 se puede expre-
sar como

= J/4x2 x 2 descomponer 8 \/Z X /§

- X y2aX luego
=2J>(ZZXJ€ ’ ﬁgxﬁxf=4ﬁ

=42

b) 3/108 descomponer 108 en factores primos. 108 |2 >22
3/108 = 3/22x 33 54 |2
\/ \/2 X3 > separando el producto
=3 22 X 3\/? 27 |3
- . . 9|3 33
= 3/22 x3 —> aplicando la propiedad
313
=3 3\/? n\/; =a
1

=33\/Z
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c) ¥/54 +3/2

Solucién:

@\/W%ffa%

d) (4/16)° = (4/16) x (4/16)
=4/16x16 .. “a x%b = "axbh
= 4167 =447’

e) V¥/49 =372
= €/72 - multiplicando los indices 3x 2 =6
=3/7 > dividiendo el indice 6 +2

) VA7 = §/x7 = xS x = a8 §x =x8x

Del Ejemplo 1.9 se derivan las siguientes propiedades:

[%)'@

Ambas raices tienen el
mismo indice.

[%}@

En f) la primera raiz es
cuadrada y la segunda
es cubica por lo que
aplicando la multiplica-
cién de indices se tiene

\/% esigual &/x.
x="%a - 1/b entonces

p
a>0,b>0,mynson nimeros naturales.

(@) Y x 4 - s

2/b
) Wa = a ) R =

(2)

axb

(3) (%/a)m = n/am

wi=(Ya 3p)

[ 2N
x"=ab
Por tanto

-

%
e}\? Ejercicio 1.9.
Seanx >0, y >0, calcule aplicando las propiedades:

a) V8 b) 4/84/4
d) 3/72 e) 4/16x*

c) ¥/500
f) /27x5

g ¥/V8 h) \/y/xe )
) ? 0 /2 ) V352126

n) ¥/y/(82)*

m) (3/8x)?
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Clase 8. Exponente racional

‘:@3 Ejemplo 1.10. Aplique las propiedades de los exponentes para en- [A]
contrar (an)"

Solucion:

(an)™ = anxm aplicando potencia de una potencia.

Sin= % y m =1 encuentre a*™

Wl
W=

as xl=aq

., 1 1
En la expresidn a3 la base es a y el exponente es 3 se puede expresar

1 . - .
como: a3 = 3/a . De aqui surge la siguiente propiedad:

Sia esunnumero real,a>0ynesunnumero enteron 2 2, entonces:

a%:%.

2’;\5‘2 Ejercicio 1.10. Aplique la propiedad y calcule. [B]
a) 42 b) 83 c) 163 d) 273
e) 1083 f) 4324 g) x3 h) x3 y3

@ Ejemplo 1.11. Aplique las propiedades de los exponentes para en-
contrar amn si

-3 - -_4 -1
a)m= a n=2 b)m= 3 n=
Solucion:

a) Sustituirmynenamn

3 6 3
amn = asz = a4 =q?

N[

3 3
a? se puede expresar como a2 = (a>)

3,1 _4 _2 _2
b)amn=a %2 =a ¢ =a 3. a 3 sepuede expresar como:
2 1 . . .
a 3 = —5 aplicando la propiedad del exponente negativo a1 = %
as
1

De este ejemplo surge la siguiente definicién:

Definicién 1.5
Sia es un numero real a >0, m y n son numeros enteros sin factores
1

’ m , _m
en comun, n 22 entonces: a” = Ya" 6 a 7 =

Unidad Il e Leccion 1 e Clase 8. Exponente racional
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o’ ©
e}\% Ejercicio 1.11. Sean x >0, y > 0. Simplifique cada expresion

a) 83 b) 642 ) 164 d) 273
e) 163 f) (%)_% g) 2573 h) (%)%
) @) (et k) (1ex2yE)f

Clase 9y 10. Exponente racional y real

5@3 Ejemplo 1.12.
Simplificar las siguientes expresiones.

2 2)E)  wiel aE) o %
Solucion:

a) Se aplica la propiedad de multiplicacién de potencias de igual base.

(22)(28)=20"3 =23 = ¥/25 = /2% 22 = 3/2° - /22
=23/22 =23/a

2 2 2
b) (2)° (5)*=(2x5)®> - multiplicacién de potencias de igual exponente

2
= 10° = ¥/10% = ¥/100

=31=3 - potencia de una potencia
- 1 C ey . .
=3 * = —= - divisién de potencias de igual base.
% p g

o’ 0
e}\% Ejercicio 1.12. Sean q, b, ¢, t, x, y > 0. Aplique las propiedades de los
exponentes y simplifique:

1 3

233 o) (57

c) /88 d) /486 /32
g) ¥/5273/5"° h) V56 y/10¢*
i) V/162° 5 V)* j B2t

(26-1)3

w(n

e) (x»)
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[A]

[%J’@

Para simplificar las ex-
presiones es necesario
aplicar las leyes de los
exponentes estudiados
enlaclase 1.



5@3 Ejemplo 1.13. Sea x > 0. Simplificar [B]
a)(24x5)%+8x«/? b)x%+x%-x%
Solucién:
a) (24x5)% +8x «/?
=2%% 3y 5% +23x53 Potencia de potencia. 8 = 23
=26x57 +23x53
=26-3x 5%+% Divisién de potencias de igual base
=23x54
= 5000
1 1 2 1_1.2 .
b)x? +x®-x%=x2 ¢ 3 =x1=x aplicando leyes de los exponentes.
De los ejemplos anteriores surgen las siguientes propiedades.
Sean a, b, wy z numeros reales, a > 0, b > 0, entonces:
(D)avar=av+** (2) (@7 =av = (3) (ab)¥ =a» b»
We gz = gw—2z ay _ a_w
(4)a¥+a =a 5) () = 45
% o}
é\s Ejercicio 1.13. Sean b, r, s, y > 0. Simplificar
% 1 1 4
a) (33x4)° +16x ¥/3 b)9°+9°x9°
7\% 1 3 217
(&) x25° +7° d)[(%)"']“
&) Wy x ¥y + ¥y f) &8s + Vs
g) b x ¥b +3//p°
‘O" Ejemplo 1.14. Calcular a* si : [c]

a)w=«/§ a=4

Solucién:

a) av=4"7

[%}’@

En las propiedades ante-
riores los exponentes w
y z pueden ser cualquier
numero real.

b) w=1.3 a=3

Obtener \/5 en la calculadora:

71
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\/E =1.414213562 - considerar la siguiente sucesién: 1, 1.4, 1.41,
1.414,1.4142,1.41421, se tiene lo siguiente:

41= 4

414 = 6,964404506...
4141 = 7,06162397...
41414 = 7.100890698...
414142 = 7.102859756...
4141421 = 7,102958223...

372 es un numero irracional ya que

es un decimal infinito y no periddico.

41414213 = 7, 102987764... = los numeros de esta sucesidn se aproximan
cada vez mas a 472 =7.102993301...
b) w=1.3 a=3
av = 31.3
Si se resuelve en la calculadora tenemos:
31=3
313=4,171167511...

Pero se puede observar que 1.3 es un numero racional ya que se puede
escribir de la forma: %

- 13
13= 45~

13 _ 242 _10/313 _
Por tanto 313 = 310 = 3% =4.171167511. ..

Se puede notar que la respuesta es exactamente la misma.

o/ ©

&Z Ejercicio 1.14.

Utilizando la calculadora resuelva las siguientes expresiones.
V2

2) 5*° o) (3)

c) 412x 47 d) 15" + 573

e) 8 + 872 f) 27
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[%}e

- Cada uno de estos
numeros representa
una aproximacién de
\5, entre mas cifras
se utilicen mejor sera la
aproximacion.

[%}e

* Toda expresién expo-
nencial @* con a > 0 po-
see un valor sin impor-
tar si el exponente es
racional o irracional.




Clase 11 y 12. Definicidon de funciones exponenciales

‘:@3 Ejemplo 1.15.

Complete la siguiente tabla, encontrando los valores para a* donde a = 2

_ _3 | _ 1 3
X 2 5 1 0 5 1 > 2
y=2¥
Solucién:
_ _3 _ 1 3
X 2 3 1 0 5 1 > 2
y=2x % 0.35355... % 1 [14142.] 2 |2.8284.| 4

Para cada valor que se da a x, 2~ tiene un valor Unico, por lo que a la

relacion y = 2¥ se le lama Funcion Exponencial.

Definicion 1.6
Funcién Exponencial

Sia>0ya#1unafuncidon exponencial y = f(x) tiene la forma f(x) = a~,
el nUmero a es una base, x es el exponente.

Las funciones exponenciales pueden representarse mediante una grafica.

Grafica de f(x) = 2~.

En f(x) = 2* La base
2 > 1 por lo tanto, la
grafica crece cuando x
aumenta.

[A] @F

Puede usar calculadora.

[%},‘“

Encontrar las potencias
de 2* cuando x recibe
diferentes valores.

1

Recuerda que 2—*= >

27" =n/2"

4

flx)=x2, flx) =x3, no
son funciones expo-
nenciales, en las fun-
ciones exponenciales
la base es una constan-
te y el exponente una
variable.

[%}l‘“

y = 2* también puede
expresarse como f(x)
= 2%y se puede seguir
encontrando valores.
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@ Ejemplo 1.16. Graficar y = 2~

Solucién 1
y=276 f)=(3)

Tabla de valores

x 3 | -2 | -1 0 1 2 3
_ (1 1 1 1
v=(3) 8 4 2 1 2 7] 8

1

Eny= (—)x, la base 0 < % < 1 la grafica de f(x) es decreciente, es decir,

2

que entre mas grande sean los valores que toma x, f(x) tiende a cero.

De lo anterior se puede inferir.

Vs

en R, dondea >0y a# 1 se tiene:

Grafica de fparaa>1

y
y = ax
a B/
1 X
Creciente

La funcidén exponencial f'con base a; f(x) = a* para todo nimero x

Graficade fpara0<a<1
yl

=aX
’ aPr~__

Decreciente

o
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¢

o

Recordar la propieda
de la potencia

e b ()

[%'e

En una funcién exponen-
cial se excluye a = 1 ya
que resultaria la funcién
constante f(x) =1¥=1

*También se excluyen
las bases negativas ya
gue hay valores que no
estan definidos en los
numeros 3reales como,
Sx)=(=2)> flx)=(=3)°
especialmente cuando
los exponentes son nu-
meros racionales con
denominador par.



@ Ejemplo 1.17.

Graficar y = 3* y graficar y = 3-*en el mismo plano cartesiano.

Solucién:
Tabla de valores
X -3 -2 -1 0 1 2 3
=3 | 5 | § B 1 3 9 27
_(1\x 1 1 1
y= <§) 27 9 3 1 3 3 55
La gréfica
y=3
i f) = (3) es la
reflexion de la gréfica
flx) =3~
con respecto al eje y.
-4 3 1 2 3 4y
-1

%
é\% Ejercicio 1.15.
Represente graficamente las siguientes funciones

a) f(x) = 6 b) f(x) = 6
€) /x) = (1.5)" d) f(x) = 5
e) flx) = 5 /W =($)

g /)=(%)"

Unidad Il e Leccidn 1 ¢ Clase 11y 12. Definicion de funciones exponenciales

75



Clase 13 y 14. Caracteristicas de las graficas de las funciones exponenciales

@ Ejemplo 1.18.

Considerando las graficas del Ejemplo 1.17.
Encontrar el dominio, intercepto, asintota horizontal.

Solucién:
flx) =3~

e Dominio de f(x): los niumeros
reales (—oo, +00)

e Rango f(x): R* ¢ (0, +0)
* Intercepto en el ejey: (0, 1)

* |Intercepto en el eje x: no tiene
interseccién con el eje x.

e Asintota horizontal y = 0, es
decir, el eje x.

e fesuna funcién creciente

+00 X

f=3==(3)

Dominio de f(x): los numeros
reales (—oo, +00)

Rango f(x): R* 6 (0, +0)
Intercepto en el eje y: (0, 1)

Intercepto en el eje x: no tiene
interseccidén con el eje x.

Asintota horizontal y = 0, es
decir, el eje x.

f'es una funcidn decreciente

[N

Caracteristicas de una funcién exponencial de la forma f(x) = a~.
e El dominio de f'son los nUmeros reales. R ¢ (—oo, +00).
* Elrango de f'son los numeros reales positivos: R* 6 (0, +0).
e Elintercepto enyes (0, 1), f no tiene intercepto en x.
e La funcidn f'serd: creciente sia > 1y decrecientesiO<a<1.

e La asintota horizontal es y = 0, es decir, el eje x.
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[A]

2o

<
¢Qué tienen en comun las
gréficas de f(x) = 3% y

- (3

fx) =3y f(x)=3"son

reflexivas con respecto a ).

(1, 3) es un punto de

Slx) =37

(=1, 3) es un punto de

-3

=L
=74
La funcion f(x) = 3%y
f(x) = 37 tienen el mismo
dominio y el mismo rango,
ademds ambas pasan por el
punto (0, 1), tienen la mis-

ma asintota horizontal y = 0.
La diferencia es que una es
creciente y la otra decre-
ciente.



§’§Z’ Ejercicio 1.16.

Determine las caracteristicas de las funciones en el Ejercicio 1.15.

{@} Ejemplo 1.19. Grafique y = 27,

y=3% y=6% y=(13)"

y=a* paraa=13,2,3,y6

Ecuacion de la grafica desplazada paralelamente

':@} Ejemplo 1.20.

Grafique en un mismo plano cartesiano cada inciso.

a)y=2x’ y=2x+2

y= 2x+2

Corrimiento
horizontal de dos
unidades hacia (0, 4)4
laizquierda.

b) y=2%, y=2*-3

Ip
10{ 1
L
: y=2*-3
611
Corrimiento
a1 (2,4 vertical de tres
(% j unidades hacia el
(0, 1), : 2,1) eje “y” negativo.

La grafica de la funcién y =2x+2es
la de la funcion y = 2x desplazada
2 unidades hacia la izquierda de
forma horizontal.

Es decir, por ejemplo, los puntos
(0,1),(2,4),(3,8)dey=2*seran
(-2,1),(0,4),(1,8)dey=2x+2,

,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,

-6

La grafica de la funcién y=2*—3 es
la de la funcién y = 2* desplazada 3
unidades de forma vertical hacia el
eje y negativo, ya que 3 es negativo.

Por ejemplo, los puntos (0, 1), (1,
2),(2,4)dey=2xseran (0,-2), (1,
-1),(2,1)dey=2x-3.

N

74
Si la base a crece la gra-
fica tiende a subir apro-
ximandose mas al eje
yesteeselcasodey =
2%, y=3% y=6%
En la grafica de y = 1.3*
el valor de y aumenta
con lentitud cuando x
crece.

[B]

* EI desplazamiento
horizontal de una
funcion exponencial
se da hacia la izquier-
da si el valor que se
le suma al exponente
es positivo y hacia la
derecha si este es ne-
gativo.

* Kl desplazamiento
vertical de una fun-
cién exponencial sera
hacia arriba si a la fun-
cién se le suma una
constante positiva y
hacia abajo si la cons-
tante es negativa.

Unidad Il e Leccién 1 e Clase 13 y 14. Caracteristicas de graficas de funciones exponenciales 77



Al ejemplo del inciso a) se le conoce como desplazamiento horizontal de una funcién y al ejemplo del
inciso b) como desplazamiento vertical.

- LN
Desplazamiento de la funcién exponencial.

* Desplazamiento horizontal.
e f(x)=a**b,dondea>0;a#1ybesunnimero real.
e Sib>0 el desplazamiento es hacia la izquierda sobre el eje x.
e Sib <0 eldesplazamiento es hacia la derecha sobre el eje x.

* Desplazamiento vertical.
e f(x)=a*+b,dondea>0;a#1ybesunnumero real.
e Si b >0 el desplazamiento es hacia arriba sobre el eje y.
e Sib <0 el desplazamiento es hacia abajo sobre el eje y.

[VRG
& Ejercicio 1.17.
a) A partir de la grafica de la funcion f(x) = 2~ grafique:

al) f(x) =2x-2 a2)flx)=2x+3

b) A partir de la grafica de la funcidn f(x) = 3* grafique:

bl) f(x)=3x+3 b2) f(x)=3*+5
c) A partir de la grafica de la funcidn f(x) = <%)x grafique:

c1) fl)= () c2) fi)=(2) -1

d) Dadas las siguientes graficas de funciones determine la ecuacién de la grafica segln su corrimiento.

d.1) d.2)
y Y
4
(1,6) (4,6)
5 — 3
4 y=0 2y
= 6" .
y=6—
2 -5 -4 -3 2 3y
oy e
4 3 2 -1 1 2 3 4 5 6 X
-1
-4
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d.3) d.4)

(=3,5)§ (-1,5)

(0,3)
y
(_21 1)
(0,1)
-4 -3 -2 X
-1 -4 -3 -2 -1 3 4 X
-1
-2
Clase 15. Ecuaciones exponenciales
Las ecuaciones que contienen términos de la forma a*dondea>0ya #1, [A] [;3/@
(5

se les conoce como Ecuaciones Exponenciales.

5@3 Ejemplo 1.21. Resuelva 2 =16

Solucién:

Para encontrar el valor de x se debe hacer uso de las propiedades de los
exponentes.

Se puede expresar 16 como potencia de base 2.

16 = 24 por lo tanto, la ecuacién quedaria 2* = 24. Como tiene la misma
base se concluye que: x=4

De lo anterior se deduce lo siguiente:
Sia*=a” entoncesx =y

2’;\5‘2 Ejercicio 1.18. Encuentre el valor de x
a) 4~ = 64 b) 3x = 81
d) 5r = 3125 * g) 8¢ =-512

c)2*=64

@ Ejemplo 1.22. 92x=3x-6

Solucion:
92r se puede expresar como: (32)*
gax F_Ju3x_ 6 xP (3°) Comprobaren la
% _ ecuacion original:
(32) =3x—6 92x=3x—6
34x =3x- 6 b
2(-2) £ 2-2-6 - _
4 =x—6 > Como las bases son 9 2 3-3 e X 2
x=-2 iguales se igualan 9_4 > 3
los exponentes (32)" =38
38¥3s

En la ecuacién exponen-
cial la variable estd en el
exponente.

Para resolver algunas
ecuaciones exponenciales
se aplica la ley de los expo-
nentes de tal manera que
se igualen las bases de am-
bos miembros.

* En e) ¢Se puede encon-
trar un nimero que al mul-
tiplicar la base 8 de —5127?

[B]
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2’;\? Ejercicio 1.19.

a)2v-3=8x+1 b) 35x -8 = 9x +2 c)2u+1=4
1 \x_(1)\6-x ~100x = x—4 7-x—g2x+1
e)(49) (7) f) 2 (0.5) g)6 6

VRY () g

Clase 16. Ecuaciones exponenciales 2
(reduccion a ecuacion de segundo grado)

O Ejemplo 1.23. 9v—7(3%) =18

Solucién:

La ecuacién tiene varios sumandos que se pueden expresar como
potencias de la misma base.

Como 9+ = (32)" = (3%)% la ecuacion se transforma haciendo un cambio de
variable 9¥—7(3~) = 18
(39°-7(3¥)—18=0 ... 9¥=(3%)?
y2—-7y—-18=0 ... y=3~
(r=9)(r+2)=0
y=9=0 6 y+2=0
y=9 6 y=-2

Como se sabe que y = 3% se tiene:
3r=9 3x¥=-2 no tiene solucidon en los nimeros reales,

ya que 3* siempre sera positivo.

(7RO
é\g Ejercicio 1.20.

a)4x-5(2)+4=0 b)32x+(3¥)-2=0

*C)52r+1—4(55+1) = 25=0 d) (55)" +2(3)" -3=0

e)52r—2(5¥)=15=0
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d) 251 -x=5x

h) 27x—1=92x—3

[A]

[%}'e

En la ecuacién hay
dos potencias de igual
base, pero de diferente
exponente y al hacer el
cambio de variable se
obtiene una ecuacion
cuadratica.



Ejercicios de la leccion

1) Escriba en la forma de potencia aplicando las propiedades de los Clase 1,2,3y4
exponentes
—8)3 (—8)2 3 x4 1\2]3
a) (-8)3 (-8) b) X3 x c)[(2>]
3 .3 15x2y8 a_x7
d)b3c e) 3x)¢ f) pe
g) (3c2d)* h) (1.3) + (1.3)2 i) (2.4)3x(1.2)3
i\ [(—3 6)213 8y (1)—3 1\3. 47
) [(-3.6)2] k)5 x(s) |)(4>.4
m) 124 *n) (_3x2_25):3 2 * 0) (2__2)_4(23)__2
128 (2x4y=8)=2 (272)2((2)°)2
2) Sean a, b, x, y > 0. Calcule las siguientes raices. Clase 5,6,y 7

a) 3/84 b) /43 c) /x4 d) 5/35y5
e) /x4yé f) 3/8y¢ g) 4/81x8y8 h) 3/27a3b°

3) Sean a, b, x, y > 0. Aplique las propiedades de los exponentes para Clase 8,9y 10
simplificar
3 3
a) (10%)° b)27x2? o [(7.2)5]*
3
d)7i+7% o) (3:9)° f)5ix5s
(3.9)+
X158
glat xa hyat b i)
X3y
j) 15+% + 37 *K)(2x32)3 +275+3/3
1 1 2 1 1 2 %- %
*1) (a?—b?) (a?+a?b§+b?) *m)
ar

Unidad Il e Leccidn 1 e Ejercicios de la unidad
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4) Grafique las siguientes funciones y determine sus caracteristicas

a) y=4"
ar-(3)"

5) A partir de las graficas del ejercicio 4) encuentre.

a) y=4x+2
av- ()
()

6) Resuelva las siguientes ecuaciones.

a) 7%=49

C) 31—2x = 94x

e) 3% +3(3")-4=0

g) 4% = Q¥ (8x+1)

@ (3

82
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o (3

1
5
B y=(3)

b) y=4*+3
0e (3 -

=(3)

b) 2*=16
d) 92r=27
f) 22r—2-12=0

(3

Clase 11,12,13y 14

Clase 15y 16



Leccién 2. Funciones logaritmicas
Clase 1. Logaritmos

En la ecuaciéon x =3Y équé significa y? [A]
y es el exponente al cual hay que elevar la base 3 para obtener x.

':@:' Ejemplo 2.1. ¢ Cuanto vale y en las siguientes ecuaciones?
_ - 1 _
a)9=3» b) 81=3» c) 27-3y

Solucion:

a) 9 = 3¥entonces y =2 porque 32=9

b) 81 = 3¥ entonces y =4 porque 34 =81

c) % = 3» entonces y =—3 porque 373 = % = 717

La ecuacidn x = 3» nos dice que “y es el exponente de la base 3 que

[%)'@

produce x”.
En casos como este se usa la palabra logaritmo en lugar de exponente.

» ) ) ponente
En la ecuacion x = a¥ decimos que “y es el logaritmo de la base a que

Un logaritmo es un ex-

produce x”. Esta descripcion se escribe como (y = Iogaritmoax] y se
abrevia y = log ,x.

Forma Forma
logaritmica |exponencial

a’=x

( y =log,x equivaleaa”=x .] Y = logax

x se llama el argumento del logaritmo de la base a.

5@3 Ejemplo 2.2. Escriba en forma logaritmica las siguientes expresiones

Exponente Argumento

dadas en forma exponencial. Clly =X y= Iogﬁx
2 = =

a) 5 251. .......................................... logs25 12 Base

b) 4-2= GG e s log, 16 = 2

C) 23 =8 e log,8=3

Q) 47 28 oo, log,8 = %

':@:' Ejemplo 2.3. Calcule el valor de y en las siguientes expresiones loga-
ritmicas.

a) ¥ =108264 oo 2y =64
2y =26
y=6
b) y= |og%% ........................... <%)y - %
(3)=(3)
y=3

c) y=log,2 ¢Qué valores de y hacen que 17 =27
No existen valores de y para las cuales 17 = 2; de esto se concluye que la
base de un logaritmo tiene que ser distinta de 1.

Unidad Il e Leccion 2 e Clase 1. Logaritmos
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d) y=log_,x éPara qué valores no estd definida (—2)»?

(—=2)” no esta definida en el conjunto de los numeros reales cuando se
calcula la raiz cuadrada de —2 (o cualquier raiz de indice par). De esta se
concluye que la base de un logaritmo debe ser mayor que cero.

De los incisos c) y d) concluimos que en la expresion y = log,x la base a
debe ser mayor que cero y distinta de 1.

Definicion
Para todos los nimeros reales a donde a>0vy a # 1y el nUmero real
positivo x: y =log,x significaa”y=x

En la ecuacion exponencial y = a* se concluyd que la base a debe ser mayor
que cero y distinta de 1. Como y = log ,x es equivalente a a” = x se dice que
la base a del logaritmo tiene que ser mayor que cero y distinta de 1.

En este sentido, el argumento x debe ser mayor que cero.

X0 i . I .
N Ejercicio 2.1. Escriba en forma logaritmica o en forma exponencial
segln el caso.

Forma exponencial Forma logaritmica
72 = 49
(3) -5
5/ 7 125
log;81=4
Iog%% =5
5=q71
47% = %
1 1
%8s 3 =3
a*=6
log,128 =7
(l)zt _ 1
3) ~ 81

'-@f Ejemplo 2.4. Encuentre el valor de y en las siguientes expresiones
logaritmicas donde a >0, a # 1.
a) 108,1=y i ar=1
y=0
Se concluye que log,1=0

,comoa#1

,comoa#0,a#1
y=1
Se concluye que log,a=1

%0 . .. . .
& Ejercicio 2.2. Calcule el valor de y en las siguientes expresiones loga-
ritmicas.

a)logs4=y
d)log»70=y

c)log;1=y
f)log,1=y

b) logs1=y
e)log.c=y

84 Unidad Il e Leccién 2 e Clase 1. Logaritmos

[%}@

La base de un logarit-
mo es un numero real
positivo distinto de 1.

El argumento de un lo-
garitmo es mayor que

cero.
=)
&

log ,x
Base Argumento

Basea:a>0,a#1
Argumento x: x >0

%

vsll]

log,1=0

log,a=1



Clase 2. Calculo de logaritmos

{@3 Ejemplo 2.5. Calcule el valor de:

a) log,8
y=1log,8 ... seigualaay
2y=8 ... escrito el logaritmo en forma exponencial
2y=23 . expresando 8 en base 2
y=3 .. como las bases son iguales los exponentes también lo son.
b) log,32 c) logsg ﬁ
1
log,32=y logs g4 =¥
27=32 8= 6i4
1
2V =25 8= g5
y=5 8 = 8-2
==2
d) lo L e) log,64
8327 g1
1
logs57 =y Iog%64=y
_ 1 1y _
3= 97 (7) =64
_ 1 1V _ 43
3= 33 (3) =4
_2-3 1y _(1)\-3
3=3 (2) = (%)
y=-3 y=-3

O L Lo .
& Ejercicio 2.3. Calcule el valor de los siguientes logaritmos

a) log, 64 b) log, 32 c) logs 125
2
d) log, 25 e) Iog7i f) logs 36
1 49
g) log, 81 h) log, 81 i)logc 4
9 3

’:@3 Ejemplo 2.6. Encuentre el valor que hace falta en las siguientes ex-
presiones logaritmicas.
a) 3=log,x
2
1)\3_ .
(7> =x expresando en forma exponencial

1
8 =¥

b) 2=log, 16
a?2=16 expresando en forma exponencial
a’=42 ,comoa>0
a=4

[B]

Cuando a > 0, a # 1
si a™ = a" entonces

m=n.

Cuando a, b>0, a # 1,
b#1sia™=>b"enton-

cesa=b.
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c)y= Iog% 25

<%)y =25 ... expresando en forma exponencial

3y -5
577 =52

-y=2
y=-2

%0 .. .
& Ejercicio 2.4. Encuentre el valor que hace falta en las siguientes ex-
presiones logaritmicas.

a) y=|og3ﬁ b)3=log, 27 c)3=|og%x
d) -5=log, 35 e)y=log, 128 f)2 = logs x
g)y=|og%64 h)-3 =logsx i)2=log, 16

Clase 3. Propiedades de los logaritmos

Llene la tabla con los valores de y que hacen falta.
X 1 2 4 8 16 | 32 | 64 | 128 | 256 | 512
b% 1 4 6 9

¢Coémo se relaciona x con y?
2V=xvyaque20=1; 21=2; 22=4, 23=38, ..
Si 27 =x entonces log, x =y

Utilizando los datos de la tabla deduzcamos algunas propiedades de los

logaritmos.

a)log,(8%x4)=108532 cucieceeennnen. multiplica 8 x4 =32
=5 log,32=5
=342 e 5=3+2
=log,8+log,4.....3=log,8;2=log, 4

(Iog2(8><4)=Iog28+log24‘j—>( log, MN =log , M +IogaN.j

b) Iogz% =10858 e, dividiendo 32 +4 =8
=3 e, log,8=3
=5-2 e 3=5-2

=log,32—-log,4.... 5=log,32;2=log,4

( Iogz% =log, 32—Iog24’}—>{ Ioga% =IogaM—IogaN.}
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[C]

Sia>0,ryseR
entonces:
a) arts=aqras

R

b) ar—s =

a N



c)log,43=log,64 .. 43 =64
=6 ... lOog,64=6
=3x2 .. 6=3x2
=3xlog, 4 ... 2=log, 4

DI

Propiedades de los logaritmos
Si My N son numeros reales positivos se da que:

i) log,MN=log,M+log,N

log,x"=nlog,x

b

( log,43=3log, 4

’

Ve

ii) Ioga% =log,M—log,N

iii) log,M“=clog,M ... ¢ esun numero real

J

':@:' Ejemplo 2.7. Aplique las propiedades de los logaritmos para reducir
a un solo logaritmo las siguientes expresiones.
a) log, 10 +log, 5

log, 10 +1ogs 5 =10g84 10(5) ecvevvvveevverrnne. propiedad i)
=log, 50
b) log; 24 —log; 8 24
logs 24 — 10838 = 1083 "g~  weerrineinnineinn propiedad ii)
=logs3

c) %Iog28+ % log, 16

% log, 8 + % log, 16 =log, 8% + log, 167 e propiedad iii)
=log, 2 +log, 4
=log,2(4) = e, propiedad i)
=log, 8

d) 3logyp 5 + 2log93 —4logqp 2
3log 105 + 2log 103 —4logi02 = log10 53 + logqg 32— log o 24
=logq9 125+ log1p 9 —logo 16
=log0125(9) —log4o 16

=log1o —1%6255

R .. . .

N Ejercicio 2.5. Escriba como un solo logaritmo

a) logs 100 — logs 25 b) logs 21 +logg 10
c) %Iog3 64 d) %Iogg 64—%Iog3125+log3 10

e) %Iog549—%log58+13log51 f) logq95 +2log o5 + 3log 1o 5 —6log1p 5

) (@) = a

[%}»

Aplicando las propieda-
des de los logaritmos
una expresion con va-
rios logaritmos se pue-
de expresar con un solo
logaritmo.
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Clase 4. Logaritmos comunes y logaritmos naturales

De la definicion de logaritmo (si y = log , x entonces a” = x) se sabe que la
base debe ser un nimero real positivo distinto de 1.

En matemadtica dos de las bases mds frecuentes son: a = 10 y
a=2.718281828459...=¢

Los logaritmos con base a = 10 se llaman logaritmos comunes y logaritmos
con base a = e se llaman logaritmos naturales.

El logaritmo natural de x se abrevia como In_ x y se sobre entiende que
corresponde al logaritmo en la base e de x; In x = In,x.

El logaritmo comun de x se abrevia como log x y se sobre entiende que
corresponde al logaritmo en la base 10 de x; log x = log 1 x.

{@3 Ejemplo 2.8. Encuentre el valor de los siguientes logaritmos utilizan-
do calculadora.

a) logq 845
Escriba 845 en la calculadora y luego presione la tecla para
obtener 2.92685670...
log 19 845 =2.92685670...
b) In 215
Escriba 215 en la calculadora y luego presione la tecla @ para

obtener 5.3706380...

In 215 = 5.3706380...

% ¢
é}\% Ejercicio 2.6. Encuentre el valor de los siguientes logaritmos y verifi-

gue su respuesta utilizando la tecla en la calculadora.

[D]

In,x=1Inx

log 1ox =logx

Como
log 19 845 =2.92685670...
compruebe que

102.92685670... = 845

Como
In 215 = 5.3706380...

compruebe que
53706380 = 215

a) log4, 500 b) In133 ¢) logy, 1715 Hay otro caso que se
presiona y luego se
d)In 1715 e) In54 f) logy, 73 escribe el 845. De igual
manera, primero y
g)In78 h) log,, 324 luego 215.
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Cambio de base en los logaritmos
En la expresion y = log , x se sabe que “y es el exponente al que hay que
elevar la base a para obtener x”, en otras palabras “y es el logaritmo en Ia

base a de x”.

éSerd posible expresar un logaritmo de base a en términos de un logaritmo
de base b?

Siy=log,x entonces a’ =x

Aplicando el logaritmo de base b en ambos lados de a” = x se obtiene

a’ =x
log,a” =log,x...... aplicando logaritmo de base b a ambos lados
ylog,a =log,x..... propiedad iii) de logaritmos
_logyx ,
= Tog,a despejando para y
_log,x . _
log,x = og,a " sustituyendo y =log,x

., log,x
A la expresién log, x = Iogb

base de un logaritmo.

se le llama formula del cambio de

':@:' Ejemplo 2.9. Encuentre el valor de log , 25 aplicando el cambio de base.
Se puede hacer el cdlculo aplicando el cambio de base a base 10 6 base e

log 1025 _ 1.397940...
log 102  0.301029..

In25 3.218875...
In2 ~ 0.693147...

=4.643856...

a) Tomando la base 10 log, 25 =

=4.643856...

b) Tomando la base e log, 25 =

[VR6

é;\% Ejercicio 2.7. Utilice la férmula del cambio de base para encontrar el
valor de los siguientes logaritmos aplicando el cambio de base a base 10
0 base e.

a) log;45 b) log, 28

c) log,98 d) log; 86

[E]

[g}s

(S

Utilizando la tecla
en la calculadora verifi-
car que 2464385.. = 25y
concluir que el valor de
log, 25 es 4.643856...
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Clase 5y 6. Funcion logaritmica

El logaritmo y = log , x esta definido cuando la base a es un ndmero real
positivo distinto de 1. Este logaritmo define la funcidn f(x) = log , x ya que
para cada valor de x existe uno y solo un valor de y.

Definicion
La funcidn logaritmica con la base a, a > 0y a # 1 se define por
y=log,xsiysoélosix=a’.

‘:@3 Ejemplo 2.10. Grafique las siguientes funciones logaritmicas.

a)y=log,x b)y=|og%x
Como y =log,x entonces 2’ =x. Como y = log, x entonces
1y _ ’
(2) -

De esta ultima se calculan los
valores de la tabla.

De esta ultima se calculan los
valores de la tabla.

x|l 51248 x(8 421|325
y|=-2|-1|10]1}|2]|3 y|-3|-2|-110|1|2]|3
A )’J
3 4
, y=log,x ;
1 2
-3 -2 -1 2 3 4 5 x '
-1 2 -1
) -1
-3 -2
—4 -3

De las graficas de las dos funciones concluimos:

a)y=log,x b)y=|og%x

1. El dominio es el conjunto de 1. El dominio es el conjunto de
los R* los R*

2. El rango es el conjunto de 2. El rango es el conjunto de
los R los R

3. El intercepto en el eje x es 3. El intercepto en el eje x es
(1,0) (1,0)

4. No hay intercepto en el eje y. 4. No hay intercepto en el eje y.
x =0 es una asintota vertical x =0 es una asintota vertical

5. La grafica es creciente en 5. La grafica es decreciente
todo su dominio ya que en todo su dominio ya que
a>1. O<ax<l1.
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[F]

[%'\g

Es mas practico darle
valores a y para obte-
ner x.

También se usan como:
intercepto en x (o )
para decir intercepto
enelejex (0y).

Se sabe que log,1=0
ya que a9 = 1, por lo
tanto, el punto (1, 0) es
intercepto en x.

Se sabe que log,a=1
ya que al = a, de esto
se concluye que el pun-
to (a, 1) pertenece a la
grafica.



5@3 Ejemplo 2.11. Grafique en el mismo plano la funciéon exponencial
y =2%y la funcién logaritmica y = log, x. ¢ Qué observa?

Y, y=2r _ x |y=2" x |y=log,x
yex 1 1
z a3 3=
y=logyx
_X 0 1 1 0
-2 \-1 2 3 4 5 6 x 1 2 2 1
-1
5 2 4 4 2

Los pares ordenados intercambian sus coordenadas, es decir, si (—2, %)
corresponde a y = 2* entonces (% —2) corresponde ay = log, x.

En forma general si (x, y) pertenece a la funcién exponencial y = 2*
entonces (y, x) pertenece a la funcion logaritmica y = log , x.

Al trazar la recta y = x se observa que los puntos correspondientes estan
a la misma distancia de esta recta, por ejemplo, la distancia del punto
(2,4)dey=2"alarectay=x eslamisma que la distancia del punto (4, 2)
dey=log,x alarectay=ux.

Si doblamos el plano cartesiano por la recta y = x vemos que la funcidn
logaritmica y = log, x es el reflejo de la funcién exponencial y = 2%, es
decir, que estas funciones son simétricas respecto a la recta y = x.

% X
&Z Ejercicio 2.8. Grafique en el mismo plano y = <%) y y=log,x.
Saque conclusiones. :

y=x
O<a<1
_\la,
u : (1, a)
-1 a X
-1 y=log,x -1

D . . . . . . . , .
é\fz Ejercicio 2.9. Grafique las siguientes funciones logaritmicas y deter-
mine su dominio, rango, interceptos e intervalos de crecimiento y decre-
cimiento.

a)y=logsx b)y=|og%x c)y=|og%x d) y=loggx

[G]

2
=74

Si en el par ordenado
(x, ¥) se intercambian
las coordenadas se ob-
tiene (y, x). Estos pares
ordenados son inversos
y son simétricos res-
pecto alarectay =ux.
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':@:' Ejemplo 2.12. Grafique la funcién y = log, (x + 3) y compdrela con la
graficade y =log, x.

Solucién:
Como y =log, (x + 3) entonces 27 =x + 3
2V-3=x
y3 y:logz(x+3) X y
: IPERN I
y=log,x 8
1 _11 )
4 —
o - 5
4 3 2 1 . 1 2 3 4 5 6 7 X 2 _1
-2 0
-2
-1 1
-3
1 2
! B 5 3
x=-3

El argumento (x + 3) debe ser mayor que cero por lo que x +3 >0; x >—3. De
esto se sabe que x solo puede tomar valores mayores que —3. El dominio
de la funcién es ] -3, +oo [.

x =—=3 es una asintota vertical de la funcion y =log, (x + 3)

En la funcién logaritmica y = log, (x + b) la gréfica de y = log , x se traslada
|b| unidades a la izquierda o a la derecha dependiendosib>006b<0
respectivamente. El dominio son los valores x >—b ya que x + b > 0.

La asintota vertical esx=—byaquex+ b =0.

& Ejercicio 2.10. Grafique las siguientes funciones logaritmicas. En-
cuentre su dominio, rango y asintota vertical.

a) y=logs(x+1) b) y=logs (x—2)

c) y=log, (x-5) d) y=log, (x+5)

5@3 Ejemplo 2.13. Grafique la funcidn logaritmica y = log, x + 3.

Solucién:

El +3 en la funcién y = log, x + 3
significa que la grafica se desplaza
3 unidades hacia arriba en relacién
a la grafica de la funcion y = log, x

-2 -1

1

|
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3 en la funcién

y = log, (x + 3) signi-
fica que su grdfica se
corre 3 unidades a laiz-
quierda de la grafica de

y=log,x.

y=log,x+3
es equivalente a
y=3+log,x



V%o
é\% Ejercicio 2.11. Grafique las siguientes funciones logaritmicas. En-
cuentre su dominio, rango y asintota vertical.

a) y=log,x-4 b) y=logzx+2
c) y=—3+logsx d) y=4+logsx
e) y=log,(x-3)+4 f) y=log, (x+1)-2

Clase 7 y 8. Ecuacion logaritmica

La funcidn logaritmica f(x) = log , x define la ecuacion logaritmica y = log ,x
donde la variable x es parte del argumento.

Ejemplo de ecuaciones logaritmicas:

a) log;x=2 b) —2=Iog%x c) log,(x=5)=5
d) Iogg(x+1)=% e) 4=logs (2x—1) f) log, (3x—2) =3

Una ecuacidn logaritmica es aquella ecuacion en la cual la variable
es parte del argumento.

'—@f Ejemplo 2.14. Resuelva las ecuaciones logaritmicas anteriores.

a) log;x=2 entonces 72=x ..... expresando la forma logaritmica en
x =49 forma exponencial
b) —2=Iogéx c) log,(x=5)=5
entonces (%)_2=x entonces 2°=x-5
82=x 32=x-5
x=64 x =37
1
d) Iogg(x+1)=§ e) 4=1log;(2x—-1)
entonces 83=x+1 entonces 34=2x-1
2=x+1 81=2x-1
x=1 x=41

f) log, (3x—2) =3 entonces 43 =3x-2
64=3x-2
x=22

%e
&? Ejercicio 2.12. Resuelva las siguientes ecuaciones logaritmicas.
a)2=logqgx b) log, x=-2 c)logg(x+7)=2
5
d)3=logs(x—2) e)log, (2x—-1)=2 f)log, (3x+2)=-2
3 3

[H]

[%3'@

Al sustituir x = 49 en
log; x = 2 se da que
log;49=2

Se resuelven algunas
ecuaciones logaritmi-
cas convirtiéndolas a su
forma exponencial.
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5@:‘ Ejemplo 2.15. Resuelva log, (x +4)2=4
Solucién:
log, (x +4)2 =4 entonces 2% = (x + 4)2
16=x2+8x+16..... Desarrollando el cuadrado

x2+8x=0
Xx+8)=0 ceeiieeeeieens Factorizando
X=00 x==8 .eevrrrennn. Propiedad del factor cero

En log, (x + 4)2 = 4 el argumento (x + 4)2 debe ser mayor que cero, es
decir, x #—4. Como hay 2 valores: x =0, x =—8 ambos no son iguales a —4.
Entonces la solucionesx =0y x =-8.

o 0’
é}\% Ejercicio 2.13. Resuelva las siguientes ecuaciones logaritmicas
a) logs(2x—3)2=2 b) log, (x+1)2=4

‘@5 Ejemplo 2.16. Resuelva log; x + log; (x—6) =3
Solucion:
logz;x +log;(x—6)=3
logzx(x—6)=3 .. aplicando log, M + log, N = log, MN
33 = x(x — 6) ...expresando en forma exponencial
x2-6x-27=0
(x=9)(x+3)=0
x=9 6 x=-3

Los valores sonx =9y x =-3, como x =9 > 6 entonces 9 es solucion de la

ecuacion. Como x = -3 < 6 entonces —3 no es solucién de la ecuacion.
La Unica solucion de la ecuacidon es x = 9.

[“R6
é;\% Ejercicio 2.14. Resuelva las siguientes ecuaciones aplicando las pro-
piedades de los logaritmos.

b) logsx2+logsx =3
d) logsx+logs(x—4)=1
f) log,x+log, (10—x)=4

a) log,x+log, (x—2)=3

c) log,(x—2)+log, (x—9)=3
e) logg(x—6)+logg(x+6)=2
g) loggx+loggx2=1

5@3 Ejemplo 2.17. Resuelva logg 3x —logg (x + 1) =0

Solucion:
logg3x—logg(x+1)=0
logg x%ﬁcl =0.. aplicando log, M —log, N = Ioga%
_ 3
8%= x+1
_ 3x
1= x+1
1(x+1)=3x
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[%},e

En la ecuacién dada los
argumentos son x y x — 6.
El argumento debe ser
mayor que cero, por
tantox>0yx-6>0.
De ambos argumentos
se concluye que x > 6.

[%’@

En la solucién de la
ecuacion logaritmica se
aplican las propiedades
de los logaritmos vy la
conversion a la forma

exponencial.
[2"@
7

En la ecuacion los argu-
mentos deben ser mayor
que cero, es decir, 3x >0
yx+1>0,deloque re-
sultaquex>0yx>-1.




Prueba:

N[

logg3x—logg(x+1)=0 ..conx=

1 1 .2
logg3(5 ) —logs (5 +1)=0
3 32
logs 5 ~logs 5

0
0=0

<

X - - . Y

& Ejercicio 2.15. Resuelva las siguientes ecuaciones logaritmicas

a) logs(7—-x)—-logz(1-x)=1 b) log; 2x—logs;(x+5)=0

':@:' Ejemplo 2.18. Resuelva log, (x— 1) + log, (x + 2) = log, (3x + 1)
3 3 3

Solucidn:
log, (x—1)+log, (x+2)=log, (3x+1)
3 3 3

log, (x—1) (x+2)=log, (3x+ 1)
3 3
log, (x2+x—2) =log, (3x +1)
3 3
x2+x-2=3x+1 ... silog,x=log,y entoncesx=y
x2—-2x-3=0
(x-3)x+1)=0

x=306x=-1

En la ecuacidn los argumentos deben ser mayor que cero, es decirx—1>0;
x+2>0y3x+1>0,deloqueresultaquex>1;x>-2 yx>—% se
concluye que x > 1. De los valores x = 3 y x = —1 solo 3 cumple que es

mayor que 1, por lo que 3 es la Unica solucidn de la ecuacidn.

:&2 Ejercicio 2.16. Resuelva las siguientes ecuaciones logaritmicas.
a) log (3x+2)+log 9 =log(x+5)

b) log x + log(x + 1) = log 12

c)Inx=In5+1In9

d) 3loggx=1logg36+logs12—logg?2

e) log;81*—log;3% =3

f) log, (x—3)—log, (2x+ 1) =-log, 4

g) logipx2 +logqpx3 +logqpx*—logqp x5 =logqy 16

h) In3+In(2x—-1)=In4+In(x+ 1)

i)In(x+3)+In(x—4)—-Inx=1In3

1 1
Como 5 >0y 5>-1

1
entonces x = 5 es la

solucion de la ecua-

cion.

[%}"“

Propiedades para re-
solver ecuaciones loga-
ritmicas:
Six>0,y>0ya>0,
a #0seda:
i) silog,x=log,y
entoncesx =y
ii) six=yentonces
log, x = log, y
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Leccién 3. Resolucion de triangulos
Clase 1. Angulo inscrito

En la Fig. 3.1 el punto O es el centro de la circunferencia. Al ZAOB, se le
denomina angulo central subtendido por el arco AB.

Al ZAPB, se le denomina angulo inscrito subtendido por el arco AB.
Hay infinitos dngulos inscritos subtendido por el mismo arco.

Acerca de las medidas de estos angulos, se tiene lo siguiente:

Teorema 3.1
Las medidas de los angulos inscritos subtendido por el mismo arco
son iguales y equivalen a un medio de la medida del angulo central.

Demostracion: Se va a mostrar que m ZAOB =2 m ZAPB

Fig. 3.1

[%}‘“

Caso a)
P En el AOAP, OA= el radio = OP, por lo tanto
m £OAP =m £OPA. Luego
m £LAOQ=m £ZOPA+m £OAP =2m £LOPA...(1)
De la misma manera se tiene que:
A m £BOQ = 2m £OPB...(2)
Q B De (1) y (2) se tiene que:
m £AOB =m £ZAOQ+m £BOQ =2(m LOPA +m £OPB) =2m £LAPB.
Caso b)
P En el AOPB, OP = el radio = OB, por lo tanto
Se tiene que m LAOB=2m £0OPB =2m £ZAPB
A La medida de un angulo
B externo de un tridngulo
es igual a la suma de la
medida de los dngulos
Caso ¢ internos no contiguos.

En el AOPB, OP = el radio = OB, por lo tanto
se tiene que m ZROB =2m ZRPB...(1)
R En el AOPA, OP = el radio = OA, por lo tanto

A ) P se tiene que m ZROA =2m ZRPA...(2)
‘ Restando (2) de (1) se tiene que:
B

m £AOB =2m £LAPB
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D
j« Angulo
externo

Angulos
internos
no contiguos

A C

m/ZDBC=m ZA+m £C



‘:@3 Ejemplo 3.1. Encuentre los valores de x y y.

Solucién: Como ZADBy ZACB son angulos
subtendidos por el arco AB, x° = 10°.

De la misma manera y° = 15°

x =10,y =15 (Respuesta)

A 152
\x°

B S D
C

&
O™ Ejercicio 3.1. Encuentre el valor de x. O es el centro.
a) b)

Clase 2. La ley de los senos (Demostracion)

Notacién: En el AABC se denotan las medidas de los lados opuestos a los
vértices A, By C como a, b y c respectivamente. También se representan
las medidas de los ZA, /By ZC como A,ByC.

Teorema 3.2. La ley de los senos

Si R es el radio de la circunferencia circunscrita al AABC, entonces se

3 o a __Cc  _
tiene que: send ~ senB ~ senC =2R.

a
senA

Demostracion: Se va a demostrar que =2R.

Casoa) 0°<A4<90° Setrazaeldidametro A’B.
En el AA'BC, como A’B es un didametro, m £A’CB = 90°,

por lo tanto sen 4’ = E—% = % .

Por otra parte el angulo 4’ = 4 por el Teorema 3.1. Luego
- _a_ a  _

send = 2R Y send ~ 2R

2
T ED

[%}‘“

De este resultado se
tiene que los dos triadn-
gulos son semejantes.

(Criterio AA)
=)
=7 4
A
¢ b
B a C

Circunferencia circuns-
crita del AABC.

I

Todos los tridngulos
tienen su circunferen-
cia circunscrita.
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Casob) A4=90° BC es el didmetro de la circunferencia, por lo tanto [%}Q
Si A = 90°, entonces
m £BOC=90°x2=180°
(O es el centro), por lo
tanto O estd en el BC.

A
Casoc) A >90° En el arco BC que no contiene el punto A se toma un ‘\
punto A’. 90° < 4 quiere decir que el angulo central a =24 > 180°. BC
Por lo tanto 5 = 360° —a < 180° luego el angulo 4’ = %B <90°.
Por el caso a) se tiene que =2R.

R= %. Por otra parte
=2R

a a _a _
send ~ sen90° - 1 ~ ¢

|. a
UEEO “send

senA'

Por otra parte 4 + 4" = (a + [3) = 180°. '
. B

Por lo tanto, se tiene que sen A’ = sen(180° — 4) = senAd

- ~——C
o, - ~A) = send. \v
Luego send =2R.

sen(180° — 6) = sen0
Véase Mat | Unidad Il

Clase 3. La ley de los senos (Calculo de la medida de un lado)

0 Ejemplo 3.2. En el AABC, 4 = 60°, B=45°y a = 3.
Encuentre el radio R de su circunferencia circunscrita y b.

Solucién:

De la ley de los senos se tiene que 2R = send

R=3+_4a 1 3 ——x3—4=\/§

2 send ~ sen60°’ 2

b=2RsenB=2x\F3xsen45°=2ﬁxi—\@

7 -

K . -
N Ejercicio 3.2. En el AABC, los datos estan dados como lo siguiente.
Encuentre los valores indicados

a)A=30° B=45°ya=3. EncuentreRyb.
b) B=45° C=120°yb=4. EncuentreRyc.
c)C=135°A4=30°yc=6. EncuentreRya.

d)4=60° B=75°ya=6. EncuentreRy c.
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Clase 4. La ley de los senos (Calculo de la medida de un angulo)

o ©
é}\g Ejemplo 3.3. En el AABC, 4=60°, a=3ybh= /6.

Encuentre Ry B.

Solucién: De la ley de los senos se tiene que

1l a _1 3 _ 1 . V3
R"ZsenA_ZsenGO"_Zx?’T 2 "‘/5'

Por otra parte, del mismo teorema se tiene que
b _ /6 1

2R3 /2

senB =

Como 0° < B < 180°, entonces B=45° 6 B=135°.

Como A+ B+ (C=180°, se tiene que 4 + B < 180°.
Por lo tanto B = 135° es imposible. Luego B = 45°
Respuesta: R = V3 , B=45°

R

& Ejercicio 3.3. En el AABC

a) A =45°,a=6yb=3\/§. Encuentre Ry B.
b) C=30°a=+3 yc=1. EncuentreRyA.
c)B=120° b= \/5 yc= \/E Encuentre Ry C.

d)C=45°b= \f6 yc=2. EncuentreRyB.

Clase 5. La ley de los cosenos (Demostracion)

p
Teorema 3.3. Ley de los cosenos

En el AABC
a2 =b?2+ c2—2bc cosA

b2 =c2+a?-2ca cosB

c2=a?+ b?-2ab cosC A

%

Vﬁl"

60°

ey

B 3

(@]

Sia # 0 entonces
b b

a=— X =
X=> a

[%}&

Hay casos donde hay
dos posibilidades del
angulo, a esto se le co-
noce como caso ambi-
guo.

. &
La segunda féormula se
obtiene efectuando a la
primera la permutacion:
a->b, b>c¢ c->a.
A->B,B->C C— A.
De la misma manera de

la segunda la tercera.

Demostracion: Se coloca el AABC en el sistema de las coordenadas como Y beosd. bsend
se muestra la grafica. C (bcos, bsend)
Por la definicion de seno y coseno, las coordenadas del punto C son X
(b cosA, b senA). A B(c, 0)
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Aplicando la formula de la distancia entre dos puntos, se tiene que:
BC2=(bcosd—c)?+ (bsend —0)2
Como BC = g, se tiene que:
a?= b2 cos?4 — 2bc cosA4 + c¢2 + b2 sen?4
= b? (sen24 + cos24) + ¢2 — 2bc cosA
= b2+ 2 - 2bc cosA

Se obtienen las otras férmulas de la misma manera.

Nota: En a2 = b2 + ¢2 — 2bc cosA, si A = 90°, entonces a? = b2 + ¢2, porque
c0s 90° =0. De esta manera se ve que la ley de los cosenos es una extensién
del Teorema de Pitagoras.

Clase 6. Ley de los cosenos (Calculo de un lado)

‘O Ejemplo 3.4. En el AABC, 4 = 60°, b= 2y ¢ = 3. Encuentre a.

Solucién:
De la ley de los cosenos, se tiene que
a?=b%+c2—2bc cosA
=22+32-2x2 x3cos60°
1

=4+9—12><7=7

Comoa>0,a=+7 (Respuesta)

% .. ..
N Ejercicio 3.4. En el AABC,
a)A=120° b=4yc=3. Encuentrea.

b) B=30° c=+3 ya=3. Encuentre b.
c)C=135%a-= ﬁ y b=3. Encuentre c.

d)4=150°b=2yc= ﬁ Encuentre a.

‘@" *Ejemplo 3.5. En el AABC, 4 =60°, a =6y b =5. Encuentre c.
Solucion:

De la ley de los cosenos como solo se conoce cosA, se tiene que
a?=b%+c2—2bc cosd

62=52+¢2—-2 x5 x ¢ xcos60°

36=25+¢2-5¢
! + 4/
c2-5c-11=0. c=¥

5—.,69
2

Como ¢ >0, la solucion <0 no es adecuada.

5+./69
2

Respuesta ¢ =
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Férmula de la distancia

Si P(xy, y1) y Qlxy, yz),

entonces

PQ= \/(xz -x1)2 4 (- 31)?
sen24 +cos24 =1

Q Pitagoras
Relacion entre seno
y coseno
Q Férmula de distancia
Ley de los cosenos

C
2
60°
A 3 B
=3I
-7 4
C
5 6
60°
A B

Hay casos donde hay
dos posibilidades.



2’;\? * Ejercicio 3.5. En el AABC,
a)A=60°a=5yb=4. Encuentrec.
b)A=45°,a=4yc=34/2. Encuentre b.
c)B=120° b=4yc=3. Encuentrea.

d) C=150° b= +/3 yc=2. Encuentre a.

Clase 7. Ley de los cosenos (Calculo del angulo)

De la ley de los cosenos se obtiene lo siguiente.

L%}’e

2bc 2ca 2ab

( cosd=b*tc2—a*, cosB=c2t+a*—b*, cosC=a*>t+b>—c*

':@:' Ejemplo 3.6. En el AABC,a=7, b=3yc=8. Encuentre 4.
Solucion:
De la ley de los cosenos, se tiene que

cosd= b’tc2—a® - 32+82—72 =2—8=%
2hc 2x3x8

Como 0° < 4 < 180°, A=60° (Respuesta)

2’;\5‘2 Ejercicio 3.6. En el AABC,
a)a=7,b=5yc=8. Encuentre A.
b)a= ﬁ,b= lyc=2. Encuentre B.
c)a=1,b= \E yc= \/5 Encuentre B.

d)a=5,b=3yc=7. EncuentreC.

Hay que ser capaz de
deducir estas formulas
de la ley de los cosenos
en lugar de memorizar-
las.

[%}‘“

La ventaja de usar co-
seno es que el valor del
mismo determine el
angulo.
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Clase 8. Discriminacion del angulo agudo, recto y obtuso

Si0° < 4 <180°, entonces se tiene que:
cosd >0 < 0°<A4<90°
cosd =0< A4 =90°
cosd <0< 90°< A4<180°
Por otra parte, como cosA4 = btct—a? y 2bc > 0, se tiene que:

2bhc
cosA >0 < b?2+ 2> qg?

cosA=0< b2+ 2=qg?
coSA<0 < b2+ c2< a2

En resumen [g"“
v

En lugar de memorizar
esta relacién, deduzca-
la de la ley de los cose-
nos.

En el AABC

/A es un angulo agudo < a2 < b? + 2
/A esun angulo recto < a2 =b% + 2
/A es un angulo obtuso <= a2 > b2 + ¢2

20 Ejemplo 3.7. En el AABC,a=6,b=3yc=5.
Determine qué tipo de dngulo es el ZA, agudo, recto u obtuso.

Solucion:
a?=62=36y b2+ ¢2=32+52=34,

Como a? > b? + ¢2, de laley de los cosenos se sabe que el ZA es obtuso.

§’§»? Ejercicio 3.7. En el AABC, determine qué tipo de dngulo es el ZA.
a)a=5, b=2y c=4
b)a=6, b=5y c=4
c)a=5,b=4y c=3

d)a=7, b=4y c=4
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Clase 9. Area de tridangulo

Teorema 3.4
El area S del AABCes S = %ab senC = %bc send = %ca senB.

Demostracién: Se coloca el AABC como se muestra en la figura. La base AB
mide cy la altura coincide con la coordenada y del punto C, que es b sen4.

Por lo tanto S = % xcxbsend = %bc send.

Las demas formulas se demuestran de la misma manera.
{@} Ejemplo 3.8. Encuentre el area S del AABC donde
a=3, b=4yC=60°

Soluciéon: S= %ab senC = % x 3 x 4 x sen60° = 3\/§
%0 - .. ,

N Ejercicio 3.8. Encuentre el area S del AABC.

a)a=3, b=4y(C=30° b)b=8, c=3yA4=45°
c)c=2,a=6yB=120° d)a=5, b=4yC=150°

{@} Ejemplo 3.9. Encuentre el area S del AABCdondea=4, b=5yc=7.
Solucién:
De la ley de los cosenos, se tiene que

cosC= a>+b?—c* = 42+52—72 =__8 =_l.
2ah 2x4x5 40 5

Como 0° < C<180°, senC >0, por lo tanto,
1\2 2\/g
senC = /1 — cos? =,/1—<—§> =—5

2
LuegoS=%absenC=%x4x5x ‘5F6 =4./6

o ©
é;\i? Ejercicio 3.9. Encuentre el drea S del AABC.
a)a=2,b=3yc=4 b)a=2,b=4yc=5

Nota: Hay una férmula que representa el area del AABC con la medida de
los lados.

Formula de Heron.
El drea S del AABCes S= /s(s—a)(s— b) (s — c) donde s = a+l2)+c

®
N, * Ejercicio 3.10. Demuestre la Formula de Herdn aplicando la manera
del Ejemplo 3.9.

[A]
A
Y C (bcosA, bsenA)
A B X
(B]
=)
&
Utilizando la ley de los
cosenos, encuentre

senC (6 sen4 6 senB).
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Ejercicios de la leccion

1. Encuentre el valor de x. Clase 1 Ejemplo 1.1

NANNN

2. En el AABC, R es el radio de su circunferencia circunscrita.

a)A=30° B=45°yb=2. EncuentreRYya. Clase 3 Ejemplo 3.2
b) B=45° C=120°yc=6. Encuentre Ry b.
c)C=60°c=2y/3 ya=2y/2. EncuentreRyA. Clase 4 Ejemplo 3.3

d)A4=30°%a=1yc= \@ Encuentre Ry C.

3. Enel AABC
a)A=45°b=,/2 yc=3. Encuentrea. Clase 6 Ejemplo 3.4
b) C=150°%a=1yb= /3. Encuentre c.
c)4=30°a=1yc=y/3. Encuentreb. *Ejemplo 3.5
d) B=135°bh=4/2 yc=1. Encuentrea.

4. En el AABC Clase 7 Ejemplo 3.6
a)a=2,b=3yc=+19. Encuentre C.
b)a=2,b=1yc=\/§. Encuentre B.

5. Determine qué tipo de angulo es el ZC. Clase 8 Ejemplo 3.7
a)a=3,b=3yc=1.
b)a=5b=3yc=7.
c)a=5b=12yc=13.
da=2,b=3yc=4.

6. Encuentre el area S del AABC. Clase 9 Ejemplo 3.8
a)b=4,c=5yA=135°, Ejemplo 3.9
b)c=6,a=14y B =30°.
c)a=5b=6yc=17.
da=3,b=4yc=4.
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Leccién 4. Las graficas de las funciones trigonométricas

Clase 1. Graficas de seno y coseno

o\ ; / 0

-1

Fig. 4.1

1 180°

70°

T 360°

, 0

X = cosé
Fig. 4.3

y
1
/ P(cosd, send)
\_ ;
_1 !

-90° 6 90° 18b°\27'y60°
_1 +

y =senf

En la Fig. 4.1 el punto P gira alrededor del origen sobre
la circunferencia de radio 1. Por la definicién de seno y
coseno, se tiene que:

La coordenada y de P = senf

La coordenada x de P = cosé.

La Fig. 4.2 muestra el cambio del valor senf con respecto
a 0, es decir, la grafica de y = senf.

De la misma manera, la Fig.4.3 es la grafica de x = cos®.

Caracteristicas de la grafica de y = sen0

y

0

/{60" -270° -180%  —-90°

1. El dominio es el conjunto de nimeros reales.

2. Elrangoes[-1, 1]
3. La parte comprendida en el

90° 18 270° 60° 450° 54 630° 20° 810° 90'5\

y =senf

El dominio es el con-
junto de los valores de
6 donde la funcidn esta

intervalo @ < 0 < @ + 360° (@ es cualquier definida.

angulo) esta repetida infinitamente hacia ambos lados.
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(La figura anterior muestra la parte cuando 0° £ 6 < 360°). Ademas ninguna
parte mds pequefia cumple esta propiedad.

Por 3 se dice que y = senf es una funcion periddica y su periodo es 360°.

La grafica de y = cos se obtiene desplazando —90° hacia el eje 6 la grafica
de y =sen®, es decir, 90° hacia la izquierda, y tiene la mismas caracteristicas
que la de y =sen0.

% ©
é,\? *Ejercicio 4.1. Investigue qué féormula aprendida en Matemadtica |
muestra la periodicidad.

[%}e

El rango es el conjunto
de los valores de y que
toma la funcién.

[-1, 1] significa el con-
junto{y;-1<y<1}

Véase Matematicas |,
Unidad Il, Clase 8 y 9

Clase 2. La grafica de tangente, secante, cosecante y cotangente

|
y |
| |
| | |
1
(L,tang) | : : :
| | |
| | |
4 | | |
> - — -
-1 1 X |270 I450 |630 0
| | |
| | |
| | |
- | | |
1 | | |
| | |
| | |
| | |
| | |
| | |

Caracteristica de la grafica de y = tan0

1. El dominio es el conjunto de los numeros reales excluyendo los valores
90° (2n + 1), n: nUmero entero.

2. El rango es el conjunto de los numeros reales.

3. El periodo es 180°.

4. La grafica se acerca a las rectas 6 =90° (2n + 1)
(7: nimero entero) sin limite.

En este sentido se dice que las rectas 6=90° (2n + 1) son asintotas de la grafica.
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Los valores excluidos
son .., —270° -90°,
90°, 270°, 450°, ...



Abajo se muestran las graficas de secante, cosecante y cotangente.

7

'540°

[ 450°

'360°

[270°

'180°

['90°

[-450° '-360° [-270° '-180° [-90°

'540°

"450°

"270°

"90°

0

[ 360°

[180°

'—450° |-360° '-270° |-180° '-90°

-1+

* 0

y
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RO
é\s Ejercicio 4.2. Encuentre: a) Dominio, b) Rango, c) Periodo, d) Asinto-

tas de las graficas anteriores (secante, cosecante y cotangente).

Clase 3. Amplitud y desplazamiento vertical

{@} Ejemplo 4.1. Haga la grafica de y = 2sen0y encuentre el periodo y el

rango.
Solucién:

y =2send

N

Periodo: 360°

Multiplicar por 2 el valor de y significa ampliar la grafica 2 veces en la

direccidn del eje y.

Rango: [-2, 2]

ampliar k veces

y=senf

Rango; [k, k]

verticalmente

> y=ksen6(k>0)

%
é\i) Ejercicio 4.3. Haga la grafica y encuentre el periodo y el rango.

a) y=3senf

b) y = 2cosO

c)y =-2senf d)y=—% cos0

{@:' Ejemplo 4.2. Haga la grafica de y =senf + 1 y encuentre el periodo y

el rango.
Solucién:

Periodo: 360°

108

y=senf

Rango: [0, 2]

Unidad Il e Leccidn 4 ¢ Clase 3. Amplitud y desplazamiento vertical

[A]
6 |0°|90°|180°|270°|360°
senf 1/0|-1|0
)XZ
2senf{0| 2| 0 |-2| 0
=)o
&
A este niumero 2 se le
llama amplitud.
[B]
6 |0°|90°|180°|270°|360°
senO|0| 1|0 |-1|0
)+1
senf 2111011
+1




Sumar 1 al valor de y significa desplazar la grafica 1 hacia arriba.

Si b < 0, entonces el
y=senf+b desplazamiento es ha-
cia abajo.

desplazar b
hacia arriba ™

Rango; [-1 + b, 1 + b]

y=senf

RO i .. - ,

& Ejercicio 4.4. Haga la grafica y encuentre el periodo y el rango.
a)y=senf+2 b)y=cosO+1

c)y=senf-1 d) y=cosf-2

2’;\? Ejercicio 4.5. Haga la grafica y encuentre el periodo y el rango.
a)y=2senf-1 b) y=-2cosf + 1

Clase 4. Desplazamiento lateral

‘:@3 Ejemplo 4.3. Haga la gréfica de la funcidn y = sen(6— 60°) y encuen-
tre el periodo, el rango y el intercepto en y.

Solucion: 0 60° |150°| 240° | 330° | 420°
ryr o ) o ) o o 3+ 60°
0-60 0° |90°|180°|270°|360

sen(0—-60°)l 0O |1 | O |-1| O

4
V3
Periodo: 360° Rango: [-1,1] Intercepto eny: (O, —? ) Sen (-60°) =~ 2
Restar 60° de 6 significa desplazar 60° hacia la derecha. Se llama también des-
fase.
B 0 desplazara _ 0 Si a < 0, entonces el
Y =sen hacia la derecha y=sen(6-a desplazamiento es ha-

cia la izquierda.
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2’3&2 Ejercicio 4.6. Haga la grafica y encuentre el periodo, el rango vy el
intercepto en y.

a) y=sen(6—45°)
c) y =tan(6-60°)
e) y =cos(0 +45°)

b) y = cos(6—-30°)
d) y = sen(6 + 60°)
f) y =tan(6 + 30°)

%o
é}\% Ejercicio 4.7. Haga la grafica y encuentre el periodo, el rango vy el
intercepto en y.

a)y = 2sen(6—30°) b) y=-2 cos(6 +45°) + 1

Clase 5. Multiplicar 0

@ Ejemplo 4.4. Haga la grafica de y = sen20y encuentre el periodo y el
rango.

Solucién:

Ry

=74
a) Primero haga la gra-
fica de y = 2sen®, luego
desplacela.

Y =
14 /‘\/y send Yy =sen2f
/ \
// \\ 6 |0°|45°| 90°|135° 180°3
X
)/ AN 260 |0 [90°|180°/270°[360°
I , 450 o 135 1 be\ 0 sen20({0| 1| 0|-1|0
/
/
/
SN by 3
XL
2
Periodo: @ =180°, Rango: [-1, 1]

Multiplicar 6 por 2 significa reducir la grafica % en el eje x.

4 .1
reducir a
y=sent T ool ejey y=senpf (p>0)
. 360°
Periodo: »

%0
N Ejercicio 4.8. Haga la grafica y encuentre el periodo y el rango.

a)y=sen30 b)y=sen% c) y = cos20 d)y=cosg

110
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Si 0<p<1,entoncesla
grafica se estira.

Si p > 1, entonces se
encoje.



':@:" Ejemplo 4.5. Haga la gréfica de y = sen2(0 — 60°) y encuentre el pe-
riodo, el rango y el intercepto en y.

Solucién:
0 60° |105°|150° | 175° | 240° 3 . periodo: 360° _ 180°
6-60° 0° [45°|90° |135°|180° +6:f) ' 2
2(0-60°) | 0° |90°|[180°(270°[360° 3" ) Rango: [-1, 1]
sen2(6-60°)f 0 | 1 | 0 | -1| O Intercepto en y: (0,—@) Sen(—120°)=—@

VRS
&Z Ejercicio. 4.9. Haga la gréfica y encuentre el periodo, el rango y el
intercepto en y.

a)y =sen 3(6-20°) b) y = sen % (6 +45°)

c) y =cos 2(6—-60°) d) y = cos % (6+135°)

Clase 6. Grafica (forma general)

{@:‘ Ejemplo 4.6. Haga la grafica de y = 3sen(260 - 60°) y encuentre el pe-
riodo, el rango, el intercepto en y los interceptos en 6.

[%1/'@

Cambie a la forma en
y=ksenp(60—-a)

Solucidn: y = 3sen(260—60°) = 3sen2(6 - 30°).

y=senb - y=3send Ampliando por 3 verticalmente

- y=3sen20 Reduciendo por % hacia el eje y

- y =3sen2(6-30°) Desplazando 30° hacia la derecha

Por lo tanto, se tiene la grafica siguiente:
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Y +30° y = 3sen26 y = 3sen(260-60°)
As—>

A\\./

Periodo: @ =180° Rango: [-3, 3]

Intercepto en y: (0, — T)

Intercepto en x: (30° + 90° n, 0) (n: nUmero entero)

g}\? Ejercicio 4.10. Haga la grafica y encuentre el periodo, el rango, el in-
tercepto en y y los interceptos en 6.

a)y =2sen(36—-60°) b) y = 3cos(26 + 60°)
c)y=—3sen(260 + 60°) d) y =—2cos(360—-120°)
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/3

3sen(—60°) = 3(—7 )

_3V3
2

90° es la mitad del pe-
riodo.



Ejercicios de la leccion

Dibuje la grafica y encuentre el periodo (P), el rango (R) y el intercepto en

v (ly).
1. a) y=4senf b) y =—=5cos6O Clase 3. Ejemplo 4.1
c)y=—%sen9 d)y=%cos@
1

.a)y= 7sen9—1

. a)y=-sen(6—45°)
c) y =tan (6 + 45°)

e) y = csc (6—-60°)

= —2sen &
. a)y=-2sen 3

c) y =sec36

.a) y=3sen2(6+30°)
c) y =—3sec26

e) y = cot3(0 + 10°)

.a)y= —Zsen(% 6+ 30°)

c)y= 3sec(% 6+ 30°)

b)y=—%cos@+1

b) y=—-2cos (6+60°) +1

d) y =sec (6—30°)

f) y = cot (6 + 30°)

- 0
b)y—3cos7

d) y =csc20

b) y = 4cos 3 (6-60°)

d) y = 3csc2(6 + 30°)

b) y=3cos (26-30°) -1

d) y =—cot(36—150°)

Ejemplo 4.2

Clase 4. Ejemplo 4.3

Clase 5. Ejemplo 4.4

Ejemplo 4.5

Claseb. Ejemplo 4.6
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Unidad Il Leccion 3 y 4. Problemas de la Unidad A

1. En el AABC
a)B=45°c= \@ ya= ﬁ —1.Encuentreb, Ay C.
b)4=30°bh=1yc=+3.Encuentrea, By C. A
2. Demuestre que en el AABC, la bisectriz del ZA Compare las areas de

divide al BC en la razén de AB: AC.

Demuestre que en el AABC se tiene que B D C
a=bcosC + c cosB.

. Dibuje la grafica y encuentre el periodo, el rango y el intercepto en y.

a) y =sen(260-90°)
c) y =tan(180° - 36)

b) y = cos(36 + 90°)

. Encuentre la ecuacién de la grafica obtenida como lo siguiente.

a) Desplazar la grafica de y = sen6, 60° hacia la izquierda.
b) Desplazar la grafica de y = cos#, 2 hacia abajo.

c) Ampliar verticalmente por 3 la grafica de y = sec®f.

d) Reducir por % la grafica de y = cscO hacia el eje y.

e) La grafica que es simétrica a la de y = senf con respecto al eje x.

Unidad Il Leccion 3 y 4. Problemas de la Unidad B

1.

2.

3.

a) Demuestre que si0° <4 <180° 0°<B<180°y
A+ B <180°, entonces send <senB <= A< B
b) Demuestre que en el AABCse tienequeA<B < a<b

En el AABC, sen4: senB: senC = 13:8:7. Encuentre A4.

a) Demuestre que en el AABC, se tiene que
senZ4 = sen?B + sen2(C — 2senB senC cosA.

b) Utilice la igualdad de a) y encuentre sen75° y cos75°

AABD y AACD.

Aplique el teorema 3.4.

Aplique las fdormulas
aprendidas en Mat |
Unidad Il

En b) utilice la ley de los
senos y aplique a).

Aplique la ley de los se-
nos y convierta la rela-
cionenladea,byc

4. Explique que la grafica de y = cosf se obtiene desplazando la de
vy =sen6, 90° hacia a la izquierda.
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Matematicas I

Unidad
11

Estadistica

@ Leccidon 1: Muestras
® Leccidon 2: Medidas de tendencia central

@ Leccion 3: Medidas de dispersion

/

- { Algo de historia > N

Karl era un filésofo de las ciencias y matematico britanico, nacié el
27 de marzo de 1857 en Londres, realizé sus estudios en la univer-
sidad de Cambridge en 1879, cursé estudios de derecho poco des-
pués de su graduacion sin embargo mostrd poco interés en ello,
dedico la mayor parte de su vida a ensefiar matematica aplicada,
mecanica y genética en una universidad en Londres. Karl es con-
siderado como uno de los fundadores de la estadistica, desarrolld
métodos estadisticos relacionandolos con la biologia, establecid
la disciplina de la estadistica matematica, realizd una investiga-
cion que ubicd en gran medida las bases de la estadistica del siglo
XX, en la cual se definieron los significados de correlacion, analisis
de la regresién y desviacidn tipica, ademas de ello desarrollé mé-
todos graficos de analisis de regresion, la teoria de la probabilidad
y el muestreo aleatorio entre otros. Estas contribuciones de Pearson se han considerado
muy importantes en la estadistica especificamente en el analisis de datos.

Karl Pearson
(1857 — 1936)

En 1907 fue nombrado director del Departamento de Matematica Aplicada en la University
College de Londres donde luego de ello también fungid como profesor de eugenesia donde
realizd estudios relacionados con la inteligencia, criminalidad, pobreza y creatividad como
caracteres hereditarios.

Karl Pearson fallecid en Londres el 27 de abril de 1936.

Fuente: http://www.mcnbiografias.com/app-bio/do/show?key=pearson-karl
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Leccion 1. Muestras
Clase 1. Términos estadisticos

5@3 Ejemplo 1.1. Un Instituto de educacién media cuenta con 300 estu-
diantes del Ultimo afio de bachillerato, una universidad desea conocer las
profesiones que los estudiantes quieren estudiar y deciden entrevistar el
20% de los estudiantes.

a) éCuantos estudiantes de ultimo afo tiene el instituto?

b) ¢éCuantos estudiantes entrevistara la universidad?

c) ¢Qué desea conocer la universidad en la entrevista?

Solucidn:
a) 300 estudiantes
A este conjunto de elementos se le llama Poblacién.
b) 30;)0x020 - 60
60 estudiantes ——— es el 20% de 300
El conjunto de estudiantes que se van entrevistar se le lama muestra.
c) Profesion que elijan estudiar
A la informacidn que se quiere obtener de la muestra se le llama variable.

De lo anterior se definen los siguientes términos:

Definicién 1.1 Poblacion
Conjunto de elementos claramente definidos en el tiempoy el espacio
de los cuales interesa obtener informacion y llegar a conclusiones.

La poblaciéon puede estar compuesta por personas, animales o cosas.
Estas pueden ser finitas o infinitas.

- [ N
Definicion 1.1.1. Poblacion Finita

Es aquella que se puede contar fisicamente cada elemento de la

poblacién.
J

p [ N
Definicion 1.1.2. Poblacion Infinita

Es aquella en la que no es posible contar fisicamente los elementos
que pertenecen a la poblacidn, es decir cuando los elementos son
ilimitados.

J

p [ N
Definicion 1.2. Muestra

Es un sub conjunto de la poblacidon de interés que comparte las
mismas caracteristicas, con las que se pretende realizar inferencias
respecto a la poblacion de donde procede.

116 Unidad Ill e Leccion 1 e Clase 1. Términos estadisticos

[A]

N4

-4

A los términos: pobla-
cién, muestra y varia-
bles se les conoce como
términos estadisticos.

Son ejemplos de pobla-
cion finita:

Numero de estudian-
tes en una escuela, nu-
mero de hospitales en
una ciudad, nimero de
personas en un pueblo,
cantidad de bacterias en
una sustancia.

Ejemplo de poblaciones
infinitas:

Numero de estrellas,
arena en el mar, nimero
de peces en el mar, etc.

La muestra debe ser re-
presentativa significati-
va y confiable.



Definicion: 1.3 Variable =
Caracteristica que es de interés para el estudio en cada elemento de
la poblacién.

Ejemplo de variables:
edades, estaturas, pe-
so, calificaciones, tipo
de sangre etc.

Las variables segln su naturaleza pueden ser:
* Cualitativas
* Cuantitativas

[ Definicién 1.3.1. Variable Cualitativa *
Es lavariable que representa cualidades o atributos de los elementos <
de la poblacién o muestra. Un atributo puede ser
Esta variable no se representa con nimeros se expresa mediante dividido en modalida-
palabras. des.
g * Una variable cualita-
P [N tiva puede ser: ordinal
Definicidn 1.3.2. Variables Cuantitativas o nominal.
Son las que se expresan mediante numeros, es decir que las
caracteristicas de la poblacién o muestras son nimeros.
/ Variable ordinal: deno-
Las variables sirven para representar datos de los elementos de la ta un orden siguiendo
poblacién o la muestra. algun criterio.

Ejemplo: concursos, com-
petencias, posiciones.

Definicion 1.4. Dato
Es el valor de la variable asociada a un elemento de la poblacién o

de la muestra. Variable nominal:
Solo se admiten nom-
Los datos se pueden clasificar en: bres a los datos y no
Datos cualitativos: Datos nominales implica ningun orden.
Datos ordinales Ejemplo: idioma, reli-
Datos cuantitativos:  Continuos gion, estado civil, sexo,
Discretos etc.

* Una variable cuanti-
tativa puede ser:
Continua o discreta.

@ Ejemplo 1.2. En la encuesta que se aplicd en el Ejemplo 1.1 se re-
quiere obtener los siguientes datos: Edad, sexo, religion, peso, estatura,
carrera a elegir, ingreso familiar, nUmero de miembros de la familia.

Clasifique las variables de acuerdo a su tipo. . .
Variable discreta:

Solucion:

Es en la que se repre-
Variable Cualitativa Variable Cuantitativa sentan las caracteristi-
Nominales: Discreta: cas de la muestra utili-
Sexo: Edad, nimero de miembros de la zando numeros enteros.
Religion, carrera a elegir. familia. Ejemplo:  ndmero  de

alumnos, numero de
Ordinales: Continua: peso, estatura. hospitales, ndmero de
No hay profesores, etc.
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Z&? Ejercicio 1.1.
1. Determine la poblacién y la muestra de las siguientes situaciones:
a) En una escuela se quiere saber cudl es el deporte favorito de los estudiantes, por lo que se realiza
una encuesta a 10 estudiantes de cada aula.

b) Una empresa fabricante de televisores desea hacer un control de calidad, por cada 100 televisores
producidos, analizan 1, si éste estd en dptimo estado o es defectuoso.

c) Se desea conocer el peso, la estatura y el sexo de los nifios nacidos en el hospital materno infantil
en el aio 2016, por lo que se hace una seleccidn de 8 nifios por mes.

d) Una empresa de software quiere realizar un estudio en un instituto sobre el tiempo promedio
gue jévenes entre 14 y 18 aios invierten en internet, para disefiar un juego que se desarrolle en
ese tiempo, para ello elige un instituto de educacién media que cuenta con 1300 estudiantes y
entrevistan el 25% de ellos.

2. ldentifique las variables que se utilizan en el ejercicio 1.1 y diga de que tipo son.

3. Dadas las siguientes situaciones determine el tipo de variable, escribiendo en el paréntesis.
(1) Si es variable cualitativa.
(2) Si es variable cuantitativa discreta.
(3) Si es variable cuantitativa continua.
a) La estatura de una persona. ()
b) El nUmero de identidad de una persona. ( )
c) El nimero de institutos en Tegucigalpa. ( )
d) El grado de escolaridad de los padres de familia de una escuela. ( )
e) El numero de estudiantes de excelencia académica de un instituto X. ()
f) El estado civil de una persona de una comunidad X. ()
g) El periodo de duracién de una bombilla eléctrica. ( )

h) Los nimeros que llevan las camisetas de los jugadores de un equipo. ( )

4. Escriba las modalidades en que se dividen las siguientes variables.
a) Clase social:
b) Nivel de escolaridad:
c) Grupo sanguineo:
d) Concurso de belleza:
e) Tipo de pelicula:

5. Identifique los tipos de datos que se asocian en cada variable en el ejercicio 4.
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Clase 2, 3 y 4. Tipos de muestras

Para seleccionar una muestra se debe delimitar las caracteristicas de la
poblacién, ésta evitara hacer inferencias o generalizaciones incorrectas
en la poblacidn.

Si se quiere hacer un estudio es poco favorable medir toda la poblacién
por lo que es importante seleccionar una muestra representativa.

La muestra puede ser:

l Muestra ]
l Probabilistica ] l No probabilistica ]
N\ T\ T\ T\ N\ T\ T\ T\
© o % ) %
© o (@]
fol e8| B || & 22| € |38
S o o ® = S 2w 9] 2.2 3
s} £ = ‘= % O 4&' o Q o
3 .= S © = 5 S ) 55 >
% = 0 b [ wn = v 72} 8_ O
< <A % 8 1] 8
(NN}
(. J (. J (. J . J A J A J A J . J

Definicidn 1.5. Muestra Probabilistica

Es el tipo de muestra donde todos los elementos de la poblacion tie-
nen las mismas posibilidades de ser elegidos. A través de una selec-
cién aleatoria y / o mecanica se eligen las unidades de la muestra.

{@3 Ejemplo 1.3. Se tiene una poblaciéon de 100 estudiantes y se quiere
elegir 20.

Para elegir los 20 estudiantes se siguid el siguiente procedi-
miento, se enumeran del 1 a 100 todos los estudiantes, luego
se introdujo en una tdmbola los numeros y se sacaron al azar
los nimeros uno a uno hasta completar los 20.

A este tipo de muestra se le conoce como Muestreo Aleatorio Simple.

[A]

[B]

o

= 4

Es importante definir
las caracteristicas de la
poblacién y el tamafio
de la muestra.

Ejemplo 1.3

Témbola para elegir la
muestra.

Observe que todos los
estudiantes tienen la
misma probabilidad de
ser elegidos.

Para seleccionar los ele-
mentos de la muestra
se enumeran los ele-
mentos de la poblacién
y se selecciona al azar
los elementos que debe
contener la muestra.

Unidad Ill  Leccion 1 e Clase 2, 3y 4. Tipos de muestras 119



Definicion 1.5.1. Muestreo Aleatorio Simple

Es la técnica de muestreo en la que todos los elementos de la pobla-
cion tienen la misma probabilidad de ser seleccionados para confor-
mar la muestra.

{Q:’ Ejemplo 1.4. Se tiene una poblacion de 120 personas y se quieren
elegir 15 de ellas como muestra.

Para elegir las 15 personas se utilizé el siguiente procedimiento:
— Primero se enumeran las personas o elementos.

— Se establece una razén entre la poblacion y la muestra de-

120 _
sead T

— De cada 8 personas se elige una al azar, supdngase que en
la primera eleccién se obtuvo la persona N° 4, luego la se-
gunda persona sera la N°4+8 es decir la persona N° 12, lue-
golaN°12+8=20,luegola 20 + 8 =28 y asi sucesivamente
hasta completar las 15 personas que conforman la muestra.

A este tipo de muestreo se le lama Muestreo Aleatorio Sistematico.

( . . .7 - . 7 g ‘\
Definicion 1.5.2. Muestreo Aleatorio Sistematico

Es una variante del muestreo aleatorio simple, se aplica cuando la
poblacién esta listada en algun orden.

Consiste en seleccionar un nimero entero aleatorio menor que %, N
es el total de la poblacidn y n es el total de la muestra y luego (n—1)
elementos de la muestra se eligen agregando el primer aleatorio al
entero K obtenidos por K = ﬂ%ﬂ y asi sucesivamente.

J

{@3 Ejemplo 1.5. En una empresa se cuenta con dos tipos de trabajadores:
Tiempo completo y medio tiempo, la empresa cuenta con 180 empleados
distribuidos de la siguiente manera:

Mujeres Hombres
Tiempo Completo 9 90
Medio Tiempo 63 18

Se pide una muestra de 40 personas tomando en cuenta las categorias
antes descritas, para hacer un estudio de beneficios en la empresa.
¢Cuantas personas por categoria se pueden considerar?
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Poblacion

Muestra Aleatoria Simple

[g}@

>
lera persona: n° 4

2dapersona: 4+ 8 =12
3era persona: 4 + 8 +8
=20
4t persona:4+8+8+8
=28
5t persona: 4 +8 + 8 +
8+8=36

15

El muestreo aleatorio
sistematico es parecido
al muestreo aleatorio
simple, pero luego de
elegir un elemento al
azar los demads se eligen
siguiendo un intervalo.

El primer elemento de
la muestra se seleccio-
na al azar

kikkkh &
TRRRIARA

Muestreo aIeatoriQJA

sistematizado

A la categoria se le lla-
ma también estrato en
este problema.



Solucidn:

Se sabe que el total de la poblacion es 180 personas por lo que se utilizara
el siguiente procedimiento.

Se calculard el porcentaje de cada categoria

Porcentaje por estrato:

Mujeres Hombres
: 9 —co, 90 —£0o
Tiempo completo 180 X 100 = 5% 180 X 100 =50%
63 18

Medio tiempo 180 X 100 =35% 180 X 100 =10%

Como la muestra es de 40 personas entonces:
Hombres

50% de 40 = 20
10% de 40=4

Mujeres
5% de 40 =2
35% de40=14

Tiempo completo
Medio tiempo

A este tipo de muestra se le llama Muestreo Estratificado.

Definicion 1.5.3. Muestra Estratificada
Es una técnica de muestreo que se aplica cuando la poblacidon estd
dividida en grupos, llamadas estratos.

':@:' Ejemplo 1.6. Se hace una encuesta sobre el mercadeo de ciertos pro-
ductos de alimentacidn y la demanda que estos tienen en la poblacidn. Se
selecciona una muestra especifica para lo cual se necesita saber cémo se
puede dividir la poblacién.

Solucién:
Para seleccionar la muestra es importante definir la poblacién en grupos,
unidad de analisis

Adolecentes Colegios
Obreros Fabricas
Amas de casa Mercados
Nifas Escuelas
Profesionales Empresas

Cuando la poblacion se divide en grupos conglomerados se llama Mues-
treo por Conglomerado.

Definicion 1.5.4. Muestra por Conglomerado
Es una técnica de muestreo en la cual la poblacién esta dividida en
grupos debido a la organizacion administrativa u otras.

N
>
De cada estrato se se-

lecciona el porcentaje
obtenido en la tabla.

2
-7 4

Para extraer la muestra
en cada estrato se apli-
ca muestreo aleatorio
simple.

Estrato 1 Estrato 3

Estrato 2

Poblacion

Conglomerados
seleccionados

En cada conglomerado
la muestra se seleccio-
na como en el mues-
treo aleatorio simple.
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Zi;\? Ejercicio 1.2. En los siguientes problemas escriba cual de las técnicas

de muestreo son las mas adecuadas para seleccionar la muestra.

a) Suponga que se esta investigando sobre el porcentaje de estudiantes
que trabajan, en una universidad X, que cuenta con una poblacion de
80 estudiantes y se quieren seleccionar 20.

b) Se desea aplicar una encuesta a los miembros de un club de deportes
cuya poblacidn esta conformada por 200 personas distribuidas de la
siguiente forma:

Deporte Mujeres Varones
Futbol 30 60
Basquetbol 20 25
Natacion 24 10
Véleibol 5 12
Baseball 6 8
Total 85 115

Para ello se desea obtener una muestra de 60 personas. ¢Cual de las
técnicas de muestreo es la mas apropiada para seleccionar la muestra?
Y cuantas personas se seleccionan de cada grupo.

¢) Una fabrica consta de 600 trabajadores, se quiere tomar una muestra
de 20, se sabe que hay 200 trabajadores en la seccién Ay 150 en la
seccién B, 150 en la seccidon Cy 100 en la seccién D. ¢Cudl es el método
mas adecuado para seleccionar la muestra y cuantos trabajadores se
seleccionarian de cada seccion?

d) Sea la poblacién compuesta por los siguientes conjuntos {A, B, C, D, E},
escriba todas las muestras posibles de tamano 3, escogidas mediante
muestreo aleatorio simple.

Definicion 1.6. Muestras no Probabilisticas

Es el tipo de muestra en el que la eleccidn de los elementos no de-
pende de la probabilidad sino de causas relacionadas con las carac-
teristicas del estudio o el investigador que hace la muestra.

Las muestras no probabilisticas pueden ser:

Definicion 1.6.1. Muestra de Sujetos Voluntarios
Es el tipo de muestra que se elige dependiendo de las circunstancias
y de las caracteristicas especificas de un estudio.
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[c]

=
La muestra no proba-
bilistica no depende de
férmulas depende del
proceso de forma de
decision de una perso-

na o grupo de personas.

- La muestra no pro-
babilistica usa una
seleccion informal y
un poco arbitraria.

- No se puede genera-
lizar los resultados a
una poblacion.



Definicion 1.6.2. Muestra de Expertos

Es el tipo de muestra que se da cuando en los estudios es necesario
la opinidn de los expertos, el investigador selecciona las unidades que
seran la muestra con base en su conocimiento y juicio profesional.

O Ejemplo 1.7. En un instituto de educacién media un profesor de ma-
tematicas quiere hacer un estudio con sus alumnos de ultimo afio de ba-
chillerato para generar una nueva metodologia de evaluacion por lo que
de 120 estudiantes que estan distribuidos en tres secciones, trabaja con
10 alumnos de cada seccién, haciendo un total de 30 estudiantes.

Los alumnos seleccionados trabajan los dias sdbados con el profesor y
viven cerca del Instituto.

* La muestra es tomada por conveniencia. Por lo tanto, es muestra de
sujetos voluntarios

@ Ejemplo 1.8. Un investigador quiere saber que es necesario hacer
para lograr éxito en sus negocios, para ello elige un equipo de empresa-
rios cuyas empresas son exitosas.

Definicion 1.6.3. Muestra por Cuotas

Este tipo de muestra se utiliza en estudios de opinién y de mercado
técnico, las medidas o las cuotas dependen del criterio del investi-
gador.

‘:@3 Ejemplo 1.9. Se desea aplicar una encuesta sobre la preferencia po-
litica en la poblacion, el nimero de personas a entrevistar es de 1000
dividida en:

500 estudiantes universitarios.

500 profesionales de cualquier sector.

Unidad Ill e Leccion 1 e Clase 2, 3y 4. Tipos de muestras

Muestra no probabilistica

- Los elementos a se-
leccionar no tienen la
misma posibilidad de
ser elegidos.

Investigador Muestra

El maestro selecciona la
muestra por convenien-
cia ya que los estudiantes
tienen que tener la dispo-
sicion de trabajar los dias
sabados.

Investigador

Las muestras por exper-
tos se seleccionan depen-
diendo lo que se quiere
investigar.

Eleccion
de los

[  de
R it
ﬁy"* investigador

B sor i

Cuota 3

Cuotal l
Cuota 2

La cuota es de 1000 y lue-
go esta se divide en dos
grupos.

El investigador decide el
grupo de personas que en-
trevistara ya que solo tomo
los jovenes y profesionales
por conveniencia, pero no
significa que no se pueda
considerar otro grupo.
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Clase 5y 6. Tabla de frecuencia

5@3 Ejemplo 1.10. En una aula de clases hay 20 estudiantes que obtuvie-
ron las siguientes calificaciones en matematicas.
78, 65, 54, 92, 65, 78, 86, 54, 86, 78, 76, 84, 96, 96, 94, 65, 67, 76, 92, 65

Ordene los datos en una tabla.

Solucién:

Para ordenar los datos en una tabla se comienza por ordenar el arreglo de

menor a mayor.

54, 54, 65, 65, 65, 65, 67, 76, 76, 78, 78, 78, 84, 86, 86, 92, 92, 94, 96, 96

Calificacidn

N° de estudg\

54

2

65

67

76

78

84

86

92

94

96

NITERININIERIWIN|[FR|P>

Total

N
o

A este tipo de tabla
se le conoce como
tabla de frecuencia

Definicion 1.7. Tabla de frecuencia

Es una ordenacion de datos en forma de tabla en la que se represen-
tan datos estadisticos, asignando a cada uno de ellos el valor que se
repite en el arreglo.

o 0
é\% Ejercicio 1.3. Para cada uno de los siguientes conjuntos de datos hi-

potéticos elabore una tabla de frecuencia.

a) A 15 niflos en un hospital se les tomd el peso al nacer. El peso esta dado

en kilogramos.

2.8,3.2,3.8,25,2.7,
2.8,3.8,3.2,2.8, 2.5,
2.5,25,3.4,3.0,2.9
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[A]

[%}e

En la tabla el nimero
de veces que una cali-
ficacién se repite se le
llama Frecuencia.

O
)

@
Frecuencia: Es el nu-
mero de veces que se
repite un dato estadis-
tico, se representa con
la letra f.




b) Se hizo una encuesta a 30 estudiantes con respecto a la asignatura pre-
ferida, obteniendo los siguientes resultados:

Matematicas Espafiol Ciencias Nat. Estudios Soc. Espafiol
Ciencias Nat. Matematicas Matematicas Ciencias Nat. Estudios Soc.
Espaiiol Ciencias Nat. Matematicas Espafiol Espafiol
Matematicas  Ciencias Nat. Espafiol Ciencias Nat. Matematicas
Matematicas Matematicas Espafiol Ciencias Nat. Estudios Soc.
Estudios Soc. Espaiiol Matematicas Espafiol Matematicas

c) Se midid la estatura en centimetros a 35 estudiantes de bachillerato de
un instituto X y los datos obtenidos son:

155 163 156 160 163 157 159
163 162 163 162 160 160 163
161 159 160 163 157 161 156
160 155 158 158 160 161 162
155 156 162 162 160 162 160

"@’ Ejemplo 1.11. En una clase se ha hecho una encuesta preguntando
a los estudiantes el nimero de horas de estudio que dedican a la semana
teniendo como resultado los siguientes datos:

16 11 17 12 10 5 1 8 10 14
15 20 3 2 5 12 7 6 3 9
10 8 10 6 16 16 10 3 4 12

Solucion:
Ordene los datos en una tabla de frecuencia agrupandola en intervalos
siguientes: 1-5, 5-9, 9-13, 13-17, 17-21

N° de horas de estudio N° de estudiantes
1-5 6
5-9 7
9-13 10
13-17 5
17-21
Total 30

A este tipo de tabla se le lama Tabla de Frecuencia de datos agrupados.

[B]

[%}'@

A los intervalos 1 — 5,
5-9,9-13,13 -17,
17 — 21, se les conoce
como clase.

Observa que en los in-
tervalos el extremo de
la izquierda se incluye,
pero el extremo de la
derecha no, es decir:
[1, 5), [5, 9) y asi suce-
sivamente. En cada cla-
se se incluyen los datos
que estan contenidos

en el intervalo.
[2’@
7

La frecuencia es la can-
tidad de datos dentro
de cada intervalo.
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%

é\? Ejercicio 1.4

a) Los siguientes datos corresponden a un promedio de tiempo en dias que se tomd a una muestra de
20 personas que hacian trabajo especifico. Los datos son:

8 15114 |12 |11 | 6 7 9 |13 |11
20 12|15 | 18 |13 | 9 | 15|16 | 15| 18

Elabore una tabla de frecuencia utilizando las siguientes clases: 6 -8, 8 —-10,10- 12,12 -14, 14 - 16,
16 -18, 18 - 20, 20— 22.

b) Se hace una prueba de rendimiento de bombillas eléctricas en horas de duracion y se toma una
muestra de 50, obteniendo los siguientes resultados.

61 | 50| 59 | 60 | 61 | 60 | 60 | 53 | 54 | 55
71 | 68 | 66 | 63 | 62 | 68 | 69 | 68 | 62 | 65
73 74|73 |75 |75 |74 |76 | 75 | 75 | 77
88 | 78 1 90 | 79 |93 | 82 | 82 | 94 | 95 | 99
78 | 79| 8 | 8 | 8 | 8 | 79 | 63 | 67 | 60

Elabore una tabla de frecuencia considerando las clases: 50 — 55, 55 — 60, 60 — 65, ...,95 — 100.
Responda las siguientes preguntas:

b1) ¢Qué clase tiene mayor frecuencia?

b2) ¢Qué clase tiene menor frecuencia?

b3) ¢ Cuantas bombillas tuvieron un rendimiento mayor a 70 horas?

b4) ¢ Cuantas bombillas tuvieron un rendimiento menor a 65 horas?

b5) ¢ Cuantas bombillas tuvieron un rendimiento entre 80 y 100 horas?

Clase 7. Histograma y poligonos de frecuencia

5@3 Ejemplo 1.12. Represente mediante un grafico los datos de la tabla [A]
del Ejemplo 1.11
Jemp [;}‘Q
A S
Solucién: 14 Un histograma de fre-
12- Histograma de Frecuencia cuencias es muy pa-
4 101 recido a un grafico de
é barra, la diferencia es
8- .,
5 que no hay separacion
—= 67 entre barras.
4
2 * En un histograma de
frecuencias es mas fa-
1 5 9 13 17 21 25 0 cil identificar la clase
(Horas de estudio)
de mayor o menor fre-
A este tipo de grafico se le Ilama Histograma de Frecuencias. cuencia.
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Definicion 1.8. Histograma de Frecuencias
Es el grafico que se utiliza para representar la distribucidon de
frecuencia de una variable. Un histograma de frecuencia estd
formado por rectangulos unidos cuya base es igual a la amplitud del
intervalo y la longitud es igual a la frecuencia.

[N

J

':@:' Ejemplo 1.13. Elaborar un grafico uniendo los puntos medios de las

barras del histograma de frecuencia del Ejemplo 1.12

141

B
o N
f L

(Frecuencia)

N o 0
N f 1 1

//

A\

Poligono de Frecuencia

AN\

g

N

1

5

9 13

17 21
(Horas de estudio)

25

Para formar el poligono
es necesario agregar una
clase mas a la izquierda y
otra a la derecha donde la

frecuencia es cero.

A este tipo de gréfica se le llama Poligono de Frecuencia.

Definicion 1.9. Poligono de Frecuencias

Es un gréfico utilizado para representar una distribucion de frecuen-
cias de una variable, este se puede trazar a partir del histograma de
frecuencia tomando el punto medio.

% oo o
N Ejercicio 1.5
a) Elabore el histograma y el poligono de frecuencias para cada distribu-

cién de frecuencias del Ejercicio 1.4.

b) En un hospital toma el peso en libras a 45 nifos entre 0y 2 afios y los
resultados fueron:

21
19
21
20
18

19
20
19
20
21

22
21
21
19
19

19
22
21
21
18

18
21
21
21
22

20
20
22
22
21

23
22
19
19
24

19
20
19
19
20

b1) Ordene los datos de manera ascendente.

b2) Construya una tabla de frecuencias considerando las clases

16 -18,18-20,20-22,22-24,24-26

b3) Elabore un Histograma y un poligono de frecuencia.

b4) Responda las siguientes preguntas:
¢En qué intervalo se encuentran los nifios de mayor peso?
¢Cuantos ninos tienen un peso entre 20 y 21 libras?
¢Cuantos nifos tienen un peso mayor o igual a 22 libras?

20
20
19
19
17

[B]

[%}»

Al unir los puntos se
obtiene una linea poli-
gonal cerrada.

El poligono se puede
trazar ubicando en el
eje x los puntos medios
de cada clase.
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Leccion 2. Medidas de Tendencia Central
Clase 1y 2. Media

Cuando se tiene un conjunto de datos se puede calcular algunos valores
qgue describen la muestra o la poblacién con lo que se estd trabajando,
estos valores sirven para conocer la tendencia de dichos datos, dentro de
estas medidas estan las medidas de tendencia central y las mas usadas
son la media, la mediana y la moda.

El calculo de estas medidas puede ayudar a tomar decisiones o hacer in-
ferencia sobre la poblacidn que es objeto de estudio.

{@3 Ejemplo 2.1. La siguiente tabla muestra la distribucién de frecuencias
de la estatura en cm de 30 estudiantes de un instituto X de educacion
media.

Estatura (cm) N° de Estudiantes ( f)

140 - 145 2
145 - 150 3
150-155 5
155-160 12
160 - 165 4
165-170 3
170-175 1

Total 30

Calcule la media de los datos (aproxime el valor hasta las centésimas uti-
lizando el redondeo).

Solucion:

Se puede calcular la media utilizando dos maneras.

Manera 1:

En primer lugar, completaremos la tabla de frecuencias calculando el pun-

to medio de cada clase, ya que la frecuencia representa los valores de
datos que caen en cada intervalo, este valor se representa con la letra Xm.
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[A]

A
¢
La media es un prome-
dio de datos.

Xm: se le llama Marca
de Clase



Luego se multiplica la marca de Clase por la frecuencia.

Para calcular la me-
dia se suman todos
los datos de la co-
lumna f (Xm) y se
divide entre el to-
tal de frecuencia.

- 30

Estatura N° de
(cm) estudiantes Xm f (Xm)
140 -145 2 142.5 285
145 -150 3 147.5 442.5
150 -155 5 152.5 762.5
155-160 12 157.5 1890
160 - 165 4 162.5 650
165-170 167.5 502.5
170-175 172.5 172.5
Total 30 4705
Media = 285+442.5+762.5+ 12(9)0 +650+502.5+172.5 4705
=156.833...
= 156.83

La media de los datos es 156.83

De lo anterior se define

Definicion 2.1. Media Aritmética
Es una medida que proporciona el promedio de un grupo de datos

organizados.

Manera 2:

Completar la tabla agregando la columna del producto de la frecuencia
con el limite inferior de cada clase.

Estatura (cm) Frecuencia f(Li)
140 - 145 2 280 140x 2 =280
145 -150 3 435 145x3 =435
150 - 155 5 750 150 x5 =750
155-160 12 1860
160 - 165 4 640
165-170 3 495
170-175 1 170 170x1 =170
Total 30 4630

Unidad Il e Leccion 2  Clase 1y 2. Media

\
Marca de clase: ( Xm )

es el punto medio del in-

tervalo de clase y se ob-
Li+Ls
2

tiene: donde

Li: Limite inferior de la
clase.

Ls: Limite superior de
la clase.

140 — 145
ooy
Li Ls

La media es la suma de
los productos de f (Xm)
dividido por el total de

frecuencia.
[2"@
7

La media aritmética

tiene ventajas:

— Todos los valores en-
tran en el calculo de
la media.

— Es una medida con-
fiable.

— Sirve para establecer
comparaciones en-
tre datos con las mis-
mas caracteristicas.

[B]

-

[%}'\
Para calcular la media
se debe sumar los da-
tos de la columna f(Li).
Luego calcular la mitad
de la distancia entre los
limites.

145140 _,

150145 _,

129



. _ 4630
Media = 30

+2.5=154.333... +2.5=154.33 + 2.5 = 156.83

| > Se obtiene de la distancia entre los

extremos de la clase dividida por dos.

X .. .. . L.
& Ejercicio 2.1. (Aproxime el valor hasta las centésimas)
a) Calcule la media aritmética de las siguientes distribuciones de frecuen-

cia.

a,) ay) az)

Clase X f X f X f
4-9 6 20-30 3 1-5 12
9-14 8 30-40 5 5-9 8
14-19 7 40-50 2 9-13 | 15
19-24 5 50-60 4 13-17 | 10
24 -29 9 60-70 1 17-21 | 13
Total 35 70-80 3 Total 58

80-90 4

90-100 | 2

Total 24

b) En un instituto de educacion media se hizo una encuesta a 55 estudian-
tes para saber cuantas veces al mes practicaban algun deporte y los
resultados se denotan en la siguiente tabla.

N° de veces
gue practicaban N° de Estudiantes
0-4 9
4-8 10
8-12 12
12-16 8
16-20 10
20-24 6
Total 55

b1) ¢ Cuantos estudiantes practican deporte mas de 8 veces al mes?
b2) ¢ Cuantos estudiantes practican deporte menos de 16 veces al mes?

b3) ¢Cual es el promedio de veces que los estudiantes practican deporte
al mes?
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[%}e

2.5 es constante ya que
es la distancia de los
Ls—Li
2

#

Al calcular la media de
esta forma evitamos
trabajar con numeros
decimales en la tabla.

[%}e

La clase también se
puede representar con
X en mayuscula.

[%),\s

En a; y a,, los dos ex-
tremos de la clase es-
tan incluidos. En a; el
extremo superior no se
incluye en cada clase.




¢) En un hospital se realizé un control para medir el ritmo cardiaco a los pacientes que asistian regular-
mente al hospital, se tomd una muestra de 150 pacientes, obteniendo los siguientes resultados (se
considera normal un ritmo cardiaco de en el intervalo 60 — 100 pulsaciones por minuto)

Pulsaciones/
minuto N° de personas
40-60 9
60— 80 66
80-100 54
100-120 21
Total 150

Clase 3. Mediana y Moda

‘:@3 Ejemplo 2.2. Encuentre la clase donde se ubica la mediana en la dis- [A]
tribucidn de frecuencias del Ejemplo 2.1

Solucidn:

Estatura N° de estudiantes
140 - 145 2

145 -150 3

150 - 155 5
155-160 12

160 - 165 4
165-170

170-175 1

Total 30

Como el nimero total de estudiantes es 30, buscamos la posicidn de la
medianay esta se ubica entre el dato 15y 16, sin embargo, los datos estan
agrupados en el intervalo por lo que se debe localizar la clase que contie-

ne el dato 15 y el dato 16.

Sumando las frecuencias tenemos 2 + 3 + 5 + 12 = 22, que representa el
nimero que contiene 15 y 16 por lo que la clase donde se encuentra la
mediana es 155 — 160 esto significa que al calcular la mediana debe ser un

¢Cual es el promedio de pulsaciones por minuto?
¢Cudntas personas no tienen ritmo cardiaco normal?
¢Cudl es el porcentaje?

¢Cuantas personas tienen ritmo cardiaco normal?
¢Cudl es el porcentaje?

®
2250

La mediana es el valor
gue se encuentra en el
centro de una distribu-
cion.

——> Ala clase con mayor
frecuencia se le lla-
ma clase modal

[%}‘“

La clase que contiene la
mediana se obtiene de
la suma de frecuencias,
2+3+5+12=22
qgue es el numero que
contienea 15y 16

El dato 15 y el dato 16
se encuentra en la cla-
se 155 - 160.

valor contemplado dentro de este intervalo.
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Definicion 2.2. Mediana
Es el valor de la variable que ocupa el lugar central al ordenar los
datos en forma creciente o decreciente.

%
é\? Ejercicio 2.2. Encuentre la clase que contiene la mediana en las dis-
tribuciones de frecuencia del Ejercicio 2.1

{@3 Ejemplo 2.3. Encuentre la clase con mayor frecuencia de la distribu-
cion del Ejemplo 2.1.

En este curso solo
aprenderemos a iden-
tificar la clase que con-
tiene la mediana y en
cursos posteriores de
estadistica se aprende-
rd a calcularla.

[%}‘“

Solucion:
Estatura Frecuencia
140 - 145 2
145 -150 3
150 - 155 5
155-160 12 —> A la clase con mayor fre-
160 — 165 4 cuencia se le llama clase
modal.
165-170 3
170-175 1
Total 30

Definicion 2.3. Moda

Es el valor que mas se repite en una distribucion de frecuencias.

2’;\? Ejercicio 2.3. Encuentre la clase modal en las distribuciones de fre-
cuencia del Ejercicio 2.1.
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El valor de la mediana
significa que el 50% de
datos estan por debajo
de la mediana y el otro
50% por encima de la
mediana.

[B]

La clase modal es la cla-
se que contiene la moda
de una distribucion.

Al igual que la mediana
en cursos posteriores
de estadistica se apren-
derd como calcular la
moda.

Para efecto de este cur-
so basta con identificar
la clase modal, la cual
significa que la moda
serd un valor compren-
dido en el intervalo.



Ejercicios de la leccion

1. En una comunidad se construyeron 500 casas, se desea saber cuantas
de ellas tienen acceso al agua potable, por lo cual se decide hacer una
encuesta a un representante de cada casa por lo que se aplica dicha
encuesta al 25% de ellos.
¢Cudl es la poblacion? ¢ Cudl es la muestra?
¢Qué variable se desea investigar? Clase 1 Lecciéon 1

2. Escriba dentro del paréntesis bajo la columna variable, 1 si es variable
discreta, 2 si es variable continua, 3 si es variable cualitativa.

Variable
1) N° nifios en un kinder.
2) N° de computadoras en una empresa.
3) Peso de nifios recién nacidos en el hospital materno infantil.
4) Taza de mortalidad de un pais.
5) N° de reservas naturales de Honduras
6) La raza de un individuo.
7) El lenguaje de una region.
8) El lugar que ocupa un ciclista en una carrera.
9) El nimero que identifica un competidor en natacion
3. Determine las modalidades (nominal — ordinal) en que se divide cada Clase 1
uno de las siguientes variables.
a) Estado civil
b) Sexo
c) Escolarizaciéon
d) Tipo de libro
e) Tipo de pelicula
f) Profesion
4. Dadas las siguientes variables determine qué tipo de datos (cuantitati- Clase 1

vo: discreta — continua, cualitativo: nominal — ordinal) generan:
a) Velocidad de un automovil

b) Estatura de un estudiante de media

c) Numero de escuelas en Honduras

d) Numero de libros en una biblioteca

e) Preferencia politica

f) Color preferido

g) Fruta preferida

h) Grado que cursa en la escuela
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5. En una cadena de supermercados, trabajan 160 personas en el depar-
tamento de personal, 360 en el departamento de ventas, 200 en el
departamento de contabilidad y 80 en el departamento de atencién
al cliente. Se quiere seleccionar una muestra de 160 trabajadores para

aplicar una encuesta de control de calidad.

éQué tipo de muestra podria ser mas apropiada para utilizar en este es-
tudio si se desea que incluya trabajadores de todos los departamentos?
¢Cudntos trabajadores se tendria que seleccionar de cada departa-

mento?

6. Un fabricante de lamparas desea hacer una prueba a la produccion
diaria de 120 lamparas para detectar si salen defectuosas, por lo que
decide obtener una muestra de 20 ldmparas.
éCudl es el tipo de muestras que puede aplicar para seleccionar la
muestra? ¢Explique?

7. Una empresa estd haciendo entrevistas para contratar personal para lo

cual entrevistd a 45 personas cuyas edades son:

a) Construya una tabla de frecuencias con las clases: 17 — 19, 19 — 21,

8. La siguiente distribucidn de frecuencia corresponde al numero de horas a
la semana que dedican a estudiar un grupo de estudiantes de un Instituto.

21 1 20|21 | 19|21 | 20| 23| 20 | 21
20 | 19 | 22 | 22 | 21 | 21| 22| 22 | 20
18 | 19 | 21 | 21 | 22 | 20 | 23 | 21 | 24
21 1 20|19 | 21| 21 | 22| 19| 23 | 21
19 | 21 (19| 18 | 18 | 22 | 24 | 19 | 23

21-23,23-25.
b) Trazar un histograma y un poligono de frecuencia.

f
1-3 5
3-5 6
5-7 4
7-9 8
9-11 7
11-13 3
Total 33

a) Construya un histograma de frecuencia.

b) Construya un poligono de frecuencia.
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9. Calcule la media y determine la clase de la mediana y la moda de las distribuciones de frecuencia del
ejercicio 7 y 8 (aproxime el valor hasta las centésimas).

10. Dadas las siguientes distribuciones de frecuencia calcule la media, la clase modal también determi-
ne la clase de la mediana (aproxime el valor hasta las centésimas).

a) b)
X f X f
5-8 4 12-22
8-11 7 22-32
11-14 | 5 32—-42 | 10
14-17 | 10 42 - 52
17-20 52-62
20-23 62-72 | 17
23-26 72-82 | 10
Total 36 82-92 3
Total 69
Leccion 3. Medidas de dispersion
Clase 1. Rango
@ Ejemplo 3.1. La siguiente tabla muestra las notas en un examen de [A]

los estudiantes de dos grupos Ay B.
a) Completar la tabla de frecuencias y dibuje un poligono de frecuen-
cias para cada uno de ellos en el mismo eje cartesiano.
b) Encuentre la mediay la mediana de cada grupo (calcular la mediana
con los datos no agrupados)

N° de Nota X f
lista | Grupo A | Grupo B Grupo A | Grupo B

1 30 42 30-40

2 30 60 40 -50

3 50 40 50 -60

4 60 50 60-70

5 45 70 70-80

6 55 30 80-90

7 50 43 Total

8 85 62

9 40 53

10 55 50
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Solucién:

®
2

En noveno grado se
estudio la media, la
mediana de datos no
agrupados.

[%}@

Como el total de datos
es 10 y este es un nu-
mero par entonces se
toma el 5toy 6to datoy
la mediana sera el pro-
medio de estos datos.

[%}e

X f
Grupo A | Grupo B
30-40 2 1
40-50 2 3
50-60 4 3
60-70 1 2
70-80 0 1
80-90 1 0
Total 10 10
g
S 4
2
2 3
0
= 5.
1_
b) Media:
Grupo A
. 30+30+50+60+45+55+50+85+40+55
Media = 10
Media = 50
Grupo B:
. 424+60+40+50+70+30+43+62+53+50
Media = 10
Media = 50

Para encontrar la mediana, ordenar los datos:

Mediana grupo A: T = 50

Mediana grupo 7l
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Cuando la media y la
mediana de dos distri-
buciones es la misma,
no significa que los da-
tos son idénticos es por
esa razdn que se ne-
cesitan otras medidas
para su comparacion.



Aunque la media y la mediana de ambos grupos coinciden se ve en el
poligono de frecuencia que en el grupo A hay mas dispersién de los datos.

Existen varias medidas de dispersion, el rango es una de ellas.

Definicién 3.1. Rango
Es la diferencia entre el valor mayor y el valor menor de los datos.

El rango del grupo A Rango del grupo B.
Rango =85 -30 Rango =70-30
=55 =40

% o}

é;\i? Ejercicio 3.1. Encuentre la media, la mediana y el rango para ambos
grupos de datos. Trace los poligonos de frecuencias del inciso b) (aproxi-
me el valor hasta las centésimas).

a) Cantidad de libros vendidos en 11 dias
Tienda A: 36, 16, 23, 28, 20, 23, 26, 18, 23, 30, 10.
Tienda B: 27, 23, 25, 23, 22, 23, 22, 23, 21, 23, 19.

b) Peso (en libras) de 30 nifos al nacer.
Hospital A:
5458,6.0,6.5,7.0,7.2,7.6,5.3,5.9,6.4,6.5,6.6,7.1,7.7,6.5

Hospital B:
5.6,6.3,6.5,6.6,7.4,5.8,6.4,6.5,6.7,7.2,5.7,6.1,6.5,6.9,7.3

[%)'@

El rango del grupo A
es mayor que el de el
grupo B por lo tanto los
datos del grupo A es-
tan mas dispersos de la
media que los datos del
grupo B.

[%)'\s

Cuando mayor sea el
valor del rango los da-
tos se dispersan mas de
la media.
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Clase 2, 3 y 4. Desviacion absoluta media, varianza y desviacion estandar

{@3 Ejemplo 3.2. La siguiente tabla muestran las calificaciones de dos
grupos de estudiantes Cy D de un Instituto de educacién media. Compara
las notas de los dos grupos.

N° de Nota (%) Nota |Cantidad de estudiantes
lista | Grupo C | Grupo D (%) Grupo C | GrupoD
1 | o4 >4 30-40 2 1
2 76 35 40— 50 2 1
3 56 62
. o3 gt 50-60 1 3
: 47 6 60-70 1 3
c 35 5y 70-80 2 1
7 33 65 80-90 2 1
3 43 77 Total 10 10
9 73 56
10 35 68
Solucidn:

Para hacer la comparacion se elabora el poligono de frecuencia y se calcu-

la la mediay el rango.

(Estudiantes)
w

Grupo C GrupoD

Media
Rango

60
50

60
50

Un valor para expresar la medida de concentracidn de los datos alrededor
de la media es la desviacion absoluta media.
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Nota que ambas distri-
buciones tienen el mis-
mo rango y la misma
media, sin embargo, de
la grafica se sabe que
en el grupo D los da-
tos estan mas concen-
trados alrededor de la
media que en el grupo
C.




Definicion 3.2
Desviacion absoluta media =
Suma de los valores absolutos de las diferencia entre los datos y la media

Cantidad Total de datos

En el ejemplo 3.2
Desviacion absoluta media del grupo C:

|64—60|+| 76— 60| +| 56— 60| +| 83— 60|+|47— 60|+ |85 60 |+ |38 — 60| +| 43— 60| +| 73 - 60| +| 35— 60
10

162 _
16 =162

Desviacion absoluta media del grupo D

|54-60|+|35—60|+|62-60|+|85—60|+| 46— 60| +|52—60|+| 65— 60| +| 77— 60 |+|56 — 60| +] 68— 60|
10

114
0 = 11.4

Las calificaciones del grupo C estan mas dispersas de la media que las
calificaciones del grupo D.

RO
é;\i? Ejercicio 3.2. Encuentre la desviacion absoluta media de los grupos
de datos siguientes (aproxime el valor hasta las centésimas):

a) Tiempo (dias) que tardan 24 carpinteros que fabrican una puerta de

madera.
Grupo 1:2,3,5,6,
3,6,2

56,3,4,3,4,5,4,5,4
Grupo 2:2,3,6,2,4,2,4,5,3,5,6, 6
b) Cantidad de peces capturados en 16 dias de pesca.
Grupo 1: 0, 10, 20, 30, 30, 30, 40, 40, 40, 40, 50, 50, 50, 60, 70, 80

Grupo 2: 0, 10, 10, 20, 20, 30, 30, 40, 40, 50, 50, 60, 60, 70, 70, 80

c) Salario diario de 26 trabajadores en dos empresas
Empresa A: 50, 55, 55, 60, 65, 65, 70, 75, 75, 80, 80, 90, 90
Empresa B: 50, 60, 60, 65, 65, 70, 70, 70, 75, 75, 80, 80, 90

d) Compruebe que al calcular la media de la resta “valor — media” sin va-
lor absoluto esta resulta cero. Para el grupo 1 del inciso b).

e) Demuestre lo expresado en d) con la siguiente informacion: cantidad
de datos 7. los valores de los datos x4, x5, X3, ...x,, y la media m.

[%}\“

* Cuando mayor es la
desviacion absoluta
media los datos se dis-
persan mas de la me-
dia.

.
En la desviaciéon abso-
luta media debes con-
siderar las diferencias
entre barras de valor
absoluto, de lo contra-

rio no funciona.
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La desviacion absoluta media se vuelve un calculo poco usual cuando se tie-
nen muchos valores, por otra parte, no se puede tomar la media de las restas
“valor —media” porque la suma de las restas es cero, para que la suma no sea
cero (0) se suman los cuadrados de las restas, luego este resultado se divide
entre el valor total de los datos a este valor obtenido se le llama varianza.

Definicion 3.3
suma de los cuadrados de las diferencias entre el valor y la media
cantidad total de datos

Varianza =

':@:' Ejemplo 3.3. Calcular la varianza de los datos de los grupos Cy D del

ejemplo 3.2.
Solucién:
Grupo C
Varianza =
(64 —60)* +(76 — 60)* + (56 — 60)* + (83 — 60)* + (47 — 60)* + (85 — 60)* + ---
10
(38 — 60)* + (43 — 60)* + (73 — 60)* + (35 — 60)*
=317.8
10
Grupo D
Varianza =
(54 — 60)* +(35 — 60)° + (62 — 60)° + (85 — 60)* + (46 — 60) + (52 — 60)° + -
10
(65 — 60)* + (77 — 60)* + (56 — 60)* + (68 — 60)?
10 =194.4

%
é\i) Ejercicio 3.3. Encuentre la varianza de los datos del ejercicio 3.2 inci-
so a),b) y ¢) (aproxime el valor hasta las centésimas).

La unidad de medida de la varianza es cuadrado de la de los datos. Para
obtener una medida con la misma unidad de medida que la de los datos
se toma la raiz cuadrada de la varianza. A ese valor se le llama desviacion
estandar.

Definicion 3.4. Desviacion estandar
Desviacion estandar = « Varianza

5@3 Ejemplo 3.4. Calcule la desviacion estandar de los grupos C y D del
ejemplo 3.2 (aproxime el valor hasta las centésimas).
Solucién: Grupo C: 4/317.8 =17.8269... = 17.83

Grupo D: v/ 194.4 =13.9427...=13.94
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[B] [g}@

La desviacion absolu-
ta media no se utiliza
con frecuencia porque
el calculo se vuelve te-
dioso cuando se tienen
muchos datos.

[%}\s

Cuanto mayor es la va-
rianza, los datos se dis-
persan mas de la me-
dia.

[C]



®
N Ejercicio 3.4. (Aproxime el valor hasta las centésimas).
a) Encuentre la desviacién estandar de los datos del ejercicio 3.2 (a)
b) Encuentre la desviacién estandar de los siguientes datos:
b;) Produccidon en miles de sacos de café de 10 caficultores.
Zona Central: 2.3,4.5,2.3,3.5,1.3,3.9,4.0,3.3,3.6,4.0
Zona Oriente: 3.7,5.0,3.8,3.4,4.0,2.4,4.2,2.5,3.8, 1.5
b,) Tiempo (minutos) entre el periodo y la entrega de 12 érdenes de
pizzas.
Pizzeria A: 18, 30, 35, 25, 30, 15, 21, 24, 26, 27, 15, 20
Pizzeria B: 23, 22, 25, 28, 15, 22, 17, 32, 36, 23, 30, 18

':@:' Ejemplo 3.5. Demuestre que la formula de la varianza se puede trans- [D]
formar de la manera siguiente:
* ]a cantidad de datos: #; los datos x3, x5, X3, ..., X,,; la media de los datos: m.

%{(xl—m)2+ (xy —=m)2 + - +(x, —m)?2} = %(xl2 + X2+ +x,2) —m?

Es decir que la varianza es igual a la media de los cuadrados de los datos
menos el cuadrado de la media.
Solucidn:

%{(xl —m)?+ (x;—m)? + - +(x, —m)?} =

= o b= 2y m 4 m) + ok (2 = 20, m 4 m2)) i

= %{(xl2 + X2+ +x,2) = 2m(xy + x4+ x,) + (m2+ m2+ -+ m2)} x1txat--txn .
1 2 nm* "

= 2+ x2) - o (F X )m T

%(xl2 +x% + - +x,2) — 2(m)(m) + m?

%(x]-Z +x22 4 e +xn2)_m2

Por tanto: 1
Varianza = -~ (x,2 + X2 + - + x,2) = m?

g’;\% Ejercicio 3.5. (Aproxime el valor hasta las centésimas)
a) Calcule la varianza de los grupos Cy D del ejemplo 3.2 siguiendo la for-
mula del ejemplo 3.5.
b) Encuentre la varianza de los datos de los ejercicios 3.2 (a, b, c) y 3.4
(b1, b2).
¢) Encuentre la varianza de los datos siguientes empleando la formula.
c;) Estatura (cm)de 5 estudiantes de un instituto: 163, 172, 165, 166, 174.
c,) Duracién en minutos de 15 discos compactos.
41,45,43,48,42,42,48, 44,49, 45, 50, 42, 44, 41, 45.
c3) Peso (kg) de 13 estudiantes: 72, 65, 71, 56, 59, 63, 61, 79, 52, 49,
68, 55, 50.
c,) Calificaciones (%) de un examen de matematicas de 10 estudian-
tes: 80, 70, 95, 5, 75, 70, 60, 10, 90, 85.

Unidad Ill e Leccion 3 e Clase 2, 3 y 4. Derivacién absoluta media, varianza y desviacién estandar 141



Ejercicios de la leccion

(Aproxime el valor hasta las centésimas)

1. Se calcula el coeficiente intelectual a 72 estudiantes de dos grupos Ay
B. Los datos encontrados son los siguientes:

Grupo A:
77 85 85 90 90 90 93 93 93
93 95 95 95 95 95 100 100 100 Clase 1

100 100 100 105 105 105 105 105 107
107 107 107 110 110 110 115 115 123

Grupo B:
85 89 89 91 91 91 93 93 93
93 95 95 95 95 95 100 100 100
100 100 100 105 105 105 105 105 107
107 107 107 109 109 109 111 111 115

a) Calcule la media, la mediana y el rango de los datos de los grupos A Clase 1y 2
y B

b) éCuales son las semejanzas y diferencias entre los datos de los gru-
pos Ay B.

c) Dibuje el poligono de frecuencias de los grupos Ay B en un mismo
eje y compare los resultados.

d) ¢Qué datos estdn mas dispersos?

2. Se tomaron 10 muestras de 10 estudiantes en dos grupos de noveno
grado y se les preguntd la calificacion obtenida en matematicas:

Grupo 1: 63, 64, 67, 68, 69, 70, 77, 79, 80, 83.
Grupo 2: 62, 65, 67,68, 70, 74,76, 77,79, 82.

a) Calcule la mediay el rango de los datos del grupo 1y grupo 2. Clase 1y 2
b) Calcule la desviacion absoluta media de los datos.

c) ¢Qué datos estdn mas dispersos? ¢ Por qué?

d) ¢Cudles son las semejanzas y diferencias de los datos del grupo 1y 2?

3. Eltamafno de un documento digitalizado en la computadora se mide en
kilobyte (KB) los tamafos de 9 documentos son: 98, 838, 34, 96, 582,
289, 223,174, 107.

a) Calcule la mediay el rango.
b) Calcule la desviacion absoluta media de los datos.
c) Calcule la varianza y la desviaciéon estandar.

4. Calcule la varianza y desviacion estandar para los datos del ejercicio 2.
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ESTELA B

Prisma labrada de forma cuagrandular, tallada en roca de toba volcanica,
representa en su cara principal a un personaje ricamente vestido y ataviado con
ornamentos. Se trata de la representacién de décimo tercer gobernante de
Copan, Uaxaclajuun Ub’aah K’awiil, también conocido como 18 Conejo.

Los ricos atavios de este personaje al parecer representan un rito relacionado
con el inframundo.

Fotografia: © José Antonio Ramos Cartagena.

Republica de Honduras

Secretaria de Educacion
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