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La Secretaría de Educación presenta la “Guía del Docente” de 
Matemática para Educación Media, que tiene su fundamento en el 
Plan de Estudio y Programas Curriculares, Área de Matemáticas, misma 
que fue elaborada por un equipo técnico en el marco del Proyecto 
Mejoramiento de la Enseñanza Técnica en el Área de Matemáticas 
(PROMETAM FASE III).

Con esta Guía se pretende apoyar al docente en la intervención 
activa de mediación entre el contenido y las formas de aprendizaje. 
Además, brindar  apoyo metodológico para favorecer los aprendizajes 
significativos que impacten en la motivación de los jóvenes y como 
consecuencia, se incremente la retención y aprobación, y se mejore el 
rendimiento académico de los estudiantes en los centros educativos.

En la búsqueda del cambio hacia una nueva Honduras, el recurso 
humano es el único capaz de generar riquezas a través de la aplicación de 
sus conocimientos, competencias y acciones; por lo que se espera que 
los docentes realicen una labor educativa con calidad y pertinencia y la 
Secretaría de Educación a su vez, se compromete para que la población 
tenga acceso a una educación, que mejore en cada generación.

Secretaría de Estado
en el Despacho de Educación

Presentación



Esta Guía está diseñada para orientar a los docentes cómo enseñar los contenidos para 
cada grado, prescritos en el Plan de Estudios y Programas Curriculares, Área de Matemáti-
cas, usando como parte del proceso el Libro del Estudiante.

Hay un plan de estudio para todas las clases y se espera que el docente lo ajuste según el 
rendimiento y el entorno de sus estudiantes.

En el Libro del Estudiante hay una diversidad de ejercicios para garantizar el trabajo indi-
vidual. Muchos de éstos podrán ser utilizados como tareas para resolver en casa y deben 
ser revisados individualmente o en forma colectiva, siempre dirigida por el docente para 
afianzar el conocimiento.

Para mayor información  véase la “Estructura y Aplicación de la Guía del Docente”.

Instructivo de uso
“Guía del Docente”
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1. Objetivo de la Guía del Docente
 Este libro es una guía que explica el plan anual de estudio y el desarrollo de las clases basado en el 

contenido del Plan de Estudios y Programas Curriculares, Área de Matemáticas. Si el Docente apro-
vecha esta Guía, le ayudará a desarrollar su clase de manera efectiva y eficientemente para que el 
rendimiento de los estudiantes mejore.

2. Estructura de la Guía del Docente
 Estructura Global: Está formada por dos partes: la “Estructura y aplicación de la Guía del Docente” 

que explica el contenido de la Guía y la forma como se utiliza y el “Desarrollo de Clases de cada Uni-
dad” que describe los pasos a seguir para alcanzar los objetivos de cada clase.

 Estructura de la Unidad: En cada unidad se desarrolla paso a paso los contenidos conceptuales to-
mados del Plan de Estudios y Programas Curriculares (PEPC). La estructura de cada unidad se explica 
detalladamente en el instructivo.

3. Instructivo para el uso de la Guía del Docente y del Libro del Estudiante
 Esta Guía del Docente (GD) fue diseñada para enseñar los contenidos indicados en el PEPC, utilizan-

do eficazmente el Libro del Estudiante (LE), para explicar los principios de cada tema y la manera de 
desarrollar la clase.

 Aunque se indica la manera de usar el LE, no necesariamente se describe una forma única de desarro-
llar la clase, sin embargo, se ha intentado que los docentes puedan dar la clase sin dedicar mucho tiem-
po a los preparativos. El docente podrá hacer las modificaciones adecuadas cuando lo crea necesario.

 En la GD se presenta la Programación Semestral y Desarrollo de Clases de cada Unidad.

4. Programa Semestral
 Es la lista de los contenidos del grado indicados en el PEPC, con el número de clases asignadas a cada 

tema. Con la misma, los docentes deben conocer qué tienen que enseñar, y hacer su plan semestral 
de modo que se cumplan todos los temas.

 Desarrollo de Clases de cada Unidad
 Está divida en cinco secciones:

1) Competencias de la unidad: Presenta las competencias que se pretenden desarrollar en el estu-
diante en el desarrollo de la unidad.

2) Relación y desarrollo: Muestra el flujo de los contenidos del grado por semestre, relacionándolos 
con contenidos de grados anteriores y con las matemáticas siguientes.

3) Plan de estudio de la unidad: Presenta la distribución de las clases en cada lección.

4) Puntos de lección: Presenta aspectos importantes a considerar en el desarrollo de cada lección.

5) Desarrollo de clase: Presenta el objetivo, la evaluación y el proceso de enseñanza.

ESTRUCTURA Y APLICACIÓN DE LA GUÍA DEL DOCENTE
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1) Competencias de la unidad 
 Se presentan las competencias para cada uni-

dad, tal y como están descritas en el PEPC 
Área de Matemáticas.

2) Relación y desarrollo
 Se muestran los contenidos de la unidad y su 

relación con otras unidades (ya sean de este 
grado, o anteriores). Los docentes deben 
diagnosticar si los estudiantes tienen domi-
nio sobre los contenidos relacionados de los 
grados anteriores, de lo contrario dependien-
do del nivel de insuficiencia en el manejo, se 
puede hacer lo siguiente:
(a) Si la mayoría de los estudiantes carecen 

de comprensión, de tal modo que no se 
puede enseñar el contenido del grado, se 
les da un repaso de dos o tres horas clase.

 Para el menor manejo del contenido, es 
mejor darles tareas al mismo tiempo que 
la enseñanza del contenido del grado.

(b) Si la mayoría entiende bien se le puede 
dar orientación individual a los que lo ne-
cesiten.

3) Plan de estudio
 Se indica la distribución de las horas y el con-

tenido. Como el tiempo total de la clase de 
matemáticas es limitado, se recomienda se-
guir los lineamientos indicados en la Guía.

4) Puntos de lección 
 Como cada unidad está dividida en lecciones, 

en esta parte se explican los puntos en que 
se deben prestar mayor atención durante el 
desarrollo de la clase. Los docentes deben en-
tender la idea central por lo cual se desarrolla 
el plan de clase.

5) Desarrollo de clase
 Está descrito el plan de cada clase para 45 mi-

nutos e incluye los objetivos, la evaluación y 
el proceso de enseñanza. No es recomenda-
ble prolongar la hora de clase, salvo en el caso 
donde los estudiantes hacen una tarea espe-
cial o el horario así lo exige.

a. Objetivo
 Se representa el objetivo de la clase (hay 

casos donde un sólo aplica a dos o más 
clases seguidas). Es necesario tener éste 
claro para cada clase.

b. Evaluación
 Se indican los ejercicios que el estudian-

te debe realizar en forma independiente 
o grupal considerando la estrategia que 
decida el docente con el propósito de ve-
rificar el logro del objetivo.

 En caso de que existan dificultades en la 
mayoría de los estudiantes el docente 
debe reforzar esa parte.

c. Proceso de enseñanza 
 Se proponen actividades que el docente 

debe realizar durante la clase siguiendo el 
orden propuesto  en el Libro del Estudiante.

 La propuesta se basa en comenzar la clase 
planteando un ejemplo y tratar de que los 
estudiantes lo resuelvan sin consultar el 
LE, por lo que se debe garantizar el tiempo 
suficiente para que piensen y propongan 
sus ideas, luego los docentes tienen que 
darles explicaciones de forma concisa y 
con pocas palabras tratando de no hablar 
mucho, y considerando las ideas de los es-
tudiantes concluir en la regla, definición, 
principio, etc. de la clase, para luego reali-
zar la ejercitación.

 En este proceso de enseñanza en algunas 
clase se utiliza la simbología M, RP y *.

M: Significa preguntas o indicaciones de 
los docentes a los estudiantes.

 No es recomendable hace preguntas 
que los estudiantes pueden contes-
tar con respuestas breves como “si” y 
“no”. Son muy importantes las pregun-
tas que hacen pensar a los estudiantes, 
sobre todo en cada clase se necesita 
una pregunta principal que los concen-
tre en el tema de la clase.
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RP: Significa reacciones previsibles de los 
estudiantes.

 Hay que preveer las reacciones de los 
estudiantes, incluyendo las respuestas 
equivocadas. Para corregir las respues-
tas equivocadas, no es bueno decir 
solamente <<esta mala>> y enseñar la 
respuesta correcta o hacer que contes-
ten otros niños. 

 Hay que dar tiempo para que piensen 
porque está equivocada, al mismo 
tiempo los docentes tienen que pen-
sar por qué se han equivocado y re-
flexionar sobre su manera de enseñar 
y preguntar. Además las respuestas de 
sus estudiantes pueden ser indicadores 
para evaluar el nivel de entendimiento.

*: Hace referencia a los puntos y sugeren-
cias de la clase y actividades del docen-
te. Se refiere a puntos importantes que 
el docente debe tomar en cuenta para 
que el desarrollo de la clase sea exitoso.

 En algunos casos en el LE aparecen 
ciertas clase utilizando asterisco (*) 
esto significa que son clases o ejem-
plos, ejercicios opcionales que el do-
cente puede desarrollar dependiendo 
el nivel de entendimiento de los estu-
diantes.

Para ser más práctico el uso de esta GD en el aula 
de clases se da una descripción general, por lo 
tanto, no se les indica a los docentes todas las ac-
ciones a realizar, así que según la necesidad hay 
que agregar más o modificarlas. En forma gene-
ral se aplican las siguientes acciones.

• La GD no dice nada sobre la evaluación conti-
nua porque ésta corresponde al objetivo, sin 
embargo, propone como se puede evaluar 
éste, a través de la ejercitación. La evaluación 
debe hacerse durante la clase y al final de la 
misma según la necesidad.

• No está indicado el repaso de la clase. Éste se 
hace según la necesidad.

• Cuando se les dan los ejercicios, los docentes 
deben recorrer el aula identificando los erro-
res de los estudiantes y ayudándoles a corre-
girlos.

• Cuando la cantidad de ejercicios es grande, se 
hace la comprobación y corrección de errores 
cada 5 ejercicios, o una adecuada cantidad, 
para que los estudiantes no repitan el mismo 
tipo de equivocación.

• Preparar tareas como ser ejercicios comple-
mentarios para los estudiantes que terminan 
rápido.

• La orientación individual no está indicada, 
sin embargo, es imprescindible. Los docentes 
pueden realizarla en las ocasiones siguientes:
– Cuando recorren el aula después de dar 

los ejercicios.
– En el receso después de la clase.
– En la revisión del cuaderno (hay que tener 

el cuidado que los estudiantes no pierdan 
el tiempo haciendo fila para que el docen-
te corrija)

En la Guía del Docente se indica en la página del 
Libro del Estudiante las partes punteadas que se 
sugieren que el docente debe tener en la pizarra, 
sin embargo cada uno puede hacer su propia es-
tructura de uso de la pizarra.

La estructura del LE y su uso

El docente  puede comenzar cada unidad con un 
repaso de lo aprendido anteriormente. Esta par-
te no está indicada en las horas de clase y los 
docentes asignan el tiempo para trabajar según 
su criterio.

La unidad está dividida en lecciones, clases, ejer-
cicios de la lección (algunas unidades no tienen 
ejercicios de lección). Cada clase tiene ejemplos 
y ejercicios. 
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Icono                                                                       Explicación 
 

 El desarrollo de un ejemplo.

 La propuesta de ejercicios o problemas.

 Aclaraciones o ampliaciones de conceptos trabajados en el libro a la vez algunos aspec-
tos que se deben tener especial cuidado cuando se está estudiando un tema.

 Recordatorios de temas, fórmulas, conceptos, etc., vistos en años o clases anteriores.

 Conceptos, fórmulas, principios, reglas, etc., que es necesario que se memoricen para 
lograr  mejor comprensión de los contenidos.

 Sugerencias que se proporcionan al momento de resolver un ejercicio o problema.

Los ejemplos corresponden a los temas impor-
tantes de la clase. En la orientación de estos 
ejemplos es importante hacer que los estudian-
tes piensen por sí mismos; por lo tanto, para pre-
sentarlos, los docentes lo escriben en la pizarra 
para que los estudiantes no vean la respuesta en 
el LE antes de tratar de resolverlo.

Para resaltar los puntos importantes de la clase 
estos se remarcan.

En el LE se proponen ejercicios de lección esto 
con el objetivo de suministrar suficientes ejer-
cicios para que el estudiante pueda resolver en 
el aula o como tarea en casa. El docente deberá 
utilizarlos de acuerdo a conveniencia ya que no 
se tiene tiempo estipulado para esta sección.

La página del LE tiene dos columnas. Una co-
lumna de contenidos y otra columna de recor-
datorios, sugerencias o notas. En el desarrollo 
de cada clase se encuentran varios iconos, que a 
continuación se explica cada uno.

La GD lleva la solución de los ejercicios propues-
tos en el LE. Los docentes tienen que tomar en 
cuenta que en el caso de ejercicios y problemas 
con respuestas abiertas puede haber otras res-
puestas.

A continuación se explica el significado y simbo-
logía de la página del desarrollo de clases.

Cada ícono representa:
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Significado de cada expresión y simbología en la página del desarrollo de clases.

Indicador de 
evaluación 

por objetivo.

Página
del LE.

Objetivo de 
cada clase.

Actividades.

Número de 
unidad,

lección y 
clase.

Tiempo 
indicado por 

actividad. 

Orientaciones
Metodológicas.

Puntos y
sugerencias 

de la
enseñanza.

Soluciones 
de los

ejercicios 
propuestos. 

78

[A]
Defi nición de la fun-
ción inversa
(10 min)

 Ejemplo 1.1
(5 min)

 Ejercicio 1.1
(5 min) Solución 
a) [0, ∞)
b) f –1(x) = – x

[B]
Puntos simétricos con 
respecto a y = x.
(10 min)
Otra explicación intui-
� va

PO = QO y PR = QR, por 
lo tanto la recta y = x 
es la mediatriz del seg-
mento PQ.

Relación de las gráfi cas 
(5 min)

58 Unidad IV • Lección 1 • Clase 1. Función inversa

[A] Defi nición.

Se aprendió funciones 
trigonométricas inver-
sas en la Unidad I.

El dominio de f –1 es R y 
el rango es D. 

Como por lo general se 
u� liza la letra x para re-
presentar el elemento 
del dominio, se denota 
por 

y = f –1 (x)

[B] Gráfi ca.

Defi nición 1.1 Función inversa
Sea y = f (x) una función con el dominio D y el rango R.  Se supone 
lo siguiente:

A cualquier y ∈ R, existe un único x ∈ D tal que f (x) = y.
Entonces se le denomina función inversa de  f  la correspondencia 
de y a x y se le denota mediante x = f –1(y).

Por la defi nición existe la relación

b = f (a)   ⇔   a = f –1(b)

Ejemplo 1.1. Sea f (x) = x2. Si se toma el intervalo [0, ∞) como el domi-
nio de f (x), encuentre los siguientes:
  a) rango de f (x)  b) f –1 (x). 

Solución: a) [0, ∞)   b) f –1 (x) = x

Ejercicio 1.1. En el Ejemplo 1.1, si se toma el intervalo (–∞, 0] como el 
dominio de f (x), encuentre los siguientes: 
  a) rango de f (x)              b) f –1 (x).

Puntos simétricos con respecto a la recta y = x.
Los puntos P(a, b) y Q(b, a) son simétricos con respecto a la recta y = x

* Demostración: Sea R(c, c) cualquier punto en la recta y = x. 
 RP = ( ) ( )c a c b2 2+- -   y RQ = ( ) ( )c cb a2 2+- - . 
Por lo tanto, RP = RQ, lo que signifi ca que R está en la mediatriz del segmen-
to PQ, es decir, la recta y = x es la mediatriz del segmento  PQ.
Luego P  y  Q son simétricos con respecto a la recta y = x.

La gráfi ca de la función inversa.
Las gráfi cas de y = f (x)  y  y = f –1 (x) son simétricas con respecto a y = x

Demostración: sean C y C’ las gráfi cas de y = f (x)  y  y = f –1 (x) respec� va-
mente.
Se � ene que:
 P(a, b) ∈ C ⇔ b = f (a) ⇔ a = f –1 (b)  ⇔  Q(b, a) ∈ C’
y que P(a, b)  y Q(b, a) son simétricas con respecto a y = x.

Lección 1. Derivación
Clase 1. Función inversa

P(a,b)

R(c,c)

Q(b,a)

y = x
y

x

y

x
P(a,b)

Q(b,a) y = f (x)

y = x
y = f –1(x)

Obje� vo: Defi nir lta función inversa y la relación entre las 
gráfi cas.

Evaluación: Ejercicio 1.1 y 1.2

Unidad IV. Lección 1.
Clase 1
(Con� núa en la siguiente página)

P

0

R

Q

a

a

b

b

y = x
y

x

Unidad IV • Lección 1 • Clase 1. Función inversa
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4. Programación Semestral:

I. Trigonometría
 (8 horas)

II. Limite y 
 continuidad
 (3 y *10 horas)

III. Diferenciación e 
integrales de fun-
ciones polinómicas

 (22 horas)

IV. Derivada de funcio-
nes trascendentales 
(*21 horas)

Unidad (horas)

Teorema de la adición

Límite de funciones  

Continuidad de funciones  

Asíntotas

Derivada de funciones polinómicas  

Aplicación de las derivadas  

Integrales

Derivación

Derivada de las funciones trascendentales

Aplicación de derivada

2 – 15
(2 – 12)

17 – 34
(14 – 26)

35 – 38
(27 – 30)

38 – 39
(30 – 31)

40 – 48
(34 – 38)

49 – 59
(39 – 45)

60 – 73
(46 – 55)

74 – 82
(58 – 62)

83 – 88
(63 – 68)

89 – 103
(69 – 77)

Contenido
Pág. de GD
(Pág. de LE)
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Matemáticas IV

Unidad I Trigonometría

1. Competencias de la Unidad
1. Aplicar las funciones trigonométricas para resolver problemas científico tecnológico.
2. Resolver ecuaciones trigonométricas.
3. Valorar la importancia de las funciones trigonométricas para resolver problemas de la ciencia y 

la tecnología.

2. Relación y Desarrollo

Matemáticas 9º

Semejanza de triángulos

      • Criterio de semejanza de triángulos rectángulos

Matemática IV

Unidad I: Trigonometría  

• Lección 1: Teorema de adición

Matemática IV

Unidad II: Límites y continuidad

Unidad IV: Derivadas de funciones trascendentales

Matemática I

Unidad I: Fundamentos de aritmética y álgebra

• Lección 3: Coordenadas planas

      • Distancia entre dos puntos en el plano cartesiano

Unidad II: Introducción a la trigonometría

Matemática II

Unidad II: Funciones trascendentales

• Lección 3: Resolución de triángulos  

• Lección 4: Las gráficas de las funciones trigonométricas  

Unidad I • Trigonometría
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3. Plan de Estudio de la Unidad (8 horas)

1 Teorema de 
adición

Problemas de la 
Unidad

Lección Clase/hora Contenidos Términos y signos

1

2

3

4

5

6

7

8

Demostración del teorema de 
adición de seno y coseno

Demostración del teorema de 
adición de tangente, ejemplos

Simples ejemplos del teorema de 
adición

Demostración y simples ejemplos 
de la fórmula del ángulo doble

Demostración y simples ejemplos 
de la fórmula del ángulo medio

Ecuaciones trigonométricas (uso 
de la relación entre seno y coseno)

Ecuaciones trigonométricas (uso 
de la fórmula del ángulo doble)

Funciones trigonométricas inversas

Ejercicios de la lección

Problemas de la Unidad A

Problemas de la Unidad B

sen–1x, cos–1x, tan–1x

Puntos de lección
Lección 1: Teorema de adición
 Las soluciones de las ecuaciones del libro que utilizan el teorema de adición son los ángulos especiales, 
por lo tanto, no hay necesidad de usar la calculadora.

 Los estudiantes tienen que memorizar las fórmulas de la clase 1 y deben ser capaces de deducir las 
demás tomando como base las anteriores. Para lograr esta meta, una manera es escribir el proceso de 
deducción repetidas veces, primero consultando el Libro del Estudiante, luego sin él.



4 Unidad I • Lección 1 • Clase 1. Teorema de adición de seno y coseno

Presentación de las 
fórmulas. (8 min)

Demostración de las 
fórmulas. (30 min)

El punto es aplicar la 
fórmula de la distancia 
y demostrar primero la 
fórmula del inciso d).

En la secuencia  de la 
deducción 
d) → c) → b) → a), hay 
que recordar a los es-
tudiantes las fórmulas 
aprendidas en Mate-
mática I Unidad II.
   Resumen (7 min)

2

         sen2a + cos2a = 1
          I. II. Clase 2.5 

cos (–b) = cosb
sen (–b) = –senb
I. II. Clase 2.8  

cos( 2
r  + a – b)

              = –sen(a – b)
cos( 2

r  – b) = senb

sen( 2
r  – b) = cosb

I. II. Clase 2.9

Teorema 1.1. Teorema de adición de seno y coseno
 a) sen (a + b) = sena cosb + cosa senb
 b) sen(a – b) = sena cosb – cosa senb
 c) cos(a + b) = cosa cosb – sena senb
 d) cos(a – b) = cosa cosb + sena senb

Demostración de d).  En la Fig. 1.1

(PQ)2 = (cosb – cosa)2 + (senb – sena)2

  = cos2b – 2  cosa cosb + cos2a
     + sen2b – 2 sena senb + sen2a
  = 2(1 – cosa cosb – sena senb)

Se ob� ene la Fig. 1.2, rotando – b
a los puntos P y Q de la Fig. 1.1.

(P’Q’)2 = (cos(a – b) – 1)2 + (sen(a – b) – 0)2

  = cos2 (a – b) – 2 cos(a – b) + 1 + sen2(a – b)
  = 2(1 – cos(a – b))

Como (por construcción) PQ = P’Q’, se � ene que:
 

cos(a – b) = cosa cosb + sena senb
  

Demostración de c). En d) sus� tuyendo –b en b, se � ene que:
 

cos(a – (–b)) = cosa cos(–b) + sena sen(–b)
 

cos(a + b) = cosa cosb – sena senb
  

Demostración de b). En c) sus� tuyendo 2
r  – β en β, se � ene que: 

  

            cos(a + ( 2
r  – b)) = cosa cos ( 2

r  – b) – sena sen( 2
r  – b)

 

–sen(a – b) = cosa senb – sena cosb
 

Luego       sen(a – b) = sena cosβ – cosa senb
  

Demostración de a). En b) sus� tuyendo –b en b, se � ene que:
 

sen (α – (–b)) = sena cos(–b) – cosa sen (–b)
 

sen(a + b) = sena cosb + cosa senb
                  

Lección 1. Teorema de adición
Clase 1. Teorema de adición de seno y coseno

Unidad I • Lección 1 • Clase 1. Teorema de adición de seno y coseno

b
a

P(cosa, sena)

Q(cosb, senb)

1

1

–1

–1

Fig. 1.1

a–ba–b

P’(cos(a–b), sen(a–b))

Q’(1, 0)

1

–1

–1

Fig. 1.2

y

y

x

x

Objetivo: Entender la demostración del teorema de adición 
de seno y coseno.

Evaluación: Memorizar las fórmulas.

Unidad I. Lección 1.
Clase 1



5Unidad I • Lección 1 • Clase 2. Teorema de adición de tangente, ejemplos

cos
sen

i
i

[A]
Presentación de las 
fórmulas. (5 min)

Demostración (10 min)
En la demostración se 
utiliza la relación

        tanq =

[B]

 Ejemplo 1.1 
(12 min)
Los estudiantes deben 
tener memorizadas las 
razones de las medi-
das de los lados de los 
triángulos especiales.

 Ejercicio 1.1 
(18 min) Solución
15° = 60° – 45° ó
          45° – 30°

a) 4
6 2-

b) 4
6 2+

c) 2 – 3  

Objetivo: [A] Entender la demostración del teorema de 
adición de tangente.

 [B] Aplicar las fórmulas en ángulos especiales.                                   
                        
Evaluación: [A] Memorizar las fórmulas, [B] Ejercicio 1.1 

3Unidad I • Lección 1 • Clase 2. Teorema de adición de tangente, ejemplos

Teorema 1.2. Teorema de adición de tangente

 a) tan(a + b) = 

 b) tan(a – b) =

Demostración 
 a) tan(a + b) =                       =

   

     Dividiendo el denominador y
  = el numerador entre cosa cosb
  

  =

 b) En a) sus� tuyendo –b en b, se � ene que:

      tan(a + (–b)) =                                    ,  luego

               tan(a – b) =

Ejemplo 1.1. U� lizando la relación: 75° = 45° + 30°, encuentre los 
valores de sen75°, cos75° y tan75°
 

Solución 
 sen75° = sen(45° + 30°)
  = sen 45° cos 30° + cos45° sen30°

  =                                     =                 =

 cos75° = cos(45° + 30°)
  = cos45° cos30° – sen45° sen30°

  =                                   =                  =

 tan75° = tan(45° + 30°)

  = 1 tan45 tan30
tan45 tan30

c c
cc

-
+  = 

1 1
3

1

1
3

1

$

+

-
 = 

3 1
3 1
-
+

 = 2 + 3
                               

Ejercicio 1.1. U� lice el teorema de adición para encontrar los valores: 
a) sen15°;  b) cos15°;  c) tan15°;  d) sen105°;  e) cos105°;  f) tan105°

[A]

tana =  

       = 

tan(– b) = – tanb
I. II. Clase 2.8  

[B]

La otra manera es

tan75° =

             =           

             = 2 +         

Clase 2. Teorema de adición de tangente, ejemplos

1 tan tan
tan tan

a b
a b
-
+

( )
( )

cos
sen

a b
a b
+
+ cos

sen
a
a

a
b

a

b

c

csen
cos cos

sensen

cos cos
sen

1
a b
a b

a
a

b
b

-

+

cos cos
sen

sen sen
cos cos sen

a b a b
a b a b

-
+

1 tan tan
tan tan

a b
a b
-
+

1 tan tan( )
tan tan( )

a b
a b
- -
+ -

1 tan tan
tan tan

a b
a b
+
-

2
1

2
3

2
1

2
1

$ $+

5
5

cos
sen

7
7
c
c

2
1

2
3

2
1

2
1

$ $-

2 2
3 1+

2 2
3 1-

6 2
6 2
-
+

4
6 2+

4
6 2-

3

1 tan tan
tan tan

a b
a b
+
-

1
2

1

2
1

45º

1

60º

1
2

3
2

Unidad I. Lección 1.
Clase 2

105° = 60° + 45° 

d)                           e) –                          

f) –2 – 

Otra manera: [105° = 15° + 90° 
sen105° = sen(15° + 90°) = cos15°

cos105° = cos(15° + 90°) = –sen15°

tan105° = tan(15° + 90°) = –                     ]3

4
6 2-

4
6 2+

tan 51
1
c



6 Unidad I • Lección 1 • Clase 3. Simples ejemplos del teorema de adición

 Ejemplo 1.2 
(20 min)

 Ejercicio 1.2 
(10 min) Solución
 sen(a – b) 
 = sena cosb 
            – cosasenb

 = 15
6 4 5+

cos(a – b)
 = cosa cosb 
          – senasenb

 = 15
3 5 8- +

tan(a – b)

 = cos( )
sen( )

a b
a b
-
-

 = 19
1 508 50+

 Ejercicio 1.3 
(15 min) Solución:

a) cosa = – 3
2 2

    senb = – 3
5

sen(a + b) = 
2 2

9
10 -

cos(a – b) = 9
4 2 5- +

  

4 Unidad I • Lección 1 • Clase 3. Simples ejemplos del teorema de adición

Ejemplo 1.2. Sean 90° < a < 180° y  0° < b < 90°. 

Cuando sen a =       y cosb =      , encuentre los siguientes valores: 

a) sen(a + b)         b) cos(a + b)        c) tan(a + b)

Solución
Como 90° < a < 180°, cos a < 0. Por lo tanto,

cosa= –                        = –                        = – 

Como 0° < b < 90°, sen b > 0. Por lo tanto,

senb =                        =                        = 

 a) sen(a + b) = sena cosb + cosa senb

                    =                                       =

 b) cos (a + b) = cosa cosb  – sena senb

                   = –                               = –

 c) tan (a + b) =

                    =                     ÷                          = –                   · 

                    = –                                          =

Ejercicio 1.2. En el Ejemplo 1.2 encuentre los valores de sen(a – b),  
cos(a – b) y tan(a – b).   

Ejercicio 1.3.
a) Sean 180° < a < 270° y 270° < b < 360°. Cuando sena = –       y cosb =      , 

encuentre los valores de sen(a + b) y cos(a – b).

b) Sean 270° < a < 360° y 90° < b < 180°. Cuando sena = –     y cosb = –      , 
encuentre los valores de sen(a – b) y cos(a + b).

 

La condición del ángulo 
defi ne el signo de las 
funciones trigonomé-
tricas:

(–, +)    (+, +)

(–, –)    (+, –)

sen2 a + cos2 a = 1

Otra manera 
tan(a + b)

       =

      =

      = 

Clase 3. Simples ejemplos del teorema de adición

3
2

3
1

1
4

3
2

4
3

5
3

3
5

5
4

21 sen a-

21 cos b-

21 3
2- ` j

21 5
3- ` j

3
2

5
3

3
5

5
4

$ $+ -c m

3
5

5
3

3
2

5
4

$ $-

15
6 4 5-

15
3 5 8
-

+
c m15

6 4 5-
15

6 4 5-

19
108 50 5- +

8 3 5 8 3 5
6 4 5 8 3 5
+ -
- -^

^

^

^

h

h

h

h

3 5 8
15
+

15
3 5 8+

( )
( )

cos
sen

a b
a b
+
+

1 tan tan
tan tan

a b
a b
-
+

1
5

2
3
4

5
2

3
4

-

- +

- c m

8 3 5
6 4 5
+

- +

y

x

(= 2
5  – 15

4 5
)

(= – 5
5

 – 15
8 )

Objetivo: Aplicar el teorema de adición de manera directa.

Evaluación: Ejercicio 1.2, Ejercicio 1.3

Unidad I. Lección 1.
Clase 3

b) cosa = 4
15

; senb = 4
7

     sen(a – b) = 16
3 1 50-

    cos(a + b) = 16
3 15 7- +
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Teorema 1.3  (15 min)
Los estudiantes tienen 
que ser capaces de de-
ducir estas fórmulas del 
teorema de adición. 

 Ejemplo 1.3
(10  min)

 Ejercicio 1.4 
(20 min)
a) cosa = –

    sen2a =        , 

    cos2a = –

    tan2a = –

b) sena = –

     sen2a = –        ,

     cos2a =

     tan2a = – 

Objetivo: Deducir la fórmula del ángulo doble del teorema 
de adición. 

                        
Evaluación: Ejercicio 1.4 a) y b)

5Unidad I • Lección 1 • Clase 4. Fórmulas del ángulo doble

Teorema 1.3. Fórmulas del ángulo doble
a) sen 2a = 2 sena cosa
b) cos 2a = cos2a – sen2a = 2 cos2a – 1 = 1 – 2 sen2a

c) tan 2a = 

Demostración. Del teorema de adición se � ene que:
 a) sen2a = sen (a + a) = sena cosa + cosa sena = 2 sena cosa  

 b) cos2a = cos(a + a) = cosa cosa – sena sena
  = cos2a – sen2a
  = cos2a – (1 – cos2a) = 2 cos2a – 1
  = (1 – sen2a) – sen2a = 1 – 2 sen2a 

 c) tan2a = tan(a + a) =                             = 

Ejemplo 1.3. Sean 90° < a < 180°  y  sena =       . Encuentre los siguien-
tes valores:
 a) sen2a        b)  cos 2a         c) tan 2a  

Solución:
 De 90° < a < 180°, se � ene que cosa < 0, por lo tanto,

 cosa = –                        = –                       = –

 a) sen 2a = 2sena cosa =                          = –

 b) cos 2a = 1 – 2 sen2a =                       = 

 c) tan 2a =               =                 ÷         = –                 = –

Ejercicio 1.4. Encuentre los valores de sen 2a, cos 2a y tan 2a en los 
siguientes casos.
 a) 180° < a < 270° y sena = –  

 b) 270° < a < 360° y cosa = 

          * c) 0° < a < 180° y tana =

En b) la segunda y la 
tercera se u� lizarán con 
más frecuencia.

sen2a = 1 – cos2a

cos2a =  1 – sen2a

De 90° < a < 180°, se 
sabe el signo de cosa.

Note que para el cálcu-
lo de cos2a, basta el va-
lor de sena.

En c) iden� fi que el cua-
drante al que pertene-
ce el ángulo a.

Clase 4. Fórmulas del ángulo doble

5
3

1 tan tan
tan tan

a a
a a
-
+

21 tan
tan2

a
a

-

21 tan
tan2

a
a

-

{

5
4

5
4

5
4

2
1

21 sen a- 21 5
3- ` j

5
3

5
4$ -2 $ a k

2

5
31 - 2 $ a k

25
24-a k

25
24

25
24

7
25
$ 7

24

25
7

25
7

cos
sen

2
2
a
a

Unidad I. Lección 1.
Clase 4

5
3

5
3

25
24

25
24

24
7

24
7

25
7

25
7

*c) De 0° < a <180° y tana = 2
1  se sabe que 0° < a < 90°

    cosa = 
21 tan

1
a+

 = 2
5

         sena = tana ∙ cosa = 
5
1

    sen2a = 5
4 ,  cos2a = 5

3 , tan2a = 3
4

Unidad I • Lección 1 • Clase 4. Fórmulas del ángulo doble



8 Unidad I • Lección 1 • Clase 5. Fórmulas del ángulo medio

Teorema 1.4. (10 min)
Que los estudiantes de-
duzcan estas fórmulas 
de la fórmula del ángulo 
doble. No deben memo-
rizarlos.

 Ejemplo 1.4
(8 min)
Hay que decidir el signo, 
según el cuadrante al que 
pertenece el ángulo.

 Ejercicio 1.5
(8 min) Solución

cos22.5° = 2
1 cos45c+

 = 2
2 2+

tan22.5° = 
cos22.5
sen .22 5

c
c

 = 3 2 2-

                (= 2 1- )

 Ejemplo 1.5
(10 min)

 Ejercicio 1.6
(9 min)
a) 90° < 2

a  < 180°

 sen 2
a  = 

cos
2

1 a-

  = 6
5

 cos 2
a  = – 2

1 cosa+  

  = –
6
1  

 tan 2
a  = – 5

6

U� lice 22.5° = 2
45c  

(= 3
6

)

Teorema 1.4. Fórmulas del ángulo medio

 a) sen2      =                      b) cos2     =                     c) tan2a = 

Demostración: 
a) De la fórmula del ángulo doble cos 2a = 1 – 2 sen2a,  se � ene que:

 sen2a = 2
1 cos2a-    … despejando para sen2a

     sen2
2
a  = 2

1 cosa-  … sus� tuyendo a por 2
a

 b) De cos 2a = 2 cos2a – 1,  se � ene que:

 cos2a = 2
1 cos2a+   … despejando para cos2a              

 cos2
2
a  = 2

1 cosa+   … sus� tuyendo a por 2
a            

c) tan2
2
a  = 

2

2

2

2
cos

sen
a

a

 = 2
1 cosa-  ÷ 2

1 cosa+  = 1 cos
1 cos

a
a

+
- .

Ejemplo 1.4. Encuentre el valor de sen 22.5°.
Solución

     sen2 22.5° = sen2
2

45c  = 2
45cos1 c-  = 2

1
2

1-
 = 

2 2
2 1-

 = 4
2 2-

. 

     Como sen22.5° > 0, se � ene que:   sen 22.5° = 4
2 2-

 = 2
2 2-

      

Ejercicio 1.5. Encuentre los valores de cos 22.5° y tan 22.5°.

Ejemplo 1.5. Sean 0° < a < 180° y cosa = 1
3 . Encuentre los siguientes 

valores:   a) sen 2
a                      b) cos 2

a                        c) tan 2
a

 
Solución.  Como  0° < 2

a  < 90°, se � ene que sen 2
a  > 0  y cos 2

a  > 0.  
Luego:

 a) sen 2
a  = 2

1 cosa-  = 2
1 3

1-
 = 3

1  = 
3

1

 b) cos 2
a  = 2

1 cosa+  = 2
1 3

1+
 = 3

2  = 
3
2

 c) tan 2
a  = 

cos 2

sen 2
a

a

 = 
3

1  ÷ 
3
2

 = 
2

1

Ejercicio 1.6. Encuentre los valores de sen 2
a  , cos 2

a  y tan 2
a  en los 

siguientes casos:

        a) 180° < a < 360° y cosa = – 3
2           *b) –180° < a < 0° y sena = – 5

3

 Clase 5. Fórmulas del ángulo medio

Unidad I • Lección 1 • Clase 5. Fórmulas del ángulo medio

2
a

2
a

2
1 cosa-

2
1 cosa+

1 cos
1 cos

a
a

+
-

Objetivo: Deducir la fórmula del ángulo medio de la fórmula 
del ángulo doble.              

Evaluación: Ejercicio 1.5, Ejercicio 1.6

Unidad I. Lección 1.
Clase 5

2
a*b) cosa = ±        y –90° <       < 0°

 cuando cosa =     ,

 sen      = –                       = –

 cos      =                       =
10
3

      tan      = – 

cuando cosa = –      ,

sen      = –                       = –

cos      =                       =

tan      = –3 

5
4

5
4

5
4

cos
2

1 a- cos
2

1 a-

10
1

10
3

10
1

2
a

2
a

2
1 cosa+

2
1 cosa+

3
1

2
a

2
a

2
a

2
a



9Unidad I • Lección 1 • Clase 6. Ecuaciones trigonométricas (uso de la relación entre seno y coseno)
• Clase 7. Ecuaciones trigonométricas (uso de las fórmulas del ángulo doble)

 Ejemplo 1.6     
(10 min)

 Ejercicio 1.7 
(35 min) Solución
a) 2(1 – sen2q) + senq – 1 = 0
 2sen2q – senq – 1 = 0
 (2senq + 1)(senq – 1) = 0
     senq = –     , 1

     q = 90°, 210°, 330° 

b) 2(1 – cos2q) + 3cosq – 3 = 0
 2cos2q – 3cosq + 1 = 0
 (2cosq – 1)(cosq – 1) = 0
 cosq =     , 1

 q = 0°, 60°, 300°

c) 2(1 – sen2q) – 3senq – 3 = 0
 2sen2q + 3senq  + 1 = 0
 (2senq + 1)(senq + 1) =  0
     senq = –      , –1

     q = 210°, 270°, 330°

d) 4(1 – sen2q) + 4 3 senq –7 
 = 0
 4sen2q – 4 3 senq + 3 = 0
   (2senq – 3 )2 = 0

     senq = 

     q = 60°, 120°

[Hasta aquí Clase 6]
–––––––––––––––––––––

[Desde aquí Clase 7]

 Ejemplo 1.7  
(10 min)

Objetivo: Aplicar la relación entre seno y coseno a la solución 
de ecuaciones.

Evaluación: Ejercicios 1.7

Objetivo: Aplicar la fórmula del ángulo doble a la solución de 
ecuaciones.

Evaluación: Ejercicios 1.8, Ejercicios 1.9

7
Unidad I • Lección 1 • Clase 6. Ecuaciones trigonométricas (uso de la relación entre seno y coseno)

• Clase 7. Ecuaciones trigonométricas (uso de las fórmulas del ángulo doble)

Ejemplo 1.6. Encuentre los valores de θ (0° ≤ θ < 360°) que sa� sfacen 
la ecuación:  2 cos2θ – senθ – 1 = 0
Solución. Sus� tuyendo cos2θ = 1 – sen2θ, se � ene que:
 2 (1 – sen2θ) – senθ – 1 = 0,  
 2 sen2θ + senθ –1 = 0
 (2 senθ – 1)(senθ + 1) = 0

 senθ = 1
2    o   senθ = –1.  Como 0° ≤ θ < 360°, 

 cuando senθ = 1
2 , θ = 30°  o  150°

 cuando senθ = –1, θ = 270°

 Entonces  θ = 30°,  150°,  270°

Ejercicio 1.7. Encuentre los valores de θ  (0° ≤ θ  < 360°), que sa� sfacen 
la ecuación:
 a) 2 cos2θ + senθ – 1 = 0 b)  2 sen2θ + 3 cosθ – 3 = 0
 c) 2 cos2θ – 3 senθ – 3 = 0 d) 4 cos2θ + 4 3  senθ – 7 = 0          

Ejemplo 1.7. Encuentre los valores de θ (0° ≤ θ < 360°) que sa� sfacen 
la ecuación: cos 2 θ – 3 cosθ + 2 = 0

Solución.   cos 2 θ – 3 cosθ + 2 = 0
 (2 cos2θ – 1) – 3 cosθ + 2 = 0    sus� tuyendo cos2 θ = 2cos2θ – 1
 2 cos2θ – 3 cosθ + 1 = 0
 (2 cosθ – 1) (cosθ – 1) = 0     factorizando

  cosθ = 1
2     o    cosθ = 1.     Como 0° ≤ θ < 360°,

 cuando cosθ = 1
2 ,    θ = 60°   o   300°

 cuando cosθ = 1,      θ = 0°
 
  Entonces  θ = 0°, 60°, 300°

Ejercicio 1.8. Encuentre los valores de θ (0° ≤ θ < 360°) que sa� sfacen 
la ecuación:
 a) cos 2 θ + cosθ = 0                      b) cos2θ + senθ = 0
 c) cos 2 θ – 3 senθ – 2 = 0

Convierta la ecuación 
en una ecuación de se-
gundo grado de senθ.

AB = 0 ⇔ A = 0  o  B = 0

Convierta la ecuación 
en la ecuación de se-
gundo grado de cosθ.

Clase 6. Ecuaciones trigonométricas (uso de la relación entre seno y coseno)

Clase 7. Ecuaciones trigonométricas (uso de las fórmulas del ángulo doble)

Unidad I. Lección 1. 
Clase 6

Clase 7
(Continúa en la siguiente página)

2
1

2
1

2
1

2
3

 Ejercicio 1.8.
(12 min) Solución
a) (2cos2q – 1) + cosq = 0
     (2cosq – 1)(cosq + 1) = 0

   cosq =     , –1;  q = 60°, 180°, 300°.

b) (1 – 2sen2q) + senq = 0
 (2senq + 1)(senq – 1) = 0
 senq = – 2

1 , 1; q = 90°, 210°, 330°.

c) (1 – 2sen2q) – 3senq – 2 = 0 
 (2senq + 1)(senq + 1) = 0
 senq = – 2

1 , –1   q = 210°, 270°, 330°.2
1



10 Unidad I • Lección 1 • Clase 8. Funciones trigonométricas inversas

 Ejemplo 1.8
(10 min)

 Ejercicio 1.9
(13 min) Solución 
a) 2senqcosq + cosq = 0
 (2senq + 1)cosq = 0
 senq = –     ,  cosq = 0
 q = 90°, 210°, 270°,  330°

b) 2senqcosq – senq = 0
 (2cosq – 1)senq = 0
 cosq =      , senq = 0
 q = 0°, 60°, 180°, 300°

c) 2senqcosq – 3  senq = 0
 (2cosθ – 3 )senq = 0

 cosq =         , senq = 0,

 q = 0°, 30°, 180°, 330°.

d) 2senqcosq + 2 cosq = 0
     (2senq + 2 )cosq = 0

     senq = –        ,  cosq = 0

 q = 90°, 225°, 270°, 315°

[Hasta aquí Clase 7]
–––––––––––––––––––––

[Desde aquí Clase 8]

Definición de y = sen–1x 
(10 min)

Se puede definir la in-
versa y = f –1(x) de la 
función y = f(x) siempre 
que se cumpla que:
Si a ≠ a’,
entonces f(a) ≠ f ’(a).

8 Unidad I • Lección 1 • Clase 8. Funciones trigonométricas inversas

Ejemplo 1.8. Encuentre los valores de θ (0° ≤ θ < 360°) que sa� sfacen 
la ecuación: sen 2 θ + senθ = 0.

Solución. sen 2 θ + senθ = 0
 2 senθ cosθ + senθ = 0        sus� tuyendo  sen 2 θ = 2 senθ cosθ
 senθ (2 cosθ + 1) = 0                factorizando

 senθ = 0    o   cos θ = – 1
2 .    Como 0° ≤ θ < 360°,

 cuando senθ = 0,  θ = 0°    o   180°

 cuando cosθ = – 1
2 ,  θ = 120°   o   240°

                     θ = 0°,  120°,  180°,  240°

Ejercicio 1.9. Encuentre los valores de θ (0° ≤ θ < 360°) que sa� sfacen 
la ecuación:
 a) sen 2 θ +  cosθ = 0   b)  sen 2 θ – senθ = 0
 c) sen 2 θ – 3 senθ = 0 d) sen 2 θ + 2 cosθ = 0  

Lo importante es que 
si –90° ≤ a < a’ ≤ 90°, 
entonces sena ≠ sena’.

Generalmente cuando 
existe este � po de rela-
ción entre dos funcio-
nes, se dice que una es la 
función inversa a la otra.

y = sen –1 x                 
Dominio: {x, –1 ≤ x ≤1}     
Rango: {y, –90° ≤ y ≤ 90°}  
    
a = 150° no es la res-
puesta, porque no sa-
� sface –90° ≤ a ≤ 90°.

La Figura 1.3, muestra una parte de la 
gráfi ca de y = senx que corresponde 
a los valores de x: –90° ≤ x ≤ 90°. En 
esta parte a cada valor b que sa� sface        
–1 ≤ b ≤ 1, existe el único valor a que 
sa� sface –90° ≤ a ≤ 90° y b = sen a.

La correspondencia de b a a es una 
función. Se le denomina arcoseno y se 
denota mediante y = sen–1 x.

y = sen–1 x ⇔ x = sen y; –90° ≤ y ≤ 90°

La Fig. 1.4, muestra la gráfi ca de y = sen–1 x. 

Ejemplo 1.9. Encuentre el valor de 

sen–1      .

Solución. 

a = sen –1       ⇔       = sen a;  –90° ≤ a ≤ 90°, 

por lo tanto a = 30° 

 Clase 8. Funciones trigonométricas inversas

1
2

1
2

1
2

b

–1

1

Fig. 1.3

90º

– 90º

a

y

x

b

–1

1

Fig. 1.4

90º

– 90º

a

y

x

Objetivo: Entender las funciones inversas de y = senx, y = cosx, 
e y = tanx.

Evaluación: Ejercicio 1.10, Ejercicio 1.11 

Unidad I. Lección 1. 
Clase 7
(Continuación)

Clase 8
(Continúa en la siguiente página)

2
1

2
1

2
3

2
2

En ese caso y = f –1(x) ↔ x = f (y). El 
dominio de f –1 es el rango de f y el 
rango de f –1 es el dominio de f.
Como y = senx es una función pe-
riódica, se puede tomar otro domi-
nio, por ejemplo: 

{x, 90° ≤ x ≤ 270°} En este caso el 
rango de y = sen–1x es {y, 90° ≤ y 
≤ 270°}

 Ejemplo 1.9 (10 min)
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Ejercicio 1.10. Complete la tabla.

 x – 1    0       1

 sen–1 x 
        
De la misma manera se defi nen las funciones inversas de las otras 
funciones trigonométricas.

arcocoseno

    y = cos –1 x ⇔ x = cos y
               0° ≤ y ≤ 180°

Dominio: {x, –1 ≤ x ≤ 1}
Rango: {y, 0° ≤ y ≤ 180°}

arcotangente

    y = tan –1 x ⇔ x = tan y
               – 90° < y < 90°

Dominio: El conjunto de los
                 números reales
Rango: {y, –90° < y < 90°}

Ejemplo 1.10. Encuentre los siguientes valores.

a) cos –1                              b)  tan –1

Solución: a) a = cos –1        ⇔   cosa =         y  0° ≤ a ≤ 180°

           Por lo tanto, cos –1       = 60°

     b) a = tan –1          ⇔   tana =         y  –90° < a < 90°

         Por lo tanto, tan –1        = 60°

Ejercicio 1.11. Complete la tabla

 x – 1    0       1

 cos –1 x
       

 x  – 1  0   1

 tan –1 x

1
2

1
2

1
2

1
2

2
1-

2
1-

2
1

2
1

2
1

2
1

2
1-

2
1-

3
1-

3
1

2
3

2
3

2
3

-

2
3

-

Fig. 1.5

1

–1

180º

90º

y

x

y = cos x y = cos–1 x

1–1

180º

90º

y

x

Fig. 1.6

y = tan x

90º–90º

y

x
y = tan–1 x

90º

–90º

y

x

3

3 3

3- 3

3

Clase 8
(Continuación)

 Ejercicio 1.10. (5 min) Solución

2
1- 2

1
2
1

2
1-

2
3

2
3

- x – 1    0       1

 sen–1 x –90° –60° –45° –30° 0° 30° 45° 60° 90°

Definición de y = cos–1x 
(5 min)

Definición de y = tan–1x 
(5 min)

 Ejemplo 1.10
(5 min)

 Ejercicio 1.11
(5 min) Solución

2
1- 2

1
2
1

2
1-

2
3

2
3

- x – 1    0       1

 cos –1 x 180° 150° 135° 120° 90° 60° 45° 30° 0°

1
3

-
3
1

3- 3 x  – 1  0   1

 tan –1 x –60° –45° –30° 0° 30° 45° 60°
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1) sen165° = sen(120° + 45°)

 =
 

 cos165° = –                  ,

 tan165° = –2 +

2) cosa = –        y

    senb = –

   a)                   b)

   c)                   d)

   e) –

   f) – 19
108 50 5-

3)
a) sena =     , sen2a =

 cos2a =       , tan2a =

b) cosa = –     , sen2a = –

 cos2a =       , tan2a = –

4) 180° < 2
a  < 270°

 sen 2
a  = – 2

1 cosa-

             = –
10
3

 cos 2
a  = – 2

1 cosa+

             = –
10
1

     tan 2
a  = 3

5)
a) (2senq – 1)2 = 0.
         q = 30°, 150°.
b) (2senq – 1)(senq – 1) = 0
          q = 30°, 90°, 150°.
c) (cosq – 1)2 = 0  q = 0°
d) (senq + 1)2 = 0   q = 270°   

10 Unidad I • Lección 1 • Ejercicios de la lección

1. U� lizando el teorema de adición, encuentre los valores de sen 165°, 
cos 165° y tan 165°

2. Sean 90° < a < 180° y 270° < b < 360°. Cuando  sena =       y  cosb =      , 
encuentre los siguientes valores.

 a) sen(a + b) b) sen(a – b)  c) cos(a + b)

 d) cos(a – b) e) tan(a + b)  f) tan(a – b)

3. Encuentre los valores de sen2a, cos2a y tan2a en cada caso:

 a) 0° < a <180°   y  cosa =                b) 90°< a < 270°   y  sena =

4. Sean 360° < a < 540° y cosa = –     . Encuentre los valores de sen      ,  
cos       y tan      .

5. Sea 0° ≤ θ < 360°. Resuelva:

 a) 4 cos2θ + 4 senθ – 5 = 0  b) 2 cos2θ + 3 senθ – 3 = 0

 c) sen2θ + 2 cosθ – 2 = 0  d) cos2θ – 2 senθ – 2 = 0

 e) 4 sen2θ – 4        cosθ – 7 = 0

6. Sea 0° ≤ θ < 360°. Resuelva:

 a) 2 cos2θ + 4 senθ – 3 = 0  b) cos2θ + 4 cosθ + 3 = 0

 c)  sen2θ –  2 cosθ = 0  d) sen2θ +        senθ = 0

Ejercicios de la lección
Clase 2 Ejemplo 1.1

Clase 3 Ejemplo 1.2

Clase 4 ejemplo 1.3

Clase 5 Ejemplo 1.5

Clase 6 Ejemplo 1.6

Clase 7 Ejemplo 1.7, 1.8

5
3

5
3

5
4

5
4

3
2

2
a

2
a

2
a

3

2

Objetivo: Fortalecer los conocimientos adquiridos de la      
lección.

Unidad I. Lección 1.
Ejercicios de la lección

e) (2cosq + 3 )2 = 0, q = 150°, 210°.

6) a) (2senq – 1)2 = 0 q = 30°, 150°.
     b) (cosq + 1)2 = 0 q = 180°.
     c) 2(senq – 1)cosq = 0 q = 90°, 270°.
     d) (2cosq + 2 )senq = 0 q = 0°, 135°, 180°, 225°,

4
6 2-

4
6 2+

6 4
15

5+

1
5

9
108 50+
15

58 3+-
15

8 3 5- -

15
6 4 5-

3
5

4
5

5
3

5
4

25
7

25
7

25
24

25
24

24
7

24
7

3
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1) (1) + (2) sen(a+30°) + sen(a – 30°) = 
 Del teorema de adición se tiene que: 2senacos30° =           .

 Luego sena =     .

 (1) – (2) sen(a + 30°) – sen(a – 30°) =

 2cosasen30° =     .     Luego  cosa =

Unidad I • Lección 1 • Problemas de la unidad A

2)
a) (2senq – 3 )cosq = 0
q = 60° + 360°n, 120° + 360°n
       90° + 360°n, 270° +  360°n
       (n: número entero)

b) senq(2senq + 1) = 0
q = 360°n, 180° + 360°n,
        210° + 360°n, 330° + 360°n
(Las dos primeras se pueden 
representar como 180°n)

3) cosa = 5
4

    cos(a + b) 

   = 5
4 cosb – 5

3 senb = – 5
4

Por lo tanto cosb
     = 34 senb – 1…(1)
Sustituyendo (1) en   
sen2b + cos2b = 1, se tiene 
que sen2b + ( 34 senb – 1)2 
= 1 

Luego senb = 0, 25
24

De (1) se tiene que senb = 0
y cosb = –1  ó  senb = 25

24  
y cosb = – 25

7

tanb = 0 ó – 24
7  respecti-

vamente.

4) a) (senq – 1
2

)(senq – 1)

            = 0
         q = 45°, 90°, 135°.
b) (2cosq – 3 )(cosq + 1) 
             = 0.
         q = 30°, 180°, 330°.  

5) a) 2
1 {a) + b) del teore-

ma 1.1}
    b) 2

1 {a) – b) del teore- 
ma 1.1}

    c) 2
1 {c) + d) del teore- 

ma 1.1}

11Unidad I • Lección 1 • Problemas de la unidad A

1. El ángulo a sa� sface las siguientes igualdades:

 sen (a + 30°) =                   …(1),    sen (a - 30°) =                   …(2).

 Encuentre sena y cosa.

2. Encuentre todas las soluciones. No hay restricciones en θ.
 a) sen 2θ –        cosθ = 0  b) cos 2θ –  senθ – 1 = 0

3. Sean 0° < a < 90°, sena =       y  cos(a + b) = –      .

 Encuentre los valores de senb, cosb y tanb.

4. Sea 0° ≤ θ < 360°. Resuelva:

 a) cos2θ +                     senθ –                     = 0

 b) cos2θ + (2 –       ) cosθ + (1 –       ) = 0

5. Aplicando el Teorema 1.1, demuestre las siguientes fórmulas.

 a) sena cosb =      {sen(a + b) + sen (a – b)}

 b) cosa senb =      {sen(a + b) – sen (a – b)}

 c) cosa cosb =      {cos(a + b) + cos(a – b)}

 d) sena senb = –      {cos(a + b) – cos(a – b)}

6. U� lizando las fórmulas del problema 5, demuestre las siguientes:

 a) sen A + sen B = 2 sen              cos

 b) sen A – sen B = 2 cos              sen

 c) cos A + cos B = 2 cos              cos

 d) cos A – cos B = –2 sen              sen

Problemas de la unidad A

Conversión de produc-
to en suma.

Conversiones de suma 
en producto.

En 5 escriba  a + b = A  
y  a – b = B 

10
3 3 4+

10
3 3 4-

3

3 3

5
3

2
1

2
1

2
1

2
1

5
4

2
1 1+c m

2
1 1+c m

2
A B-

2
A B-

2
A B-

2
A B-

2
A B+

2
A B+

2
A B+

2
A B+

Unidad I. Lección 1.
Problemas de la Unidad A

3
5

5
4

5
4

5
4

3
5
3

3
5
3

        d) – 2
1 {c) – d) del teorema 1.1}

       

6) a) Sea a + b = A y a – b = B.  Entonces a = 2
A B+  y b = 2

A B- .

Se sustituyen estas expresiones en las fórmulas del problema 5, y se 
multiplican por 2 ambos lados.
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1 a) AB =            (= seca), AC =            (=secb), BH = tana, CH = tanb.

    b) De la ley de los senos se tiene que: sen
BC

A  = sen
AC

B , senA =        senB.

        Por lo tanto  sen(a + b) = (tana + tanb) ÷           sen(90° – a)

                                                   = (tana + tanb)cosbcosα

                                                   = senacosb + cosasenb

Unidad I • Lección 1 • Problemas de la unidad B

c) De la ley de los cose-
nos se tiene que:

cosA =

=     cosacosb

–tan2a – 2tanatanb – tan2b)
Utilizando la relación 
       1 + tan2q =

se tiene que:
  cos(a + b)
=      cosa cosb(2 – 2tanatanb)

= cosacosb – senasenb

2 a) De a) del problema 
A6 se tiene que:

2sen

     cos                           = 0.

Por lo tanto sen(      q + 15°) 
                     = 0
ó     cos(–      + 15°) = 0

Como 15° ≤       q + 15° < 555°,

sen(     q + 15°) = 0

             ⇔    q + 15°

          = 180°, 360°, 540°

⇔ q = 110°, 230°, 350°.
Como – 15° ≤         – 15° < 165°,

cos(–      + 15°) = 0 

⇔ cos(      – 15°) = 0

⇔         – 15° = 90°

⇔ q = 210°.

Respuesta: q = 110°, 210°, 
230°, 350°.

12 Unidad I • Lección 1 • Problemas de la unidad B

1. Sean 0° < a < 90°  y  0° < b < 90°.  En la fi gura AH = 1.
 a) Represente AB, AC, BH y CH con a o b.
 b) Aplicando la ley de los senos al ΔABC,
      demuestre a) del Teorema 1.1.
 c) Aplicando la ley de los cosenos al ΔABC,
         demuestre c) del Teorema 1.1.

2. Sea 0° ≤ θ < 360°. Resuelve:
 a) sen (θ + 30°) + sen 2θ = 0      b) cos (θ – 60°) + cos (3θ + 20°) = 0

3. Sea y = –sen x +        cos x …(1) una función.
 a) Encuentre el número real posi� vo r y un ángulo a tales que:
       –1 = r cosa y        = r sena

 b) Aplicando el Teorema 1.1 a) exprese y en la forma de y = r sen (x + a).

 c) Encuentre el rango de esta función cuando el dominio es el conjunto    
         de los números reales. 

4. a) Exprese sen 3θ como un polinomio de senθ.

 b) Exprese cos 3θ como un polinomio de cosθ.

Problemas de la unidad B

Representar con a quie- 
re decir usar sena, cosa 
y/o tana.

U� lice la fórmula del 
problema A 6.

      3θ = 2θ + θ

H

C

B

A
b
a

3

3

Unidad I. Lección 1.
Problemas de la Unidad B
(Continúa en la siguiente página)

cos
1
a

C
AC
B

cos
1
b

cos
1
b

2 2 2

2AB AC
AB AC BC

$
+ -

2 2cos
1

cos
1

a b
+b

2cos
1
i

2
1

2
1

2
3

2
3

2
3

2
3

2
30 2ci i+ +^ h

2
i

2
i

2
i

2
i

2
i

2
30 2-ci i+^ h
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Unidad I. Lección 1.
Problemas de la Unidad B
(Continuación)

2  b) De c) del problema A6 se tiene que:

 2cos 2
0 06 3 2+c ci i- +^ ^h h

 cos 2
60 3 20- - +c ci i^ ^h h

 = 0.

 Por lo tanto cos(2q – 20°) = 0 ó cos(–q – 40°) = 0. Como –20° ≤ 2q – 20° < 700°;
 cos(2q – 20°) = 0 ⇔ 2q – 20° = 90°, 270°, 450°, 630° ⇔ q = 55°, 145°, 235°, 325°

 Como 40° ≤ q + 40° < 400°,  cos(–q – 40°) = 0 ⇔ cos(q + 40°) = 0
              ⇔ q + 40° = 90°, 270° ⇔ q = 50°, 230°.                                                                       

 Respuesta q = 50°, 55°, 145°, 230°, 235°, 325°.

3  a) r = 2, q = 120° (q puede ser uno de los 
120° + 360°n donde n es un número entero)

 b) y = –senx + 3  cosx
          = 2cos120° senx + 2sen120° cosx
          = 2(senx cos120° + cosx sen120°)
          = 2sen(x + 120°) 
    Aplicando el teorema 1.1 a)

 c) [–2, 2]

4  a) sen3q = sen(2q + q)
  = sen2q cosq + cos2q senq
  = 2senq cosq cosq + (1 – 2sen2q)senq
  = 2senq(1-sen2q) + (1 – 2sen2q)senq
  = 3senq – 4sen3q

 b) cos3θ = cos(2q + q)
  = cos2q cosq – senq sen2q
  = (2cos2q – 1)cosq – senq2senq cosq
  = (2cos2q – 1)cosq – 2(1 – cos2q)cosθ      
  = 4cos3q – 3cosq.

–1

120º

y

x

3

2
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Matemáticas IV

Unidad II Límites y continuidad

1. Competencias de la Unidad
1. Calcular y analizar en una gráfica el límite de una función.
2. Determinar límites infinitos.
3.  Determinar límites al infinito.
4. Determinar la continuidad en un punto y en un intervalo.
5. Aplicar las propiedades de la continuidad.
6. Aplicar el teorema del valor intermedio.

2. Relación y Desarrollo

Matemáticas 9º
 Factorización

Matemática IV
Unidad IV: Derivadas de funciones trascendentales

Matemática I
Unidad I: Fundamentos aritméticos y álgebra
• Lección 1: Números reales
    • Valor absoluto
    • Racionalización del denominador
• Lección 2: Ecuaciones e inecuaciones
    • Ecuaciones de segundo grado
Unidad II: Introducción a la trigonometría

Matemáticas IV
Unidad II: Límites y continuidad
• Lección 1: Límite de funciones
• Lección 2: Continuidad de funciones
• Lección 3: Asíntotas

Matemática II
Unidad I: Funciones algebraicas
• Lección 6: Gráficas de funciones polinomiales
• Lección 7: Expresiones algebraicas racionales

Unidad II: Funciones trascendentales
• Lección 1: Funciones exponenciales
• Lección 2: Funciones logarítmicas
• Lección 4: Las gráficas de las funciones trigonométricas

Unidad II • Límites y continuidad
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3. Plan de Estudio de la Unidad (13 horas)

1 Límite de fun-
ciones

2 Continuidad 
de funciones

3 Asíntotas

Problemas de la 
Unidad

Lección Clase/hora Contenidos Términos y signos

1

2

*3

*4

*5

*6

*7

*8

*9

1

2

3

1

Definición de límite de funciones

Propiedad del límite

Cálculo del límite donde el 
denominador converge a 0

Divergencia

Límites laterales

Límites en el infinito

Funciones exponenciales y loga- 
rítmicas en el infinito

Límite de funciones trigonomé- 
tricas

Aplicación del lim sen
0 i

i
"i

 = 1     

Ejercicios de la lección

Continuidad en el punto

Continuidad en el intervalo, 
existencia del valor máximo y 
mínimo 

Teorema del valor intermedio

Ejercicios de la lección

Asíntota

Problemas de la Unidad A

Problemas de la Unidad B

límite, limax" f (x)

diverge al infinito positivo

límite por la izquierda 
(derecha),
lim
x a" +

f (x), lim
x a" -

f (x)

limx"3 f (x),  limx" 3-
f (x)

continua en un punto

continua en un intervalo. 
valor máximo (mínimo)

Asíntota

Unidad II • Límites y continuidad
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Puntos de lección
Lección 1: Límite de funciones
En el caso de que el tiempo sea insuficiente para estudiar la unidad IV, entonces el docente puede 
considerar enseñar únicamente las clases 1 y 2 y puede omitir el resto de lecciones.
Aun cuando se enseña la Unidad IV, es recomendable ir directo a la Unidad III después de la Clase 2 para 
después regresar a la Clase 3 de la Lección 1.

En la explicación del límite, se utiliza el valor absoluto, el tratamiento del cual es dificil para muchos 
estudiantes, por lo tanto, puede omitir este tipo de explicación. Basta que ellos entiendan intuitivamente 
utilizando la gráfica que el punto tiende a un punto.

En la Clase 7, en el inciso a) se demuestre la propiedad:

  Si 0 < n ∈ Z y a > 1, entonces lim x
a
n
x

x"3  = ∞

Demostración:
                 Sea a = 1 + c (c > 0) y 0 < l ∈ Z.

              al + n + 1 = (1 + c)l + n + 1 > C(l + n + 1, n + 1) ∙ cn + 1 =  1 !
1 1

n
l n l n l…

+
+ + + +^

^
^ ^h
h
h h

 cn + 1 > 1 !n
l 1n

+

+

^ h cn + 1

     Si l + n + 2 > x ≥ l + n + 1, entonces se tiene que

     x
a
n
x

 > n
a

l 2

1

n
nl

+ +

+ +

^ h  > 2
1

l n n+ +^ h  ∙ 1 !n
l 1n

+

+

^ h cn + 1 → ∞      (l → ∞).
 

Lección 2: Continuidad de funciones   
La mayor parte de las funciones tratadas en el Libro del Estudiante son continuas y el énfasis está en dos 
características de ellas. Uno es la existencia del máximo y el mínimo en el intervalo cerrado y el otro es 
el teorema del valor intermedio.

Lección 3: Asíntotas
En la Unidad IV cuando se tratan las funciones racionales, aparece el término asíntotas oblicuas, por lo 
tanto, no se explica sobre ellas en esta unidad.

Unidad II • Límites y continuidad
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Explicación 1 
(20 min)
Basta que los estudian-
tes entiendan con la 
ayuda de la gráfica.

Dese cuenta que “x→a”  
significa que x no toma 
el valor de a.

 Ejercicio 1.1 
(5 min) Solución
a) 2           b) 1          c) 0

 Ejemplo 1.1 
(5 min)
Se utiliza la gráfica.

14 Unidad II • Lección 1 • Clase 1. Defi nición de límite de funciones

No es necesario que 
f (x) esté defi nida en     
x = a.

También se u� liza la si-
guiente notación: 

f (x) → b   (a → x)

En b) f (x) no está de-
fi nida en x = –1; en c)  
f (2) = 1.

De b) se ve que:

limx a" c = c
(c: constante)

 Explicación 1.    En la fi gura, en el eje x el 
punto P (x, 0) � ende al punto (a, 0), pero no 
alcanza a este punto. En la gráfi ca el punto R 
que corresponde al punto P � ende al punto 
S. En el eje y el punto Q (0, f (x)) que corres-
ponde al punto R y representa el valor de 
f (x) � ende al punto (0, b).

En resumen, cuando x � ende sin límite a a 
tomando valores diferentes de a, f (x) � ende sin límite a b. 

Se expresa esta situación como: “f (x) converge a b” y se denota mediante:

limx a"  f (x) = b

El valor de b se le llama límite de f (x) cuando x � ende sin límite a a.

Ejercicio 1.1. Encuentre los límites:
a)                                            b)                                     c)  

Ejemplo 1.1. Encuentre los límites:  a) lim
1x"

 (2x + 3) b) lim
x 3"

1

Solución: a)                                                      b)

         de gráfi ca se ve que                          lim
x 3"

1 = 1
                      lim

1x"
 (2x + 3) = 5

Nota: a par� r de esta unidad se u� liza la unidad de medida radián para medir los ángulos.
Términos y notación: sean a y b números reales tal que a < b
 Intervalo abierto (a, b)  =  {x ∈ R, a < x < b}
 Intervalo cerrado [a, b]  =  {x ∈ R, a ≤ x ≤ b}
 Intervalo semi abierto (a, b]  =  {x ∈ R, a < x ≤ b}
   [a, b)  =  {x ∈ R, a ≤ x < b}

Lección 1. Límite de funciones
Clase 1. Defi nición de límite de funciones

Q(0, f (x))

y = f (x)

P(x, 0) a

R

Sb

y

x

lim f (x)
x 3"

2

3

y

x

y = f (x)

lim f (x)
x 2"

1

2

y

x

y = f (x)

lim f (x)
x –1"

–1

1

y

x

y = f (x)

1
1

5

3

y

x

y

x

Objetivo: Entender intuitivamente la definición de Iímite.

Evaluación: Ejercicio 1.1 y 1.2

Unidad II. Lección 1.
Clase 1
(Continúa en la siguiente página)

Unidad II • Lección 1 • Clase 1. Definición de límite de funciones
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 Ejercicio 1.2
(15 min)  Solución
a) –1

b) –5

c) 1

Incisos d, e, f, g y h solu-
ción en pág. 33.

Explicación 2
Aquí se explica el senti-
do de la expresión “sin 
límite”.
Si los estudiantes no 
pueden manejar el va-
lor absoluto, deje la 
parte formal.

[Hasta aquí Clase 1]

Objetivo: Entender y utilizar las propiedades del límite en el 
cálculo.                      

                        
Evaluación: Ejercicio 1.3 

15

Ejercicio 1.2. Encuentre el límite:

a) lim
x 2"

(x – 3)            b) lim
x 2"

(–5)             c) lim
2x" r

sen x             d) lim
x 6"
r

cos x 

e) lim
x 4"
r

tan x             f) lim
x 2"

10x              g) lim
x 1"

log2 x              h) lim x
4x"

 * Explicación 2.     limx a"  f (x) = b equivale lo siguiente:

Cuando está dado un intervalo abierto I que con� ene el valor de b, existe 
un intervalo abierto J tal que: x ∈ J, x ≠ a ⇒ f (x) ∈ I 

    
En la fi gura de arriba puede limitarse I y J en la forma:
I = (b – f, b + f) = {y ∈ R, |y – b| < f}
J = (a – d, a) U (a, a + d) = {x ∈ R, 0 < |x – a| < d}
con los números posi� vos f y d.

Entonces la defi nición � ene la siguiente forma:

Defi nición de límite de funciones.
Sea f (x)una función defi nida alrededor de x = a salvo en a.  Se deno-
ta limx a"  f (x) = b cuando se verifi ca lo siguiente:

Para cualquier número ε > 0, existe un número d > 0 tal que:
0 < |x – a| < d ⇒ |f (x) – b| < f 

Unidad II • Lección 1 • Clase 2. Propiedades del límite

Para el tratamiento 
más riguroso, hay que 
defi nir el límite de tal 
manera que explica el 
sen� do de “tender sin 
límite”.

Esta forma es uno de 
los resultados de la 
ac� tud crí� ca del siglo 
XIX, hacia la base del 
cálculo infi nitesimal 
que data del siglo XVII.

Propiedades del límite:
Sean a, b y k números reales, f (x)y g (x) funciones. Se supone que 
existen  limx a"  f (x) = a y limx a"  g(x) = b.

 a) limx a" { f (x)  + g(x)} = a + b

 b) limx a" { f (x) – g(x)} = a – b

 c) limx a" {k f (x)} = ka

 d) limx a" {f (x)g(x)} = ab

 e) Si b ≠ 0, entonces limx a" ( )
( )
x

f x
g  = 

b
a

Para la demostración 
se u� liza la defi nición 
de la Explicación 2 de la 
Clase 1.

Clase 2. Propiedades del límite

x y

x y

b

ba

J I

J I

y = f (x)

f (x)ax

d d f f

Unidad II. Lección 1. 
Clase 1
(Continuación)

Clase 2
(Continúa en la siguiente página)

1

1 2 3–1

–1

–2

–3

x

y

2 40–2–4

–6

–4

–2

2

x

y

r
2

r x

y

–1

1

0

0

[Desde aquí Clase 2]

Propiedades del límite. (15 min)
Basta entender las propiedades intuitivamente.

Unidad II • Lección 1 • Clase 2. Propiedades del límite
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* Explicación 
Sólo para los alumnos, 
que pueden usar el va-
lor absoluto.

 Ejemplo 1.2
(15 min)
Se trata de justificación 
del cálculo del límite, 
utilizando las propieda-
des.
No se dibuja la gráfica.   

En las funciones de 
esta clase siempre se 
verifica limx a"  f (x) = f (a) 
porque son funciones 
continuas.

 Ejercicio 1.3
(15 min) Solución 
a) 2 b) 1

c) 9
4  d) – 2

1

[Hasta aquí Clase 2]
–––––––––––––––––––––

[Desde aquí Clase 3]

 Ejemplo 1.3
(5 min)
Aunque parece que el 
denominador converge 
a 0, se puede calcular 
por simplificación. 

 Ejercicio 1.4 
(10 min) Solución

16

Nota: U� lizando d) y e) repe� damente se � ene que:

f) limx a" { f (x)} n = an      (n: número entero)

 * Explicación 3:   sobre la demostración: se u� lizan las siguientes relaciones:
 a) |{ f (x) + g(x)} – (a  + b)| ≤ |f (x) – a| + |g(x) – b| 
 b) |{ f (x) – g(x)} – (a  – b)| ≤ |f (x) – a| + |g(x) – b|
 c) |kf (x) – ka| = |k|  |f (x) – a|
 d) |f (x)g(x) – ab| ≤ |f (x) – a||g(x)| + |a||g(x) – b|

 e) ( )
( )
x

f x
g b

a-   ≤  
( )

( ) ( )
g x

f x xg
b b b

a b a b

- -

- + -
# -

     Donde |g(x) – b| < |b|

Ejemplo 1.2. Encuentre los límites:  a) lim
x 2"

 (x2 – 3x + 4)     b) lim 1x
x3

2

x
-

"

Solución: a) lim
x 2"

 (x2 – 3x + 4)

 = lim
x 2"

x2 – lim
x 2"

3x + lim
x 2"

4              por a) y b)

 = ( lim
x 2"

x)2 – 3 lim
x 2"

 x + lim
x 2"

 4        por f) y d)

 = 22      – 3 (2)            + 4     
 = 2

b) lim
x 3"

 x = 3 ≠ 0,   por lo tanto    lim 1x
x3

2

x
-

"
 = lim

x 3"
(x2 – 1)  ÷  lim

x 3"
 x = 3

8

Nota: de a) se ve los siguientes:

limx a"  f (x) = f (a) donde f (x) es un polinomio de x

Ejercicio 1.3. Encuentre el límite:

a) lim
x 1"

2x3            b) lim 2 1
1

xx 1 -"
            c) lim 1

x
x

2x 3

+
"

            d) lim
x 1"-

x3 2x

Tenga en cuenta las si-
guientes relaciones:
|s + t| ≤ |s| + |t|
|s t| = |s| |t|
|g(x)| = |g(x) – b  + b|
          ≤ |g(x) – b| + |b|
|g(x)| = |g(x) – b  + b|
           ≥ |b| – |g(x) – b|
Cuando 
   |b| ≥ |g(x) – b|

Este valor equivale a 
f (2), donde

f (x) = x2 – 3x + 4.

Ejemplo 1.3. Encuentre el límite: lim 1
2

x
x x 3

1

2

x
-

-
+

"

Solución. lim 1
2

x
x x 3

1

2

x
+ -
-"

 = lim 1
( 3)( )x x

x
1

1x
+
-
-

"
 = lim

1x"
(x + 3) = 4

Ejercicio 1.4. Encuentre el límite. 

a) lim 1x
x x 22

x 1

-
+
-

"-
     b) lim 6

x
x x

2
2

x 2

-
-
+

"
     c) lim 2 1

2 1
x

x x
2
1

2

x

-
-
+

"
     d) lim x

x x x2 3
0x

3 2 +-
"

*e) lim x
x

2
8

x 2

3 -
-"

     *f) lim x
x

3
273

x 3 +
+

"-
   *g)  lim 2

2 2
x

x x x3 2

x 2 +
+ - -

"-

Transforme la función 
en la forma donde el 
denominador no con-
verge a 0.

Clase 3. Cálculo del límite donde el denominador converge a 0

Unidad II • Lección 1 • Clase 3. Cálculo del límite donde el denominador converge a 0

Objetivo: Entender intuitivamente la definición de Iímite.

Evaluación: Ejercicio 1.4 y 1.5

Unidad II. Lección 1. 
Clase 2
(Continuación)

Clase 3
(Continúa en la siguiente página)

a) lim 1
1
x

x x 2
1x

-
+

+
"-

^ ^h h
 = lim

1x"- (x – 2) = –3

b) lim 2
2 3
x

x x
2x
- +
-"

^ ^h h  = lim
2x"

(x + 3) = 5

c) lim 2
2 1

x
x x

1
1

2x 1

- +
-"

^ ^h h  = lim
2
1x"

 (x + 1) = 2
3  

d) lim
2 3
x

x x x
0

2

x
- +

"

^ h
 = lim

0x" (x2 – 2x + 3) = 3

e) lim 2
2

x
x x x2 42

x 2 -
+- +

"

^ ^h h
 = limx 2"

(x2 + 2x + 4) = 12

f) lim x
x x x

3
3 3 92

x 3

+
+

+ -
"-

^ ^h h
 = lim

3x"- (x2 – 3x + 9) = 27

g) lim x
x x

2
2 12

x 2 +
+ -

"-

^ ^h h
 = lim

2x"- (x2 – 1) = 3

Unidad II • Lección 1 • Clase 3. Cálculo del límite donde el denominador converge a 0
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 Ejemplo 1.4
(8 min)
También se trata de can-
celar el denominador.

 Ejercicio 1.5
(12 min) Solución 

a) lim
2

2 2
x

x x
4x

-
-
+

"

^ ^h h

 = lim 2x
4x

+
"
^ h  = 4

b) lim
x

x x
3

3 3
x 9

-
-
+

"

^ ^h h  

 = lim 3x
9x

+
"
^ h  = 6

c) lim
3 1 2

3
x x

x
3x + +-

-
" ^ ^h h  

   = lim
1 2
1

x3x + +"
 = 14

d) lim
x x

x
2 3 1

2
x 2 + ++

+
"- ^ ^h h

   = lim
3 1x
1

2x + +"-
 = 12

e) lim x x
x x x

5 4
1 2
2x 1 - +

- - -
"

^ ^h h

    = lim 4
2

x
x x

1x -
- -

"
 = 3

2

 Ejemplo 1.5
(10 min)

 Ejercicio 1.6
(Tarea en casa) Solución
a) 2a + b + 4 = 0. Luego
x2 + ax + b = (x – 2)(x + a + 2).
Entonces
lim

2x"
(x + a + 2) = a + 4.

Por lo tanto a + 4 = 3,
a = –1,  b = –2.

17

Ejemplo 1.4. Encuentre el límite: lim
1

1
x

x
1x -
-

"

Solución 1: lim
1

1
x

x
1x -
-

"
 = lim

( 1)( 1)
( 1) ( 1)

x x
x x

1x - +
- +

"
 = lim( 1)x

1x
+

"
 = 2

Solución 2: lim
1

1
x

x
1x -
-

"
 = lim

1
( 1)( 1)

x
x x

1x -
+ -

"
 = lim( 1)x

1x
+

"
 = 2

Ejercicio 1.5. Encuentre el límite:

a) lim
2

4
x

x
4x
-
-"

           b) lim
x

x
3

9
x 9

-
-"

      c) lim 3
1 2

x
x

3x -
+ -

"

d) lim x
x

2
3 1

x 2 +
+ -

"-
      *e) lim

x x
x

2
1

x 1 + -
-

"

Ejemplo 1.5. Encuentre el valor de a y b que sa� sfacen lim 1x
x ax b

1

2

x -
+ +

"
 = 3

Solución: lim
1x"

(x2 + ax + b) = lim 1 1x
x ax b x

1

2

x
$-

+ + -
"

^ h& 0

 = lim 1x
x ax b

1

2

x -
+ +

"
   lim

1x"
 (x – 1)      por d) de la Clase 2.

 = 3 · 0 = 0.
 Por lo tanto, como x � ende a 1 (se sus� tuye convenientemente en 
                                                           x2 + ax + b)
                        a + b + 1 = 0.   
 Luego, x2 + ax + b = x2 + ax + (–a – 1)   Sus� tuyendo b = –a – 1 
                                             = (x – 1) (x + a + 1).  Entonces,

 lim 1x
x ax b

1

2

x -
+ +

"
 = lim 1

( 1)( 1)
x

x x a
1x -
- + +

"
 = lim

1x"
(x + a + 1) = a + 2,

       Por lo tanto, a + 2 = 3, a = 1.     Respuesta:  a = 1, b = – 2   

Ejercicio 1.6. Encuentre el valor de a y b que sa� sfacen la igualdad:
   

a) lim x
x ax b

2
2

x 2

+
-
+

"
 = 3         b) lim x

x ax b
1

2

x 1

+
+
+

"-
 = –4

c) lim x
x ax b

2
2

x 2

+
+
+

"-
 = 2

En el Ejemplo 1.4 solu-
ción 1 aplique la racio-
nalización del denomi-
nador. 

En el Ejemplo 1.4 solu-
ción 2 aplique la facto-
rización al numerador:
x – 1 = ( 1) ( 1)x x+ -

Si el denominador con-
verge a 0 y existe el 
límite, entonces el nu-
merador converge en 
0.

Unidad II • Lección 1 • Clase 3. Cálculo del límite donde el denominador converge a 0

Clase 3
(Continuación)

b) –a + b + 1 = 0, Luego  x2 + ax + b = (x + 1)(x + a – 1).
 Entonces lim

x 1"-
(x + a – 1) = a – 2, Por lo tanto a – 2 = –4,

 a = –2,  b = –3. 
c) –2a + b + 4 = 0. Luego  x2 + ax + b = (x + 2)(x + a – 2).
 Entonces lim

2x"-
(x + a – 2) = a – 4. Por lo tanto a – 4 = 2,

  a = 6,  b = 8.

Unidad II • Lección 1 • Clase 3. Cálculo del límite donde el denominador converge a 0
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 Ejemplo 1.6
(5 min)
La solución muestra un 
ejemplo de la defini-
ción rigurosa de la di-
vergencia.
No exige a los estudian-
tes hasta este nivel.

Definición de Diver-
gencia 
(5 min)

 Ejercicio 1.7
(8 min) Solución 
a) ∞ 
b) –∞
c) 0  
d) ∞
e) ∞
Diverge: a), b), d), y e)
Converge: c)

Propiedades de la di-
vergencia
(6 min)
Basta entender intuiti-
vamente. 

18

Ejemplo 1.6. Describa el cambio del valor de 1
x2  cuando x � ende al 0.

Solución: si  x → 0, entonces x2 > 0 y � ende al 0. Por lo tanto,  el valor de   
1
x2  aumenta sin límite.

En efecto, a cualquier número posi� vo M, si se toma x en (– 1
M

, 0) o    

(0, 1
M

), entonces  se � ene que 1
x2  > 1

M
1 2

c m

 = M.

Si el valor de f (x) aumenta sin límite cuando x → a, entonces se expresa 
que f (x) diverge al infi nito posi� vo y se denota mediante

limx a"  f (x) = ∞

De la misma manera si el valor de f (x) disminuye sin límite cuando x → a, en-
tonces se expresa que f (x) diverge al infi nito nega� vo y se denota mediante.

limx a"  f (x) = –∞

Ejercicio 1.7. Inves� gue si converge o diverge.

a) lim 1
x 11 2x -" ^ h

                     b) lim 1
x0 2x
-

"
b l                      c) lim

x 1"
(x – 1)2 

d) lim
sen

1
x0 2x"

                        e) lim
x 2"
r

 tan2 x

Propiedades de divergencia

a) f (x) > 0 y limx a"   f (a) = 0 ⇒ lim 1
( )xfx a"  = ∞

 f (x) < 0 y limx a"  f (a) = 0 ⇒ lim 1
( )xfx a"  = –∞

b) f (x) ≤ g (x), limx a"  f (x) = ∞ ⇒ limx a"  g(x) = ∞
 g(x) ≤ f (x), limx a"  f (a) = –∞ ⇒ limx a"  g(x) = –∞

c) limx a"  f (x) = ∞ ⇒ limx a"  {–f (x)} = –∞
 limx a"  f (x) = –∞ ⇒ limx a" {–f (x)} = ∞

d) limx a"  f (x) = a   o  ∞, limx a"  g(x) = ∞ ⇒ limx a" { f (x) + g(x)} = ∞
 limx a"  f (x) = a   o –∞, limx a"  g(x) = –∞ ⇒ limx a" {f (x) + g(x)} = –∞

e) limx a"  f (x) = a  > 0  o  ∞, limx a"  g(x) = ∞ ⇒ limx a" {f (x) g(x)} = ∞

f) limx a"  f (x) = ∞  o  –∞ ⇒ lim 1
( )xfx a"  = 0

Cuando se escribe x → a, 
x no toma el valor de a. 

El símbolo  ∞  no es un 
número, tampoco se 
llama límite. 

Se omite la demostra-
ción.

Clase 4. Divergencia

Unidad II • Lección 1 • Clase 4. Divergencia

x

y

1
x2y =

1– M
1
M

M

Objetivo: Entender la definición y las propiedades de 
divergencia.

Evaluación: Ejercicio 1.7 y 1.8

Unidad II. Lección 1.
Clase 4
(Continúa en la siguiente página)

Unidad II • Lección 1 • Clase 4. Divergencia
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 Ejemplo 1.7
(3 min)
Se trata de aplicar las 
propiedades.

 Ejercicio 1.8
(8 min) Solución
a) ∞  b) –∞  
c) ∞  d) ∞

 Ejemplo 1.8
(5 min)
Explique con la gráfica.

 Ejercicio 1.9 
(5 min) Solución 
No converge.

[Hasta aquí Clase 4]
–––––––––––––––––––––

[Desde aquí Clase 5]

 Ejemplo 1.9
(6 min)

Definición de límite la-
teral
(3 min)

Objetivo: Entender el concepto de límite por la derecha y por 
la izquierda.

Evaluación: Ejercicio 1.10, 1.11 y 1.12

19

Ejemplo 1.9. La función f (x) está defi nida como lo siguiente:
 x   cuando x < 1
          f (x) = { 2 cuando x = 1
 –x + 4 cuando 1 < x
a) Dibuje la gráfi ca de y = f (x).
b) Inves� gue el valor de f (x) cuando x < 1 y se acerca a 1. 
c) Inves� gue el valor de f (x) cuando 1 < x y se acerca a 1.

Solución:
a)                                            b)                                        c)    

En b) del Ejemplo 1.9, al número 1 se le llama límite por la izquierda y se 
denota mediante lim

x 1" -
 f (x) = 1.

En c) al número 3 se le llama límite por la derecha y se denota mediante 
lim

1x" +
 f (x) = 3.

Se aplica la notación similar cuando la función diverge. Se verifi can las 
mismas propiedades que el límite anterior. 

Ejemplo 1.7. Encuentre lim
x 2"
r

 x tan2 x.

Solución: lim
x 2"
r

 x = 2
r  > 0 y lim

x 2"
r

 tan2 x = ∞. Por lo tanto

                  lim
x 2"
r

 x tan2 x = ∞

Ejercicio 1.8. Calcule:

a) lim cos
x

x
2x 0"

           b) lim 2
cos
x

x2
2x
-

" r
           c) lim

sen x
x 1

0 2x
+

"
           d) lim x

x
3
2

2x 3 -
-

" ^ h

Ejemplo 1.8. Inves� gue los valores de  sen 1
x  cuando x → 0.

Solución: |sen 1
x | ≤ 1. Por otra parte, para cada número b ∈ [–1, 1], hay 

valores de x en cualquier cercanía del 0 que sa� sface sen 1
x  = b

Del Ejemplo 1.8 se sabe que sen 1
x  no converge cuando x → 0.

En este caso se dice que sen 1
x    diverge cuando x → 0.

Ejercicio 1.9. Inves� gue si lim cos 1
x0x"

 converge o no. 

Ambas se les llama       
límite lateral.

Se u� liza la propiedad e).

         y = sen 1
x

Clase 5. Límites laterales

x

y

u

v
–4 –2 2 4

4

2

–2

–4

6

2

1

–1

–1 1 2 3

y

x

y

x

y

x

Se acerca a 1 Se acerca a 3
1–1 2 3 4

–1

1

2

3

4

Unidad II • Lección 1 • Clase 5. Límites laterales

Unidad II. Lección 1. 
Clase 4
(Continuación)

Clase 5
(Continúa en la siguiente página)

Unidad II • Lección 1 • Clase 5. Límites laterales
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 Ejemplo 1.10
(4 min)

 Ejercicio 1.10
(5min) Solución 
a) ∞ 
b) –∞
c) –∞ 
d) ∞

 Ejemplo 1.11
 (7 min)

 Ejercicio 1.11
(6 min)
Solución:
a) 2 b) 3
c) –3  d) –2
e) –1 f) 0
*g) 1 *h) 0

Relación entre el límite 
y el límite lateral (2 min)

 Ejemplo 1.12
(5 min)
Encuentre el límite sin 
gráfica. 
En este ejemplo x3 – x2 
y x2 + 3x – 6 son conti-
nuas y tienen el mismo 
valor en x = 2. Por lo 
tanto f (x) es continua y 
existe el límite.

20

Ejemplo 1.10. Calcule.          a) lim 1
x0x" -

               b) lim 1
x0x" +

 
 
Solución: a)                                                     b)   

Ejercicio 1.10. Encuentre los límites.

a) lim
2x" r-

 tan x             b) lim
2x" r+

 tan x             c) lim 1
x0 3x" -

             d) lim 1
x0

3
x" +

Ejemplo 1.11. Se defi ne una función que se denota mediante ⟦x⟧ 
como lo siguiente:
                      ⟦x⟧ = n    si      n ∈ Z  y  n ≤ x < n + 1 
Es decir ⟦x⟧ representa el número entero máximo que no sobrepasa x.
 a) Dibuje la gráfi ca de y = ⟦x⟧.
 b) Encuentre lim

1x" -
 ⟦x⟧  y  lim

1x" +
 ⟦x⟧.

Solución:  a)                                          b) lim
1x" -

 ⟦x⟧ = 0           c) lim
1x" +

 ⟦x⟧ = 1

Ejercicio 1.11. Encuentre el límite lateral.
a) lim

3x" -
 ⟦x⟧             b) lim

3x" +
 ⟦x⟧             c) lim

2x"- -
 ⟦x⟧             d) lim

2x"- +
 ⟦x⟧  

e) lim
0x" -

 ⟦x⟧            f) lim
0x" +

 ⟦x⟧            *g) lim
1x"- -

 ⟦x2⟧            *h)  lim
1x"- +

 ⟦x2⟧

Entre el límite y el límite lateral existe la siguiente relación:

limx a"  f (x)  existe ⇔ limx a" -
 f (x)  y  lim

x a" +
 f (x) existen y coinciden.

En este caso limx a"  f (x) = limx a" -
 f (x) = lim

x a" +
 f (x)

Ejemplo 1.12. Se defi ne la función f (x) como lo siguiente:

 f (x) = { x3 – x2           si x < 2     Inves� gue si lim
2x"

 f (x) existe.
   x2 + 3x – 6    si 2 ≤ x         

Solución: lim
2x" -

 f (x) = lim
2x" -

(x3 – x2) = 4  y  lim
2x" +

 f (x) = lim
2x" +

(x2 + 3x – 6) = 4

                  Concuerdan, luego lim
2x"

f (x) existe.

Ejercicio 1.12. La función f (x) está defi nida como lo siguiente:

 f (x) = {–x3 + x         si  x < –2  Inves� gue si lim
2x"-

 f (x) existe.
  –x2 – 4x     si –2 ≤ x     

Se le llama esta función 
“función de parte ente-
ra”.
Ejemplo: ⟦2⟧ = 2, ⟦2.9⟧ 

= 2, ⟦–1.3⟧ = –2

Para g) y h) contruya la 
gráfi ca de f (x) =  ⟦x2⟧.

y

x

Unidad II • Lección 1 • Clase 5. Límites laterales

y

x

y

x
lim     = –∞
x 0–"

1
x lim     = ∞

x 0+"

1
x

Clase 5
(Continuación)

 Ejercicio 1.12. (7 min) Solución:
lim

2x"- -
f (x) = lim

2x"- -
(–x3 + x) = 6 

lim
2x"- +

f (x) = lim
2x"- +

(–x2 – 4x) = 4

Como son diferentes, el límite no existe.
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 Ejemplo 1.13
(7 min)
Notación de límite en 
el infinito

 Ejercicio 1.13
(5 min) Solución 

a) 0 b) 0

c) 0 d) 0

 Ejemplo 1.14
(7 min)
Si los estudiantes no 
entienden la notación 
del polinomio, se pue-
de usar ejemplos como 
ser:
a) n = 2, m = 1
b) n = 2, m = 2
c) n = 1, m = 2

 Ejercicio 1.14
(5 min) Solución:
Si x < 0, entonces el 
signo de xn–m es igual 
al de (–1)n–m. Se pone 
(–1)n–m 

0b
a0  = s.

a) ∞ si s > 0, –∞ si s < 0

b) 
0b
a0

c) 0

Objetivo: Entender el concepto de límite en el infinito.

Evaluación: Ejercicio 1.13, 1.14 y 1.15

21

Ejemplo 1.13. Inves� gue el cambio de valor de 1
x  cuando:

 a) x aumenta sin límite.
 b) x < 0  y |x| aumenta sin límite.

Solución:  a) 1
x  → 0         b) 1

x  → 0

Se denota el fenómeno de a) mediante lim 1
xx"3  = 0  y el b) mediante 

lim 1
xx" 3-  = 0.

Ejercicio 1.13. Encuentre el límite:

a) lim 1
x2x"3              b) lim 1

x2x" 3-              c) lim sen
x

x
x"3              d) lim cos

x
x

x" 3-

Los límites en el infi nito � enen las mismas propiedades que las de la Clase 
2 y 4.

Ejemplo 1.14. Sean f (x) = a0 xn + a1 xn – 1 + ⋯ + an      (a0 ≠ 0)  y  
          g(x) = b0 xm + bxm – 1 + ⋯ + bm         (b0 ≠ 0)  polinomios. 

 Encuentre lim ( )
( )

g x
f x

x"3  en los siguientes casos:

 a) n > m             b) n = m             c) n < m

Solución: ( )
( )

g x
f x

 = xn – m 
b x

b
x
b

a x
a

x
a

1

1
n
n

m
mg

g

+ + +

+ + +

0

0  y lim
b x

b
x
b

a x
a

x
a

1

1

m

n
n

x mg

g

+ + +

+ + +

"3
0

0  = b
a

0

0

 a) limx"3  xn – m = ∞, por lo tanto lim ( )
( )

g x
f x

x"3  =
 { ∞        si b

a
0

0  > 0

                                                                                 –∞      si b
a

0

0  < 0

 b) limx"3  xn – m = 1, por lo tanto lim ( )
( )

g x
f x

x"3  = b
a

0

0  

 c) limx"3  xn – m = 0, por lo tanto lim ( )
( )

g x
f x

x"3  = 0

Ejercicio 1.14. En el Ejemplo 1.14, encuentre lim ( )
( )

g x
f x

x" 3-  en los si-
guientes casos:
a) n > m        b) n = m       c) n < m

Ejercicio 1.15. Encuentre el límite.

a) lim
1

5 2
x x

x x
2

3

x - +
+ +

"3
          b) lim

3 4 1
2 5

x x
x x

2

2

x - +
+

" 3-           c) lim
3 4 1

5
x x

x
2x - +
-

"3

d) lim 3
2 5 1

x
x x3

x - +
+ +

" 3-        e) lim
3 5 2

2 1
x x

x
4

2

x +
- +
+" 3-           f) lim 5 2 1

x x
x x

2

2

x - +
- +

"3

Se le llama a lim 1
xx"3  lí-

mite en el infi nito posi-

� vo y al lim 1
xx" 3-  límite 

en el infi nito nega� vo.

Clase 6. Límites en el infi nito

Unidad II • Lección 1 • Clase 6. Límites en el infi nito

Unidad II. Lección 1.
Clase 6
(Continúa en la siguiente página)

 Ejercicio 1.15. (7 min) Solución: 

a) ∞ b) 3
2  c) 0 d) –∞ e) 0 f) –5

Unidad II • Lección 1 • Clase 6. Límites en el infinito
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 Ejemplo 1.15
(4 min)

 Ejercicio 1.16
(5 min) Solución: 
a) –∞
b) ∞ 
c) ∞

 Ejemplo 1.16
(5 min)

 Ejercicio 1.17
(Tarea en casa)
Solución: 

a) lim
3 1
4

x xx + + -"3

 = 0

b) lim 1x xx + -
"3
^ h

 = ∞

c) lim
x x1

1
2x ++"3

 = 0

[Hasta aquí Clase 6]
–––––––––––––––––––––

[Desde aquí Clase 7]

Propiedades del lími-
te en el infinito de las 
funciones.
(25 min)

22

Ejemplo 1.15. Calcule: limx"3  (x3 – x2)

Solución: x3 – x2 = x3 (1 – 1
x )  y  limx"3  (1 – 1

x ) = 1,   limx"3  x3 = ∞
                 Por lo tanto limx"3  (x3 – x2) = ∞

Ejercicio 1.16. Calcule.
a) limx" 3-  (x3 – x2)               b) limx"3  (2x3 – 3x2)             c) limx"3  (x – x )

Ejemplo 1.16. Encuentre el límite: limx"3  ( 2x +  – x )

Solución: limx"3  ( 2x +  – x ) = lim 2
2
2x x

x x
x x

x + -
+ +
+ +

"3
^ h) 3

             

                                                        = lim
2
2

x xx + +"3
 = 0

Ejercicio 1.17. Encuentre el límite:

a) lim 3 1x xx + - -
"3
^ h        b) lim

1
1

x xx - -"3
       c) lim 1x x2

x + -
"3
_ i

Veáse Clase 4, inciso e)

Aplique la racionaliza-
ción del denominador.

La siguiente propiedad es fundamental:

a) Sea n número entero.
        Si a > 1, entonces limx"3  xn ax = ∞  y  limx" 3- xn ax = 0 

De a) se deduce las siguientes fórmulas: 

Sea n número entero,
b) Si 0 < a < 1, entonces limx"3  xn ax = 0 y limx" 3- xn ax = { 

c) Si 1 < c, entonces limx"3  xn  logc x = {
d) Si 0 < c < 1, entonces limx"3  xn  logc x = {
e) Si 1 < c, entonces lim

0x" +
 xn  logc x = {

f) Si 0 < c < 1, entonces lim
0x" +

 xn  logc x = {
* Ejercicio 1.18. Deduce b) a f) de a).

Clase 7. Funciones exponenciales y logarítmicas en el infi nito

∞  n: par
–∞  n: impar

∞    (0 ≤ n)
0  (n < 0)

–∞    (0 ≤ n)
0        (n < 0)

0       (0 < n)
–∞    (n ≤ 0)

0       (0 < n)
∞    (n ≤ 0)

Unidad II • Lección 1 • Clase 7. Funciones exponenciales y logarítmicas en el infi nito

Unidad II. Lección 1. 
Clase 6
(Continuación)

Clase 7
(Continúa en la siguiente página)

 * Ejercicio 1.18
Solución (Véase Página 33)

Objetivo: Entender el movimiento de las funciones 
exponenciales y logarítmicas en el infinito.

Evaluación: Ejercicio 1.19

Unidad II • Lección 1 • Clase 7. Funciones exponenciales y logarítmicas en el infinito
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 Ejemplo 1.17
(10 min)

 Ejercicio 1.19
(10 min)

a) lim 1
x x

x
2

1 1
1

4
3

x

x
4

$
- +"3

 = ∞

b) lim
1

1
x

x

x

log
3

2
1

x $
+"3

 = 0

c) lim 1 2x x2
3

4 x
x $+
" 3- b l

 

 = 0

d) lim 1 logx x x2
0x
+

" +
^ h

 = 0

[Hasta aquí Clase 7]
–––––––––––––––––––––

[Desde aquí Clase 8]

Propiedad del límite 2
(7 min)

 * Ejercicio 1.20
Solución:
  Ejemplo
f (x) = 1 – |x – a| 
g(x) = 1 + |x – a| 

 Ejemplo 1.18
(8 min)
Es una aplicación típica 
de la propiedad de lími-
te 2.

Objetivo: Entender la propiedad del límite 2 y el Teorema 1.1

Evaluación: Ejercicio 1.21

23

Propiedad del límite 2
a) Sean f (x) ≤ g(x) en la cercanía del número a, salvo en a. Si existen 

limx a" f (x)  y  limx a" g(x), entonces limx a" f (x) ≤ limx a" g(x).

b) Sean g(x) ≤ f (x) ≤ h(x) en la cercanía del número a, salvo en a. 
Si existen limx a" g(x)  y  limx a" h(x)  y  limx a" g(x) = limx a" h(x), entonces  

limx a" f (x)  existe y  limx a" f (x) = limx a" g(x).

* Ejercicio 1.20. Dé un ejemplo en que f (x) < g(x) en la cercanía de a 
salvo en a y que limx a" f (x) = limx a" g(x).

Ejemplo 1.18. Encuentre lim
x 0"

 x sen 1
x .

Solución: Como –1 ≤ sen 1
x  ≤ 1, se � ene que –|x| ≤ x sen 1

x  ≤ |x|

     Ahora lim
x 0"

 |x| = lim
x 0"

  (–|x|) = 0 

     Por lo tanto lim
x 0"

 x sen 1
x  = 0

      [Por la propiedad b)]

Se omite la demostra-
ción.

–1 ≤ sen 1
x  ≤ 1, 0 < |x|

⇒ –|x| ≤ |x| sen 1
x  ≤ |x|.

     Si x > 0 

–|x|≤ x sen 1
x  ≤ |x|.

     Si x < 0

–|x| ≤ –x sen 1
x  ≤ |x|.

Luego |x|≥ x sen 1
x  ≥ –|x|.

Clase 8. Límite de funciones trigonométricas

Ejemplo 1.17. Calcule:

a) limx"3  (x3 – x2) 3x                b) lim
3

log
x x

x
2

3

x +"3

Solución:

a) (x3 – x2) 3x = (1 – 1
x )(x3 3x).  Como limx"3  (1 – 1

x ) = 1

         y  limx"3  (x3 3x) = ∞, se � ene que limx"3  (x3 – x2) 3x = ∞.

b) 
3

log
x x

x
2

3

+
 =  

1 3
1

x+
 

log
x

x
2
3 . Como lim

1 3
1

x
x +"3

 = 1  y lim
log

x
x

2
3

x"3  = 0,

     Se � ene que lim
3

log
x x

x
2

3

x +"3
 = 1 · 0 = 0.

Ejercicio 1.19. Calcule.

a) lim
1

2
x x4

x

x - +"3
                 b) lim 3

log
x

x
2
1

x +"3
              c) limx" 3- (x4 + 2x) 2x       

 
d) lim

0x" +
(x2 + x)log2 x

Veáse Clase 4 inciso e)

Veáse Clase 6 inciso c)

y

x

Unidad II • Lección 1 • Clase 8. Límite de funciones trigonométricas

Unidad II. Lección 1. 
Clase 7
(Continuación)

Clase 8
(Continúa en la siguiente página)
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 Ejercicio 1.21
(10 min) Solución 
a) Como –|x|

 ≤ xcos 1
x  ≤ |x|,

 lim
x 0"

 xcos 1
x  = 0.

b) Como –|x|

 ≤ xsen 1
x2  ≤ |x|,

    lim
x 0"

 xsen 1
x2  = 0.

c) Como –|x|2

 ≤ x2cos 1
x2  ≤ |x|2,

    lim
x 0"

 x2 cos 1
x2  = 0.

d) Como

 – 1
x

 ≤ senx
x  ≤ 1

x , 

   limx"3
sen

x
x  = 0.

Teorema 1.1
(20 min)

24

Ejercicio 1.21. Calcule.

a) lim
x 0"

 x cos 1
x        b) lim

x 0"
 x sen 1

x2        c)  lim
x 0"

 x2 cos 1
x2          d) lim sen

x
x

x"3  

    Teorema 1.1. lim sen
0 i

i
"i

 = 1

Demostración: En la fi gura 0 < i < 2
r , PH = sen i y QA = tan i. Por lo 

tanto, se � ene que:

 El área S1 del ΔOPA = 2
1  sen i.

 El área S2 del sector circular OPA es 2
1  i.

 El área S3 del ΔOAQ = 2
1  tan i.

 Como S1 < S2, se � ene que sen i < i       … (1)

 Como S2 < S3, se � ene que i < sen
cosi
i      … (2)

 Ahora, 0 < i < 2
r , por lo tanto 0 < cos i. 

Luego de (1) y (2) se � ene que,

             cos i < sen
i
i  < 1        … (3)

Cuando – 2
r  < i < 0, se � ene que 0 < –i < 2

r      y 

sus� tuyendo – i en (3), se � ene que; 

             cos (–i) < 
sen
i
i

-
-^ h

 < 1, es decir cos i < sen
i
i  < 1.  

Es decir, se verifi ca (3) para i ∈ (– 2
r , 0) U (0, 2

r ).

Ahora lim
x 0"

 cos i = lim
x 0"

1 = 1. Luego por la propiedad b)

                             lim sen
0 i

i
"i

 = 1.

Este Teorema es el fun-
damento del cálculo 
infi nitesimal de las fun-
ciones trigonometricas.
Es esencial que la uni-
dad de medida del án-
gulo sea radián. 

cos (–i) = cos i
sen (–i) = –sen i   

i
0 H

P

Q

A
1–1

–1

1

y

x

Unidad II • Lección 1 • Clase 8. Límite de funciones trigonométricas

Clase 8
(Continuación)
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 Ejemplo 1.19
(5 min)

 Ejercicio 1.22
(8 min) Solución:

a) lim sen0 i
i

"i
 = lim sen

1
0

i
i"i

 

 = 1 ÷ lim sen
0 i

i
"i

 = 1 ÷ 1
 = 1

Nota: De ahora en ade-
lante se usará el resul-
tado del inciso a) y el 
teorema 1.1 indistinta-
mente.

b) lim tan0 i
i

"i

 = lim sen0 i
i

"i
 ∙ cosi

 = 1 ∙ 1
 = 1

 Ejemplo 1.20
(5 min)
En este ejemplo se hace 
un cambio de variable.

 Ejercicio 1.23
(7 min)
Solución en pág. 34

Objetivo: Aplicar el teorema 1.1.

Evaluación: Ejercicio 1.22, 1.23,1.24

25

Ejemplo 1.19. Calcule: lim tan
0 i

i
"i

Solución: lim tan
0 i

i
"i

 =  lim cos
sen

0 i
i
i

"i
 =  lim cos

1
0 i"i

  ·  sen
i
i

                                     = lim cos
1

0 i"i
  lim sen

0 i
i

"i
 = 1 · 1 = 1.

Ejercicio 1.22. Calcule. 

a) lim sen0 i
i

"i
              b) lim tan0 i

i
"i

 

Ejemplo 1.20. Calcule lim
2

cos

x
x

2x r -" r

Solución: Sea 2
r  – x = t. Entonces x → 2

r  ⇔ t → 0  y

                                             cos x = cos ( 2
r  – t)= sen t,

                   Por lo tanto, lim
2

cos

x
x

2x r -" r
 =   lim sen

t
t

0t"
 = 1.

Ejercicio 1.23. Calcule.    a) lim sen
x
x

x r -"r
              b) lim 2

cos x
x

2x

r+

" r-

Ejemplo 1.21. Calcule.  a) lim sen2
x

x
0x"

              b)  lim sen2
sen x

x
30x"

Solución: a) Sea 2x = i. Entonces x → 0 ⇔ i → 0. Por lo tanto,

                       lim sen2
x

x
0x"

 =  lim 2
sen2

x
x

0x"
 · 2 = 2 lim sen

0 i
i

"i
 = 2 · 1 = 2 

          
b) Sea 2x = a  y 3x = b. Entonces x → 0 ⇔ a → 0 ⇔ b → 0. Por lo tanto,

            lim sen2
sen x

x
30x"

 =  lim 2
sen2

x
x

0x"
  ·  sen 3

3
x

x   ·  3
2

    

                                   =  lim sen
3
2

0 a
a

"a
 lim sen0 b

b

"b
 =  3

2  · 1 · 1 =  3
2

Ejercicio 1.24. Calcule.

a)  lim sen 3
x

x
0x"

            b)  lim tan x
x

20x"
            c)  lim sen

sen
x
x

5
3

0x"

d) lim tan
tan

x
x

4
2

0x"
             e)  lim cos

4
x
x

2x 4

r -

" r

Veáse Clase 2 inciso d)

De ahora en adelante 
se u� lizará el resultado 
de a) y el Teorema 1.1 
indis� ntamente.
La variable puede ser 
cualquier letra.

Si se puede, calcule 

sin u� lizar a y b: 3
2

lim 2
sen2

x
x

0x"
lim sen

3
x

x
30x"

 

=  3
2  · 1 · 1 = 3

2

Clase 9. Aplicando el Teorema 1.1

Unidad II • Lección 1 • Clase 9. Aplicando el teorema 1

Unidad II. Lección 1.
Clase 9
(Continúa en la siguiente página)

 Ejemplo 1.21
(10 min)

 Ejercicio 1.24. (10 min)
Solución en pág. 34
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1) a) 4
3  b) 3               

 c) 3 d) 0

2)
a) lim 1 2

1 1
x x
x x

x 1 - +
- +

"

^
^

^
^
h
h

h
h  = 3

2

b) lim 2x x
x x

1
2 3

2x ++
+ -

"-

^
^

^
^
h
h

h
h  = 5

c) 

lim
1

6 1 1
x x

x x x x
12 2

2 2

x
+

- - +
- - + +

"

^
^

_
^

h
h h

i

= lim 2 1
2 3 1 1

x x
x x x x

2

2

x - +
- + - + +

"

^ ^
^
_
^

h h
h h

i

= 3
10 3

3) a) 3a + b + 9 = 0, 
          x2 + ax + b
 = (x – 3)(x + a + 3),     
     lim

3x"
(x + a + 3)

 = a + 6 = 4,
    a = –2,    b = –3

b) –3a + b + 9 = 0,
 x2 + ax + b
 = (x + 3)(x + a – 3),     
 lim

x 3"-
(x + a – 3)

 = a – 6 = –5, 
    a = 1,      b = –6

c) 2a + b + 4 = 0,
 x2 + ax + b
 = (x – 2)(x + a + 2)  
lim

2 1
1

x x x
x

a 32 2x + +
+

+ ++" ^ _h i
  

 = 
4 5a2
3
+^ h  = 

510
3 .

    a = 1,   b = –6

4)  a) ∞           b) ∞

26

1. Encuentre el límite.

 a) lim x
x x

2
1

2x

2

+
+-

"
     b) lim 2x x3

x 1
+

"
    c) lim 3 1x

x 2"
-     d) lim l 2

x
x xog

11
3 2

3

x +
- +

-"

2. Calcule.

 a) lim 1
x x

x
22

2

x 1

-
+ -"

      b) lim
2x x

x x
3

6
2

2

x 2 +
-
+

-
"-

      c) lim
1

6
x x

x x
12 2

2

x
-

- - +
+

"

3. Encuentre el valor de a y b que sa� sfacen la igualdad.

        a)  lim 3
ax b

x
x

3

2

x -
+ +

"
 = 4        b)  lim 3

ax bx
x

2x 3 + +
+

"-
 = – 5

1     

 *c) lim
1 3

ax bx
x x

2 2

2

x
-

+ +
+ +

"
 = 

510
3

4. Calcule.

 a) lim x
1

0x"
                     b)  lim

cos x
1

x 2"
r

5. Calcule.

 a) lim x
0x" +

     b) lim 1x x
0x

-
" -

^ h     c) lim 1
x 1x 1 -" +

    d) lim x x
x

2
3

2 2x -
+
-" -

6. Calcule.

 a) lim
2 2 1x x

x x
3

3

x - +
-

" 3-
        b) lim

1
3

x x
x x

3x

2

- +
+

"3
        c) lim 3

2
x
x x2

x -
+-

" 3-

 d) lim x x x x3 22
x

2 + ++ -
"3
_ i

7. Calcule.

 a) lim 2
x

x

x 5"3
          b) limx" 3-  x4 3x          c) lim

log
x

x
x

2

"3
          d) lim

x 0" +
 x log2 x    

 e) lim log x
3

2

x

x"3            f) limx"3  (2x – x3)           g) lim logx xx 3
1-

"3 ^ h

8. Calcule.
 a) lim x

xcos
x"3            b) lim log

sen
x
x

x"3 2

9. Calcule.
 a) lim x

xsen
x r+" r-

           b) lim x
xtan

x r-"r
           c) lim x

x
sen 40x"

 d) lim sen
sen

x
x

3
6

0x"
            e) lim sen x

xsen 3
2x"r

Clase 2

Clase 3

Clase 3

Clase 4

Clase 5

Clase 6

Clase 7

Clase 8

Clase 9

Ejercicios de la lección

Unidad II • Lección 1 • Ejercicios de la lección

Unidad II. Lección 1.
Ejercicios de la lección

5) a) 0     b) 0       c) ∞       d) lim 1x x
x
2

3
x 2 - +

+
" - ^ ^h h  = –∞

6) a) 12     b) 0    c) ∞   d) lim
3 2
3 2

x x x x
x x x x

2 2

2 2

x + +
+ +
+ +

+ -
"3

^ ^h h
 = lim

1 1 1 1 2
1 3

x x x

x

2
x

+ + + +

- +
"3

 = – 1
2

Incisos 7, 8 y 9 ver solución en página 34

Unidad II • Lección 1 • Ejercicios de la lección
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1

–1

r
2

r
2

r
6

2
3

x

y

–2

x

y 100

20

0

0

y

x

y

x21-1

-1

1

-2

-3

-4

0

0

-1

1

2

1 32 4

y

x

r
2

r
2– r

4
r
4–

Unidad II. Lección 1. Ejercicio 1.2.      Pág. 21.     Incisos d, e, f, g y h. Solución

d)  2
3

                                                                 e)  1                                                       f)  100

g) 0                                                                    h) 2                                 

Unidad II. Lección 1. * Ejercicio 1.18.      Pág. 28. 

b) lim
x"3

xn ax = lim
x" 3-

(–x)n 1
ab l

x
 = (–1)n lim

x" 3-
xn 1

ab l
x
 = 0      por a), porque 1 < 1

a .

      lim
x" 3-

xn ax = lim
x"3

(–x)n 1
ab l

x
 =  lim

x"3
(–1)n xn 1

ab l
x
 = {                             por a) y Clase 1.4 c)

c) Sea logc x = t. Entonces x→∞ ⟺ t→∞. lim
x"3

xn  logc x = lim
t"3

(c t)n ∙ t = lim
t"3

 t (cn)t.

     Si n > 0, entonces cn > 1, por lo tanto lim
t"3

t (cn)t = ∞             por a).
     Si n = 0, entonces cn = 1, por lo tanto lim

t"3
t (cn)t = lim

t"3
t = ∞

     Si n < 0, entonces 0 < cn < 1, por lo tanto lim
t"3

t (cn)t  = 0   por b).

d) logcx = –log 1
c
 x y 1 < 1

c . Por lo tanto lim
x"3

xn logcx = – lim
x"3

xn  log 1
c
 x   {                      por c) y Clase 1.4

e) Sea  logcx = t. Entonces x → 0+ ⟺ t → –∞.     lim
0x" +

xn logcx = lim
t" 3-

(c t)n t = lim
t" 3-

t (cn)t .

     Si n > 0, entonces cn > 1, por lo tanto lim
t" 3-

t(cn)t = 0       

     Si n = 0, entonces cn =1, por lo tanto lim
t" 3-

t(cn)t = lim
t"3

t = –∞
     Si n < 0, entonces 0 < cn < 1, por lo tanto lim

t" 3-
t(cn)t = –∞      por b).

f) logcx = – log 1
c
 x  y 1 < 1

c . Por lo tanto lim
0x" +

xn logcx = lim
0x" +

(–xn log 1
c
 x) = {                     Por e) y Clase 4 c)

–∞  (0 ≤ n)
0      (n < 0)

0     (0 < n)
∞   (n ≤ 0)

Unidad II • Lección 1 • Soluciones

∞     n: par
–∞   n: impar
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Unidad II. Lección 1. Ejercicio 1.23.      Pág. 31.     Solución: 

Unidad II. Lección 1. Ejercicio 1.24.      Pág. 31.     Solución: 

Unidad II. Lección 1. Ejercicios de la lección.      Pág. 32.     Incisos 7,8  y 9   Solución: 

a) Sea π – x = t.          x → π ⟺ t = 0            lim sen
x
x

x r -"r
 = lim sen

t
t

0t
r -

"

] g
 = lim sen

t
t

0t"
 = 1 

b) Sea x + 2
r  = t.        x → – 2

r  ⟺ t →0             lim cos
2
x

x

2x

r+

" r-
 = lim

cos 2t
t

0t r-" b l
 = lim sen t

t
0t"

 = 1

a)  lim 3 3
3

x
xsen

0x"
 = 3 ∙ 1 = 3

b) lim 2
1

sen 2
2

x
x

0x"
 ∙ cos2x = 2

1 ∙ 1 ∙ 1 = 2
1

c) lim 3
sen 3

sen 5
5

x
x

x
x

0x
$

"
 ∙ 5
3  = 1 ∙ 1 ∙ 5

3  = 5
3

d) lim sen 4
sen 2

cos 2
cos 4

x
x

x
x

0x
$

"
 = lim 4

2
2

sen 2
sen 4
4

cos 2
cos 4

x
x

x
x

x
x

0x
$ $ $

"
 = 4

2  ∙ 1 ∙ 1 ∙ 1 = 2
1

e) Sea 2
r  – 2x = t. x → 4

r  ⟺ t → 0

lim cos 2
4

x
x

4x

r -

"r
 = lim

cos 2

2

t

t

0t r -" b l
 = lim 2

1
sent

t
0t
$

"
 = 2

1  ∙ 1 = 2
1  

7) a) ∞          b) 0          c) 0          d) 0          e) ∞          f) lim2 1 2
x3

x
xx -

"3
b l  = ∞          g) log x

lim 1x xx
3
1

-"3
b l  = ∞

8) a) 0        b) 0

9) a) Sea x + π = t.    x → –π ⟺ t → 0            lim sen
t
t

0t
r-

"

] g
 = lim sen

t
t

0t
-

"
b l  = –1

  b)Sea x – π = t.      x → π ⟺ t →0       lim tan
t
t

0t
r+

"

] g
 = lim tan

t
t

0t"
 = lim sen

t
t

tcos
1

0t
$

"
 = 1

 c) lim 4
1

sen 4
4

x
x

0x"
 = 4

1

 d) lim 3
6

6
sen 6

sen 3
3

x
x

x
x

0x"
 = 2

 e) Sea x – π = t.      x → π ⟺ t →0     lim sen2
sen3

t
t

0t r
r
+
+

"

]
]

g
g  = lim sen2

sen3
t
t

0t
-

"
 = – lim 2

3
3

sen3
sen2
2

t
t

t
t

0t"
 = – 2

3             
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 Ejemplo 2.1
(10 min)

Definición de continui-
dad en el punto
(5 min)

 Ejercicio 2.1
(5 min) Solución:
a) y b)

Propiedad de la Conti-
nuidad
 (10 min)
Todas se deducen de la 
propiedad del límite.

Objetivo: Entender la definición y la propiedad de la 
continuidad en el punto.

Evaluación: Ejercicio 2.1

27

El signo “∘” signifi ca 
que el punto no perte-
nece a la gráfi ca. El sig-
no “•” signifi ca que sí 
pertenece a la gráfi ca.

lim
2x" -

 h(x) = 1

lim
2x" +

 h(x) = 2

En el Ejemplo 2.1 solo 
f (x) es con� nua en 2.

f (x) debe ser defi nida 
en a y su alrededor.

Ejemplo 2.1. Encuentre lo que se pide.
a)                                         b)                                       c)

Solución: a)  lim
x 2"

 f (x) = 1     b) lim
2x"

 g(x) = 1           c) lim
x 2"

 h(x)  no existe 

                               f (2) = 1                  g(2) = 2                         h(2) = 2

Defi nición. Con� nuidad en el punto
Sea y = f (x) una función, f (x) es con� nua en el punto x = a cuando  
limx a"  f (x) = f (a)

Nota: Aplicando la Explicación 2 de la Clase 1.1 de la Lección 1, la defi nición 
� ene la forma siguiente: f (x) es con� nua en el punto a, cuando se verifi -
ca lo siguiente: Para cualquier número f > 0, existe número d > 0 tal que                  
|x – a| < d ⇒ |f (x) – f (a)|< ϵ.

Ejercicio 2.1. Elija las gráfi cas de funciones que son con� nuas en x = 1
a)                             b)                              c)                                d)   

Propiedad de la con� nuidad
Si y = f (x) y y = g(x) son con� nuas en x = a, entonces las siguientes son 
con� nuas en x = a:
a) y = f (x) + g(x)   
b) y = f (x) – g(x)      
c) y = k f (x), (k: número real)    
d) y = f (x)g(x)    

e) y =  ( )
( )

g x
f x

   (g(a) ≠ 0)

Lección 2. Con� nuidad de funciones
Clase 1. Con� nuidad en el punto

lim  f (x)
x 2"

2 21

1
2

1

1

y =  f (x) y =  g(x)

f (2)

lim  g (x)
x 2"

g (2)

y

x

y

x 21

1
2

y =  h(x)

lim  h (x)
x 2"

h (2)

y

x

y

x1

1

2

3
y

x1

1

2
y

x1

1

y

x1

1

Unidad II • Lección 2 • Clase 1. Con� nuidad en el punto

Unidad II. Lección 2.
Clase 1
(Continúa en la siguiente página)

Unidad II • Lección 2 • Clase 1. Continuidad en el punto
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 Ejercicio 2.2
(15 min)
Para f (x) – g (x), se utili-
za b) de la clase 1.2,
Para kf (x), c),
Para f (x)g (x), d),

Para ( )
( )
g x
f x

, e).

[Hasta aquí Clase 1]
–––––––––––––––––––––

[Desde aquí Clase 2]

Definición de continui-
dad en el intervalo.
(5 min)

Propiedad de las fun-
ciones continúas.
(5 min)
No es necesario dar una 
explicación rigurosa.

Ejemplos de funciones 
continuas
(10 min)
Dé unos ejemplos de 
cada inciso. Puede ser:
1. y = 2x3 – x + 1

2. y =
1

5
x x

x
2

3

- -
+

          en su dominio.

3. y = senx,
 y  = cos(x – 5

r )

 y = tan(2x + 4
r )

 y = sen–1x
4. y = –3–x

     y = log2(x+1)

28

Demostración de que y = f (x) + g(x) es con� nua.
De hipótesis limx a"  f (x) = f (a) y limx a"  g(x) = g(a).

De a) de la Clase 1.2, se � ene que:
            limx a" { f (x) + g(x)} = f (a) + g(a).

Ejercicio 2.2. Demuestre la con� nuidad de los demás casos de la pro-
piedad.

Defi nición de con� nuidad en el intervalo
f (x) es con� nua en x = a del intervalo [a, b) cuando lim

x a" +
 f (x) = f (a).

f (x) es con� nua en x = b del intervalo (a, b] cuando lim
x b" -

  f (x) = f (b).

Una función y = f (x) es con� nua en un intervalo, cuando es con� nua 
en todos los puntos del intervalo

Propiedad de las funciones con� nuas.
Funciones con� nuas � enen la misma propiedad que se explicó en la clase 1. 
Además:

f) Si f (x) es con� nua, entonces  |f (x)| lo es.

g) Si f (x) es con� nua, entonces  ( )f x  lo es donde f (x) ≥ 0.

h) Si f (x) es con� nua y � ene su inversa f –1, entonces f –1 lo es.

Ejemplos de funciones con� nuas:
 1. Funciones polinómicas
 2. Funciones racionales
 3. Funciones trigonométricas y sus inversas
 4. Funciones exponenciales y logarítmicas

Defi nición Valor máximo y mínimo
El valor M (respec� vamente m) es el máximo (respec� vamente mí-
nimo) de la función y = f (x) cuando:

 f (x) ≤ M [respec� vamente m ≤ f (x)] en su dominio.
 Existe un valor x = a en su dominio tal que f (a) = M (respec� va-
mente f (a) = m). 

Teorema Valor máximo y mínimo de la función con	 nua.
Si una función y = f (x) es con� nua en el intervalo cerrado, entonces 
esta función � ene valor máximo y mínimo en este intervalo.

[A]

Intui� vamente la con� -
nuidad signifi ca que la 
gráfi ca no está cortada.

[B]

La condición “cerrado” 
es crucial como se ve 
en el Ejemplo 2.2.
Se omite demostración.

Clase 2. Con	 nuidad en el intervalo

y =  f (x)

y = | f (x)|

y

x

y

x

Unidad II • Lección 2 • Clase 2. Con� nuidad en el intervalo

Unidad II. Lección 2. 
Clase 1
(Continuación)

Clase 2
(Continúa en la siguiente página)

Objetivo: [A] Entender la definición y los ejemplos típicos de 
la función continua.

 [B] Entender la definición del valor máximo y mínimo. 

Evaluación: [A] Mencionar los ejemplos de la función continua.
 [B] Ejercicio 2.3

Definición de valor máximo y mí-
nimo 
(5 min)
Lo importante es que si algún valor 
es el valor máximo o/y mínimo, la 
función toma este valor en su rango.

Teorema Valor máximo y mínimo 
de la función continua.
(5 min)

Unidad II • Lección 2 • Clase 2. Continuidad en el intervalo
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 Ejemplo 2.2
(9 min)

 Ejercicio 2.3
(6 min) Solución 
a) máximo 5 (x = 3)
    mínimo  2 (x = 0)

b) máximo 3 (x = 4)
     mínimo 1 (x = 1)

c) máximo 4 (x = 2, 6)
    mínimo  1 (x = –2, 4)

[Hasta aquí Clase 2]
–––––––––––––––––––––

[Desde aquí Clase 3]

Teorema del Valor In-
termedio. 
(10 min)
Si la función no es con-
tinua, no verifica el teo-
rema.

 Ejemplo 2.3
(15 min)

 Ejercicio 2.4 
(20 min) Solución
Se expresa el lado iz-
quierdo de la ecuación 
por f (x). 

Objetivo: Entender el teorema del valor intermedio y 
aplicarlo a la ecuación.

Evaluación: Ejercicio 2.4

29

Teorema del valor intermedio
Sea la función y = f (x) con� nua en el intervalo [a,b]. Sea f (a) ≠ f (b) 
y f (a) < k < f (b) o f (b) < k < f (a), entonces existe un número c en (a, 
b) tal que f (c) = k.

Ejemplo 2.3. Demuestre que la ecuación x3 – 3x + 1 = 0 � ene una 
solución en el intervalo (1, 2).

Solución: Sea f (x) = x3 – 3x + 1. La función y = f (x) es con� nua en [1, 2]. 
Por otra parte f (1) = –1 y f (2) = 3. 
Como f (1) < 0 < f (2), por el Teorema del valor medio existe c en (1, 2) tal 
que f (c) = 0.

Ejercicio 2.4. Demuestre que cada ecuación � ene solución en el in-
tervalo indicado.
a) 2x3 + x2 – 4 = 0      (1, 2)  b) log2 x + x – 2 = 0     (1, 2)

c) 2x – 3x = 0      (3, 4)      d) sen x – 1
2 x + 1 = 0    ( 2

r , r)

Ejemplo 2.2. Encuentre el valor máximo y/o mínimo en el intervalo 
indicado si existen.
a)                                      b)                                      c)   

Solución: a) máximo f (2) = 4, mínimo f (1) = 1
 b) máximo g(1) = g(4) = 3, mínimo g(3) = 1
 c) En [0, 2] máximo h(2) = 1, mínimo h(0) = –1
     En (0, 2] máximo h(2) = 1, mínimo no existe.
     En (0, 2) máximo no existe, mínimo no existe.

Ejercicio 2.3. Encuentre el valor mínimo y/o máximo en el intervalo 
indicado si existen.
a)                                      b)                                      c)   

Se omite la demostra-
ción, para la cual hay 
que defi nir el conjunto 
de números reales de 
manera rigurosa.

Cuando se trata de 
máximo y mínimo se 
indica el valor de x don-
de la función toma es-
tos valores.

El mínimo no existe 
porque h(x) toma va-
lores mayores que –1 y 
que están en cualquier 
cercanía de –1. 

Clase 3. Teorema del valor intermedio

y

x

y =  f (x)

1

1
2
3
4

2 3 4 5

En [1, 5]

y =  g(x)

1

1
2
3

2 3 4 5

En [0, 5]

y =  h(x)

1

1

–1
2

En [0, 2], (0, 2], (0, 2)

y

x

y

x

y

x-4 -2 2

4
3

1
4 6 8

En [-4, 8]

y

x-2 1

1

3

4

En (-2, 4]

y

x

y =  f (x)

2

4
5

3 5

En [0, 5]

Unidad II • Lección 2 • Clase 3. Teorema del valor intermedio

Unidad II. Lección 2. 
Clase 2
(Continuación)

Clase 3
(Continúa en la siguiente página)

a) f (1) = –1 < 0 < f (2) = 16

b) f (1) = –1 < 0 < f (2) = 1

c) f (3)= –1 < 0 < f (4) = 4

d) f 2
rb l  = 2 –  4

r  > 0 > f (π) = 1 – 2
r

Por lo tanto en cada caso existe un 
número c en cada intervalo tal que 
f (c) = 0.

a b x

c

y

Unidad II • Lección 2 • Clase 3. Teorema del valor intermedio



38

Soluciones: 
1) Se expresa el lado iz-
quierdo por f (x).
a) f (1) = –1 < 0 < f (2) = 1

b) f (1) = –1 < 0 < f (4) = 3

c) f (0) = 1 > 0 > f (1) = – 3
5

d) f(0) = 1 > 0 > f 4
rb l

            = 2
2

 – 2
r

Por lo tanto por el teorema 
del valor intermedio existe 
un número c en cada in-
tervalo tal que f (c) = 0.

[Hasta aquí Clase 3 de Lección 2]
–––––––––––––––––––––
[Desde aquí Clase 1 de Lección 3]

Definición de asíntota. 
(5 min)

Ejemplos de asíntotas 
verticales.
(10 min)

Ejemplos de asíntotas 
horizontales
(10 min)

 Ejercicio 3.1
(20 min) Solución 
a) y = 1,   x = 0

b) x = –1, y = 0      c) x = 

30

1. Demuestre que la ecuación � ene solución en el intervalo indicado.
     a) x4 – 2x3 + x – 1 = 0      (1, 2)  b) log

2
1  x + 2x – 3 = 0     (1, 4)  

 c) ( 1
3 )x – 2x = 0        (0, 1)   d) cos x – 2x = 0    (0, 4

r )

Clase 3

Ejercicios de la lección

Este � po de asíntotas 
aparece en el límite del 
dominio de la función.

En b) y = 0 es la asíntota 
horizontal.

Se le denomina asíntota a una recta a la cual la gráfi ca se acerca sin límite 
y sin tocarla.

Ejemplos de asíntotas ver� cales:

        a) y = tan x                        b) y = 1
x                                 c) y = log2 x                  

  

Asíntotas ver� cales
             x =  2

r  + nr                           x = 0                                        x = 0

             (n: número entero)

Ejemplos de asíntotas horizontales.

        a) y = 1
x                                                              b) y = 2x

 

Asíntotas horizontales
                    y = 0                                                               y = 0

En la Unidad IV, se aprenderán otro � po de asíntotas.

Ejercicio 3.1. Dibuje la gráfi ca. Encuentre la ecuación de la asíntota.

a) y = 1
x + 1      b) y = 1

x 1+       c) y = sec x      d) y = 3x – 1      e) y = log3 (x + 1)

Lección 3. Asíntotas
Clase 1. Asíntotas

y

x
r
2

r
2

3
2 r

y = 1x

y = 1x

y = log2 x  

1

y = 2x  1

y

x

y

x

y

x

y

x

–

Unidad II • Lección 3 • Clase 1. Asíntotas

Unidad II. Lección 2.
Ejercicios de la lección

Unidad II. Lección 3.
Clase 1
(Continúa en la siguiente página)

Objetivo: Entender la definición de la asíntota.

Evaluación: Ejercicio 3.1

2
r  + nπ,                d) y = –1               e) x = –1

                                    (n: número entero) 

1

–1 x

y = 1

y

1
–1

x = –1

x

y

x

y

x

y

–1

x

y

–1

r32

Unidad II • Lección 3 • Clase 1. Asíntotas
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b) Sea x  = t. Entonces    
     x → ∞ ⟺ t → ∞.
     lim

x"3
x2 2– x

     = lim
t"3

t4 2
1b l t

 = 0

      (Clase 1.7 b))

c) Sea x  = t. Entonces    
     x → 0+ ⟺ t → 0+

    lim 3
x2

0

x

x" +
  = lim 3

t40

t

t" +

    = ∞

2. a) Sea f (x) = log
3
1 x – 2x.

 f 3
1b l  = 3

1  > 0 > f (1) = –2. 

Como f (x) es continua 

en [ 3
1 , 1], por el teore-

ma del valor intermedio, 
existe un número c en     

( 3
1 , 1) tal que f (c) = 0.

b) Como senx ≠ 0 y 

cosx ≠ 0 en 3 , 2
r rb l , 

la ecuación equivale a 

xcosx = 3
1 .

xcosx es continua en 

3 , 2
r r: D  y 3

r  cos 3
r

= 3
r  • 

2
1  = 6

r  > 3
1  >  

   2
r  cos 2

r  = 0.
Por el teorema del valor 
intermedio existe un 

número c en 3 , 2
r rb l  

tal que c cos(c) = 3
1 .

Problemas de la Unidad A 
Solución
1. a) Sea x  = t.
    Entonces x → 0+ ⟺ t → 0+

        lim logx x2
0x" +

    = lim
0t" +

t log2 t2

 = 2 lim
0t" +

t  log2 t  = 0

 (Clase 1.7 e))
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1. Calcule.
 a) lim x

0x" +
 log2 x 

 b) lim 2x2 x
x"3

-  

 c) lim 3
x0

2

x

x" +

2. Demuestre que la ecuación � ene solución en el intervalo indicado.

 a) log 1
3

 x – 2 x = 0       ( 3
1 , 1)

 b) tan x = 3x sen x       ( 3
r , 2
r )

1. Demuestre que para cada número nega� vo k, la ecuación log2 x = kx 
� ene solución en el intervalo (0, 1).

Clase 1.7

Clase 2.3

Problemas de la unidad A

Problemas de la unidad B

Unidad II • Problemas de la Unidad

Unidad II. Lección 2.
Problemas de la Unidad

Problemas de la Unidad B
Solución:
1. Sea f (x) = log2 x – kx.
    f (1) = –k  > 0. Por otra parte, co- 

   mo lim
0t" +

f (x) = –∞, existe un nú-

mero a tal que 0 < a < 1 y f (a) < k.

La función f (x) es continua en [a, 1] 
y f (a) < k < f (1). Luego por el teore-
ma del valor intermedio, existe un 
número c tal que a < c < 1 y f (c) = 0.

Unidad II • Problemas de la Unidad
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Matemáticas IV

Unidad III Diferenciación e integrales de funciones polinómicas

1. Competencias de la Unidad

1. Establecer la definición de la derivada de una función polinómica.

2. Establecer la definición de recta tangente a una gráfica de una función polinómica.

3. Aplicar la derivada para hacer gráfica de una función polinómica.

4. Establecer la definición de la integral indefinida de una función polinómica.

5. Establecer la definición de la integral definida de una función polinómica.

6. Aplicar la integral definida para encontrar área.

7. Valorar la importancia de la derivada y la integral para resolver problemas de la ciencia y la 
tecnología.

2. Relación y Desarrollo

Matemática IV

Unidad IV: Derivadas de funciones trascendentales

Matemáticas IV

Unidad III: Diferenciación e integral de funciones polinómicas
 • Lección 1: Derivada de funciones polinomiales
 •  Lección 2: Aplicación de derivada
 •  Lección 3: Integrales

Matemática II

Unidad I: Funciones algebraicas

      • Gráficas de funciones polinomiales 

Matemática IV

Unidad II: Límites y continuidad

 • Lección 1: Límite de funciones
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3. Plan de Estudio de la Unidad (22 horas)

1 Derivadas de 
funciones 
polinómicas

2 Aplicación de 
derivada

Lección Clase/hora Contenidos Términos y signos

1

2

3

1

2

3

4

5

6

7

8

9

10

Velocidad en el instante

Definición de derivada

Propiedad de derivada, derivada 
de monomios

Ejercicios de la lección

Definición de la tangente, 
tangente en un punto de la 
gráfica, tangente que pasa por un 
punto fuera de la gráfica

variación de la función, tabla de 
variación

Extremos relativos

Gráfica de función de tercer grado 
con extremos relativos

Gráfica de función de tercer grado 
sin extremos relativos

Extremos de funciones

Aplicación de extremos

Encontrar el número de soluciones 
reales distintas de ecuación de 
tercer grado

Encontrar el número de 
soluciones reales distintas de 
ecuación de tercer grado donde 
los coeficientes contienen variable

Aplicación a la demostración de 
inecuación

Ejercicios de la lección

derivada de f (x), diferen-
ciar, diferenciable (deri-
vable), f ’(x)

tangente

creciente, decreciente

máximo (mínimo) relati-
vo, extremo relativo
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3 Integrales

Problemas de la 
Unidad

Lección Clase/hora Contenidos Términos y signos

1

2

3

4

5

6

7

8

9

Definición de integral definida, 
función primitiva de potencia de x

Propiedad lineal de la integral 
indefinida

Definición de la integral definida, 
propiedad lineal de la integral 
definida

Propiedad de la integral definida 
acerca de sus límites

Derivada de la integral definida 
con respecto a su límite

Representación del área de la 
parte comprendida entre una 
gráfica y el eje x con integral 
definida

Tipo básico del cálculo del área

Área de la parte comprendida 
entre dos gráficas

Cálculo del área delimitada por 
dos líneas

Ejercicios de la lección

Problemas de la Unidad A

Problemas de la Unidad B

función primitiva, inte-
grar, constante de inte-
gración, integral indefini-
da ∫ f (x)dx

integral definida, límite 
superior (inferior),
∫a

b f (x)dx = [f (x)] ab

Unidad III • Diferenciación e integrales de funciones polinómicas
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Puntos de lección
Lección 1: Derivadas de funciones polinómicas
El fundamento del cálculo infinitesimal es difícil para los estudiantes de bachillerato y en la mayoría 
de los casos no se enseña bien, la diferenciación y la integral de funciones polinómicas es muy fácil. 
Hay sólo dos fórmulas a memorizar: diferenciación (xn)’ = nxn – 1 integral ∫xn dx = 1

1
n + xn + 1 + C. 

Además, este aprendizaje proporciona a los estudiantes una buena oportunidad para conocer la eficacia 
de matemáticas.

 La lección empieza la explicación acerca de la “velocidad en un instante” y la relaciona con la pendiente 
de la tangente de la gráfica. Se espera que los estudiantes entiendan el sentido manejando el ejemplo 
de valores concretos. 

Aunque es importante que los estudiantes conozcan la definición de la derivada, una vez que aprendan 
la fórmula, no hay necesidad de recurrirse a ella. 

Lección 2 Aplicación de derivada
 La primera aplicación que se estudia es la tangente. El hecho de que su pendiente es igual al valor de la 
derivada viene de la propia definición de la derivada. Es fácil encontrar la tangente cuando está dado el 
punto de tangencia, pero encontrar la tangente que pasa por el punto dado que está fuera de la gráfica 
es un poco difícil. Los estudiantes encontraron la misma situación en Matemática III Unidad II. 

La segunda aplicación es el cambio del valor de la función. La relación entre el cambio del valor y el signo 
de la derivada es demostrado utilizando el teorema del valor medio que se enseña en la Unidad IV (aún 
no está demostrado en esa unidad). Aquí basta la explicación con unos ejemplos y la gráfica. Hay que 
tener cuidado con el hecho de que f ´(a) = 0 no siempre significa que f (x) toma su extremo relativo en 
x = a. Utilizando la gráfica se puede encontrar el número de distintas soluciones reales de la ecuación y 
demostrar la inecuación.

Lección 3 Integrales
Después de la definición de la derivada, no hay mucha dificultad en el aprendizaje salvo el uso de las 
fracciones en el cálculo de integral definida. El Libro del Estudiante trata de evitarlo cuanto sea posible.

Unidad III • Diferenciación e integrales de funciones polinómicas
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 Ejemplo 1.1
(15 min)
El objetivo es enten-
der que la velocidad 
corresponde a la pen-
diente de la gráfica de 
tiempo-recorrido.

 Ejemplo 1.2
(30 min)
Si se agranda la vecin-
dad del punto (1,1) de 
la gráfica y = x2, se ve 
como una recta.
La pendiente corres-
ponde a la velocidad en 
el instante de x = 1.
Para encontrar la pen-
diente, se toma un 
punto cerca de (1, 1) y 
calcula la pendiente de 
la recta que une este 
punto con (1, 1).
Luego se acerca este 
punto a (1, 1) y el límite 
es la pendiente. 

34 Unidad III • Lección 1 • Clase 1. Velocidad en el instante

[A] Relación entre la 
distancia, el � empo y la 
velocidad.

Δx, representa la dife-
rencia (o cambio) de x. 
Se aplica lo mismo a Δy.

Δx = 1 – 0 = 1
Δy = 2 – 0 = 2

Ejemplo 1.1. En la recta numérica, un pun-
to P sale del punto A y se mueve hacia la dere-
cha. La distancia y metros, entre los puntos P y 
A después de x segundos está dada como y = 2x.

a) Haga la gráfi ca de la función y = 2x (x ≥ 0).
b) Encuentre la velocidad metros/segundo (m/s) del punto P.

Solución: 
a)                                           b) 
   x 0  1
   y 0  2
 Δ x  1
 Δ y  2

   2

Nota:  En este ejemplo, la velocidad no cambia y  

velocidad = la pendiente de la gráfi ca.

Ejemplo 1.2. Una bolita P sale del punto A 
cae en la pendiente. La distancia y metros entre A 
y P después de x segundos está dada como y = x2.

Ahora la gráfi ca de y = x2 no es una recta, lo que quiere decir, la velocidad va 
cambiando. Sin embargo, si se agranda la parte alrededor del punto (1, 1) 
la gráfi ca parece casi una recta. Ahora se trata de encontrar su “pendiente”.

Encuentre la pendiente completando la tabla.

Lección 1. Derivadas de funciones polinómicas
Clase 1. Velocidad en el instante

y metros

PA

Δ y
Δ x

Respuesta:
2 metros/segundo ó
2m/s

y = 2x2

1O x

y

y mA

P

Δ y
Δ x

 x 1 2 1 1.1 1 1.01 1 1.001
 y        
    Δ x    
    Δ y 

1
Figura 1.1

1

0 x

y

Objetivo: Aplicar el concepto de la velocidad en el instante 
para definir la pendiente de una función.

Evaluación: Explicar cómo encontrar la velocidad en el instante.

Unidad III. Lección 1.
Clase 1
(Continúa en la siguiente página)

Unidad III • Lección 1 • Clase 1. Velocidad en el instante
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Si se calcula a mano, se 
entenderá mejor que el 
límite es 2.

[Hasta aquí Clase 1]
–––––––––––––––––––––

[Desde aquí Clase 2]

Objetivo: Entender la definición de derivada.                       
                        
Evaluación: Ejercicio 1.1 

35Unidad III • Lección 1 • Clase 2. Defi nición de derivada

Este corresponde a la 
“velocidad en x = 1”.

Solución: 

Respuesta: La “pendiente” es 2.

Δ y
Δ x

 x 0 1 0.9 1 0.99 1 0.999 1
 y        
    Δ x    
    Δ y 

 x 1 2 1 1.1 1 1.01 1 1.001
 y 1 4 1 1.21 1 1.0201 1 1.002001
 Δ x 1 0.1 0.01 0.001
 Δ y 3 0.21 0.0201 0.002001

   3 2.1 2.01 2.001Δ y
Δ x

Δ y
Δ x

 x 0 1 0.9 1 0.99 1 0.999 1
 y 0 1 0.81 1 0.9801 1 0.998001 1
 Δ x 1 0.1 0.01 0.001
 Δ y 1 0.19 0.0199 0.001999

   1 1.9 1.99 1.999

La Figura 1.2 muestra la gráfi ca de una función. Se toman 
dos puntos P(a, f (a)) y Q(a + h, f (a + h)) en la gráfi ca. La 
pendiente de la recta PQ es

( ) ( )
h

f a h f a+ - .

Ahora el punto Q se acerca al punto P. Entonces la 
pendiente de la recta se acerca a la pendiente de la   
recta l, es decir:
 

lim ( ) ( )
h

f a h af
0h

+ -
"

   = la pendiente de l

La función que corresponde el valor de x = a, a este 
límite se llama derivada de f (x).

Clase 2. Defi nición de derivada

x

l

y

Figura 1.2

f(a)

f(a+h)

f(a+h’)

a+h’a a+h

Q

Q’

P

2

2

Unidad III. Lección 1. 
Clase 1
(Continuación)

Clase 2
(Continúa en la siguiente página)

Unidad III • Lección 1 • Clase 2. Definición de derivada
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c) f ’(x) =                                    =                       =               =              = 0           f ’(1) = 0

d) f ’(x) =                                  =                                                                   =

               =                               = 2x + 3        f ’(1) = 2(1) + 3 = 5.                   Nota (5 min)

Definición de Derivada
(20 min)
Se explica relacionando 
con el Ejemplo 1.2 de la 
Clase 1. 
Que el punto Q tien-
de a P corresponde a 
que ∆x tiende a 0 en el 
Ejemplo 1.2

Ejemplo de una función 
no diferenciable
(5 min)
Los estudiantes tienen 
que entender que la 
gráfica de función dife-
renciable es “suave”.

 Ejemplo 1.3
(5 min)

 Ejercicio 1.1
(10 min) Solución 

a) f ’(x) =

 =

 =             =            = 1

    f ’(1) = 1

b) f ’(x) =

 =

 =               =          = 3

    f ’(1) = 3

36 Unidad III • Lección 1 • Clase 2. Defi nición de derivada

Defi nición de derivada

Sea f (x) una función. Cuando existe el límite f ’(x) = lim ( ) ( )
h

f h fx x
0h

+ -
"

  
                                                                                                    
se le denomina derivada de f (x). 

Se denomina diferenciación al encontrar la derivada.

Nota: Hay funciones que no � enen derivada. 

Ejemplo: f (x) = {

  lim (1 ) ( )1
h

f h f
0h

+ -
" -

 = 1, lim (1 ) (1)
h

f h f
0h

+ -
" +

 = 2

Por lo tanto 

   lim (1 ) (1)
h

f h f
0h

+ -
"

  no existe.

Ejemplo 1.3. Sea f (x) = x2. Encuentre f ’(x).

Solución: f ’(x) = lim ( ) ( )
h

f x h f x
0h

+ -
"

 = lim ( )
h

x h x2 2

0h
+ -

"
 = lim ( 2 )

h
x xh h x2 2 2

0h
+ + -

"

                         = lim 2
h

xh h2

0h
+

"
 = lim 2 1

h
x h

0h
+

"

^ h  = lim
0h"

(2x + h)  =  2x

Nota: Si se sus� tuye x = 1 en f ’(x), se ob� ene f ’(1) = 2 · 1 = 2, el valor que 
se ha obtenido en el Ejemplo 1.2.

Ejercicio 1.1. Encuentre f ’(x) y f ’(1).
a) f (x) = x              b) f (x) = 3x              c) f (x) = 2              d) f (x) = x2 + 3x

Nota:           Una función diferenciable es una función con� núa.

* Demostración:  limx a" { f (x) – f (a)}  = lim ( ) ( )
h

f a h f a h
0h

$
+ -

"
& 0  

                               = lim ( ) ( )
h

f a h af
0h

+ -
"

  lim h
0h"

 = f ’(a) · 0 = 0
 

   Luego limx a"  f (x) = f (a).

Otras notaciones 

       f (x).

Cuando se trata de la 
función y = f (x)

y ’,        (derivada de y 
con respecto a x).

Cuando f (x) � ene su 
derivada se dice que 
f (x) es diferenciable 
(derivable).

f (1 + h) = {
1 1

lim
( ) ( )

h
f h f

0h

+ -

" -

= 1 1lim h
h

0h
+ -

" -
 = lim h

h
0h" -

 

= 1

1 1
lim

( ) ( )
h

f h f
0h

+ -

" +

= 
2 1 1 1

lim h
h

0h

+ - -

" +

^ h" ,

= 2 2 2lim h
h

0h

+ -

" +
 = 2

Para encontrar f ’(1) 
basta sus� tuir x = 1 en 
f ’(x) .

d
dx

dy
dx

x  (x < 1)
2x – 1 (1 ≤ x)

x

y

1

1

a = 1   f (a) = 1

1 + h          (h < 0)
2(1 + h)–1   (0 ≤ h)

Clase 2
(Continuación)

lim
( ) ( )

h
f x h f x

0h

+ -

"

lim
( ) ( )

h
f x h f x

0h

+ -

"

lim
( )

h
x h x

0h

+ -

"

3( 3
lim

( ) ) ( )
h

x h x h x x2 2

0h

+ + + - +

"

" ,

3 3
lim

( )
h

x h x
0h

+ -

"

lim h
h

0h"

2 3lim h
xh h h2

0h
+ +

"

2 3lim( )x h
0h

+ +
"

3lim h
h

0h"

lim1
0h"

lim3
0h"

lim
( ) ( )

h
f x h f x

0h

+ -

"

lim
( ) ( )

h
f x h f x

0h

+ -

"

2 2lim h0h
-

"

0lim h0h"
lim0

0h"

Unidad III • Lección 1 • Clase 2. Definición de derivada
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Propiedad de la deri-
vada (12 min)

Solución:
c) { f (x) + g (x)}’
        = f (x)’ + g ’(x)
    sea d(x) = f (x) + g (x)
   d ’(x)

   = f ’(x) + g ’(x)

d) { f (x) – g (x)}’
        = f ’(x) – g ’(x)
    sea d(x) = f (x) – g (x)
   d ’(x)

   = f ’(x) – g ’(x)

Derivada de mono-
mios
(5 min)

* Demostración se pue-
de omitir

 Ejemplo 1.4
(5 min)

Objetivo: Derivar polinomios utilizando la propiedad de 
derivada.

Evaluación: Ejercicio 1.2, Ejercicio 1.3, Ejercicio 1.4

37Unidad III • Lección 1 • Clase 3. Cálculo de la derivada

Propiedad de derivada
 a) c es constante ⇒ (c)’ = 0
 b) {kf (x)}’ = k f ’(x)       k: constante
 c) {f (x) + g(x)}’ = f ’(x) + g ’(x)
 d) {f (x) – g(x)}’ = f ’(x) – g ’(x)

Demostración: a) Sea f (x)  =  c.   f ’(x)  =  lim ( ) ( )
h

f h fx x
0h

+ -
"

                                                =  lim h
c c

0h
-

"
  = lim

0h"
 0 = 0

                           b) Sea g (x)  =  k f (x);   g ’(x)  =  lim ( ) ( )
h

kf x h kf x
0h

+ -
"

                                                 =  k  lim ( ) ( )
h

f x h f x
0h

+ -
"

 =  k f ’(x)

c) y d) se demuestran u� lizando Matemá� ca IV, Unidad II, 
Lección 1, Clase 2.

De la propiedad anterior, se reduce el cálculo de la derivada de la función 
polinómica al de monomios. En cuanto a esto úl� mo, se � ene la siguiente:

Derivada de monomios 
(xn)’ = nxn – 1   (n: número natural)

* Demostración.     Primero se � ene la siguiente igualdad

           an – bn = (a – b)(an – 1 + an – 2 b + ⋯ + an – 1 – i bi + ⋯ + bn – 1)
                                                             (n: número natural)
Para la demostración desarrolle el lado derecho.

Luego, sean x + h = a  y x = b.

(xn)’ =  lim ( )
h

x h x
0

n n

h
+ -

"
 =  lim h

1
0h"

 (a – x)(an – 1 + an – 2x + ⋯ + xn – 1)

                                              =  lim
0h"

(an – 1 + an – 2x + ⋯ + xn – 1) = n xn – 1

       

  

Ejemplo 1.4. Sea f (x) = 2x3 – 3x + 4. Encuentre f ’(x) y f ’(2).
Solución: f ’(x) = (2x3 – 3x + 4)’                               f ’(2) = 6 · 22 – 3         
                          = (2x3 )’ – (3x)’ + (4)’                                = 21    
                          = 2(x3)’ – 3(x)’
                          = 2 · 3 · x3 – 1 – 3 x1 – 1 
                          = 2 · 3x2 – 3 · 1 
                          = 6x2 – 3 

(c)’ signifi ca derivada 
de c como función de x.

Se verifi ca la inversa de 
a).

f ’(x)  = 0 en un intervalo 
⇒ f (x) es constante en 
este intervalo.

Se omite demostración. 

IV, II, Clase 2.

(x)’ = 1
(x2)’ = 2x
(x3)’ = 3x2

   

a – x = h 
lim

0h"
 a = x

No siempre es necesa-
rio escribir  el proceso 
tan detalladamente.

Clase 3. Cálculo de la derivada

Unidad III. Lección 1.
Clase 3
(Continúa en la siguiente página)
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lim ( ) ( ) ( ) ( )
h

f x h f x
h

x h xg g
0h

+ - + + -
"
: D

lim ( ) ( ) ( ) ( )
h

f x h f x
h

g x h g x
0h

+ - - + -
"
: D

lim ( ) ( ) lim ( ) ( )
h

f x h f x
h

x h xg g
0 0h h

+ - + + -
" "

lim ( ) ( ) lim ( ) ( )
h

f x h f x
h

g x h g x
0 0h h

+ - - + -
" "

=

=

=

=
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 Ejercicio 1.2
(5 min) Solución

a) f ’(x) = 12x2 – 2,
 f ’(2) = 46

b) f ’(x) = 6x + 4,
 f ’(2) = 16

c) f ’(x) = –20x3 – 6x + 4     
 f ’(2) = –168

d) f ’(x) = 6x2,  
 f ’(2) = 24 

 Ejemplo 1.5
(4 min)

 Ejercicio 1.3
(6 min) Solución
a) y = 3x2 + 5x + 2,
 y ’ = 6x + 5
b) y = 4x2 – 4x + 1,
 y ’= 8x – 4
c) f (x) = x3 + x2 – 2x,
 f ’(x) = 3x2 + 2x – 2
d) f (x) = 4x2 – 36
 f ’(x) = 8x

 Ejemplo 1.6
(4 min)

 Ejercicio 1.4
(4 min) Solución 

a) dr
d  f(r) = 2πr

b) ds
d  g(s)= 6s – 1

c) dr
dy

 = 2πrh

d) dy
dz  = –15y2 + 6y

38 Unidad III • Lección 1 • Ejercicios de la lección

Ejercicio 1.2. Encuentre f ’(x) y f ’(2). 
a)  f (x) = 4x3 – 2x + 5 b) f (x) = 3x2 + 4x + 1
c)  f (x) = –5x4 – 3x2 + 4x  d)  f (x) = 2x3 – 3 

Ejemplo 1.5. Sea y = (2x – 1)(x + 3). Encuentre y ’.
Solución:  y = (2x – 1)(x + 3) = 2x2 + 5x – 3
                 y ’ = 4x + 5 

Ejercicio 1.3. Encuentre y ’ o f ’(x).
a)  y = (3x + 2)(x + 1)  b)  y = (2x – 1)2

c)  f (x) = (x2 + 2x)(x – 1) d)  f (x) = 4(x + 3)(x – 3)

Ejemplo 1.6. Sea V(r) =       πr3.  Encuentre        V(r).

Solución:         V(r) =       π  · 3r2 = 4π r2

Ejercicio 1.4. Encuentre la derivada:

a)  f (r)= π r2,            f (r) b)  g(s) = 3s2 – s,           g(s)

c)  y = π r2h,     d)  z = –5 y 3 + 3y2,     

       quiere decir “deri-

var con respecto a r ”.
3
4

3
4

d
dr

d
dr

d
dr

d
ds

dy
dr

dz
dy

d
dr

1. Calcule la derivada aplicando la defi nición.
 a)  f (x) = –2x                      b)  f (x)  = x2 – x
 
2. Encuentre lo que piden.
 a) f (x) = 5x2 – 4x + 2,         f ’(x),  f ’(–1)

 b) g (x) = (2x + 3)(3x – 1)         g ’(x), g ’(–2)

 c) h (t) =       gt2                              h(t),           h(1)

Clase 2

Clase 3

Ejercicios de la lección

2
1 d

dt
d
dt

Unidad III. Lección 1. 
Clase 3
(Continuación)

Ejercicios de la lección

Ejercicios de la Lección. Solución

1. a) f ’(x) =                                  =                                     =                   =                = –2        

    b) f ’(x) =                                  =                                                          =                

                  =                           = 2x – 1        

Inciso 2 Veáse solución en la página 56
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Definición de tangente
(10 min)
En el Ejemplo 1.2, la tan-
gente de y = x2 en (1, 1) 
corresponde a la ima-
gen de la derecha en la        
Fig. 1.1.

Ecuación de  tangente
(5 min)
El aspecto importante es 
que la pendiente de la 
tangente es el valor de la 
derivada en el punto de 
tangencia.

 Ejemplo 2.1
(10 min)

 Ejercicio 2.1 
(20 min) Solución 

a) Sea f (x) = x2 – 3x +4
    f ’(x) = 2x – 3, f ’(1) = –1
    tangente y – 2 = –(x – 1),
                       y = –x + 3

b) y ’ = – 6x + 4,
    pendiente –2
     tangente y – 2 = –2 (x – 1),      
                      y = –2x + 4 

c) y ’ = –3x2 + 4x,
    pendiente –7
    tangente y – 4 = –7(x + 1),
                        y = –7x – 3 

d) y ’ = 3x2 – 3,
    pendiente 0
    tangente y – 2 = 0(x + 1),
                          y = 2 

Objetivo: Definir la tangente de una función.
                        
Evaluación: Ejercicio 2.1

39Unidad III • Lección 2 • Clase 1. Tangente

La línea que pasa por 
(a, b) y cuya pendiente 
es m es: 

y – b = m(x – a)
[Matemá� ca I. Unidad IV]

Los puntos de tangencia:
sus� tuyendo,
a = 2, 4 en (a, a2) 
      (2, 4)  y  (4, 16) 

Defi nición de tangente 
Sea y = f (x) una función diferenciable. Sea P(a, f (a)) un punto de su 
gráfi ca. La tangente de la gráfi ca en el punto P es la línea que pasa 
por P cuya pendiente es f ’(a).

Ecuación de tangente 
La tangente de la gráfi ca y = f (x) en el punto P(a, f (a)) es
y = f ’(a)(x – a) + f (a)    … (1)

Demostración: la pendiente de (1) es f ’(a).
 (1) pasa por el punto (a, f (a)).

Ejemplo 2.1. Encuentre la tangente a la gráfi ca de y = x2 – x + 3 en el 
punto (2, 5) de la gráfi ca.

Solución: Sea f (x) = x2 – x + 3.
         f ’(x) = 2x – 1.         f ’(2) = 3

La tangente es una línea que pasa por (2,5) y cuya pendiente es 3. 
Por lo tanto, 
y – 5 = 3(x – 2),        y = 3x – 1 (Respuesta)

Ejercicio 2.1. Encuentre la tangente de las siguientes gráfi cas en el 
punto dado.

a) y = x2 – 3x + 4,       (1, 2)   b) y = –3x2 + 4x + 1,      (1,2)

c) y = –x3 + 2x2 + 1,     (–1, 4)   d) y = x3 – 3x,      (–1, 2)

* Ejemplo 2.2. Encuentre la tangente de la gráfi ca y = x2 que pasa por 
el punto Q(3,8) fuera de la gráfi ca.

Solución: Sea f (x) = x2. Sea (a, a2) el punto de tangencia.
 La pendiente de la tangente es f ’(a) = 2a.
 Como pasa por el punto (a, a2), la tangente es:
 y = 2a (x – a) + a2 ,      y = 2ax – a2                …(1)
Esta línea pasa por el punto (3, 8), por lo tanto, sus� tuyendo (3,8) en (1):
 8 = 2a · 3 – a2 ,      a2 – 6a + 8 = 0  ,      (a – 2)(a – 4) = 0
        a = 2 y 4
Sus� tuyendo  a = 2 en (1), se ob� ene que: y = 4x – 4
Sus� tuyendo a = 4 en (1), se ob� ene que: y = 8x – 16 
 Respuesta:  y = 4x – 4  y   y = 8x – 16

Lección 2. Aplicación de derivada
Clase 1. Tangente

Pf(a)

y = f(x)

xa

y

Q

y

x

Unidad III. Lección 2.
Clase 1
(Continúa en la siguiente página)

Unidad III • Lección 2 • Clase 1. Tangente

 * Ejemplo 2.2
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 * Ejercicio 2.2 
Solución: 
Sea a la coordenada x del 
punto de tangencia.
a) tangente y = 2a(x – a) + a2

                y = 2ax – a2.
 Sustituyendo (2, 3)
 a2 – 4a + 3 = 0, a = 1, 3
 y = 2x – 1, y  y = 6x – 9.

b) tangente y = (–2a + 3)
(x – a) + (–a2 + 3a).

     Sustituyendo (2, 3),
 a2 – 4a + 3 = 0
 a = 1, 3     y = x + 1, 
 y = –3x + 9

c) tangente
 y = –2a(x – a) – a2

 Sustituyendo (2, 5)    
 a2 – 4a – 5 = 0
 a = 5, –1     y = –10x + 25,
 y = 2x + 1

d) tangente y = 6a(x – a) + 
3a2 – 1.

 Sustituyendo (1, –1)
 3a2 – 6a = 0
     a = 0, 2       y = –1,
 y = 12x – 13

[Hasta aquí Clase 1]
–––––––––––––––––––––

[Desde aquí Clase 2]

Definición: creciente y 
decreciente   (2 min)

Ejemplo    (4 min)

Teorema   (4 min)

40

Defi nición: En un intervalo una función f (x) es:
Creciente: x1 < x2 ⇒ f (x1) < f (x2)  

Decreciente: x1 < x2 ⇒ f (x1) > f (x2)   

Ejemplo

Como se ve en este ejemplo, hay una relación entre el cambio del valor de 
una función y el signo de su derivada.

Teorema: Sea f (x) una función con� nua en [a, b] y diferenciable en 
(a, b).  

f ’(x) > 0 en (a, b) ⇒ f (x) es creciente en [a, b]  
f ’(x) < 0 en (a, b) ⇒  f (x) es decreciente en [a, b]  

Ejemplo 2.3. Sea f (x) = x2 – 4x + 1. Inves� gue el signo de f ’(x) y el 
cambio de valor de f (x).

Solución: f ’(x) = 2x – 4, f ’(x) = 0  ⇔  x = 2 

Por lo tanto, se � ene que:
x < 2  ⇒  f ’(x) < 0   ⇒  f (x) es decreciente
x = 2  ⇒  f ’(x) = 0  
2 < x  ⇒  f ’(x) > 0   ⇒  f (x) es creciente.

La siguiente tabla representa el resultado
del Ejemplo 2.3.

 x x < 2 2 2 < x
 f ’(x) –   0 +
 f (x) ↘ – 3  ↗

En este libro se le llama a esta tabla: tabla de variación.

Para la demostración 
se u� liza el Teorema 
del valor medio que se 
aprenderá en la Unidad 
IV.

↘ signifi ca decreciente.

↗ signifi ca creciente.

Clase 2. Tabla de variación

Unidad III • Lección 2 • Clase 2. Tabla de variación

* Ejercicio 2.2. Encuentre la tangente que pasa por el punto dado.

a) y = x2,      (2, 3)   b) y = –x2 + 3x,     (2, 3)

c) y = –x2,     (2, 5)   d) y = 3x2 – 1,      (1, –1)

y

y = –x + 1

y

y = x + 1

Decreciente
y’ = –1 < 0

Creciente
y’ = 1 > 0

x x

y
y = x2

Decreciente
y’ = 2x < 0

Creciente
y’ = 2x > 0

x

y

y = 2x – 4

2 x

y

x
1

–3

2

y = x2 – 4x + 1

Objetivo: Establecer la relación entre el signo de la derivada 
y el cambio del valor de la función.

Evaluación: Ejercicio 2.3 y 2.4

Unidad III. Lección 2. 
Clase 1
(Continuación)

Clase 2
(Continúa en la siguiente página)

 Ejemplo 2.3.  (4 min)

Tabla de Variación  (3 min) 
El término “Tabla de Variación” se utiliza sólo en este Libro. 
Generalmente puede significar otra cosa.

Unidad III • Lección 2 • Clase 2. Tabla de variación
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[Desde aquí Clase 3]

Definición de Extremos relativos
(5 min)

 Ejemplo 2.5 (7 min)

Para ser extremo relativo, la derivada 
tiene que cambiar el signo.

 Ejercicio 2.5
(33 min) Solución. Veáse en página 56

 Ejercicio 2.3
(10 min) Solución: 
a) x x < 3 3 3 < x
 f ’(x) – 0 +
 f (x) ↘ –9 ↗

b) x x < 1 1 1 < x
 f ’(x) – 0 +
 f (x) ↘ –3 ↗

c) x x < 1 1 1 < x
 f ’(x) + 0 –
 f (x) ↗ 1 ↘

d) x x < 0 0 0 < x
 f ’(x) + 0 –
 f (x) ↗ 4 ↘
 

 Ejemplo 2.4
(5 min)
 

 Ejercicio 2.4
(13 min)
a) f ’(x) = 3x2 – 6x = 3x(x – 2)
 x  0   2 
 f ’(x) +  0 –  0 + 
 f (x) ↗ 0  ↘ –4  ↗

b) f ’(x) = 6x2 + 6x
             = 6x(x + 1)
 x  –1   0 
 f ’(x) +  0 –  0 + 
 f (x) ↗ 1  ↘ 0  ↗

c) f ’(x) = –3x2 + 3
             = –3(x + 1)(x – 1)
 x  –1   1 
 f ’(x) –  0 +  0 – 
 f (x) ↘ –2  ↗ 2  ↘

d) f ’(x) = –3x2 – 12x
             = –3x(x + 4)                                                                                  
 x  –4   0 
 f ’(x) –  0 +  0 – 
 f (x) ↘ –32  ↗ 0  ↘

[Hasta aquí Clase 2]
–––––––––––––––––––––

Objetivo: Definir e identificar los extremos relativos de una 
función.

                        
Evaluación: Ejercicio 2.5
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Defi nición: Sea f (x) una función defi nida en el punto x0 de su dominio.
Se le denomina a f (x0):

 máximo rela� vo si f (x) ≤ f (x0)    para valores de x aproximados a x0 

 mínimo rela� vo si f (x) ≥ f (x0)    para valores de x aproximados a x0

Ejemplo 2.5. Haga la tabla de variación de f (x) = –x3 + 3x2 + 9x y 
encuentre los extremos rela� vos.

Solución: f ’(x) = –3x2 + 6x + 9 = –3(x2 – 2x – 3) 
 = –3(x – 3)(x + 1) = 0,   x = 3   y   – 1 

 x  – 1   3 

 f ’(x) –  0 + 0 –  

 f (x) ↘ – 5  ↗ 27 ↘

  
Ejercicio 2.5. Haga la tabla de variación y encuentre los extremos 

rela� vos.

a)  f (x) = x3 – 6x2   b)  f (x) = 2x3 + 9x2   

c)  f (x) = –2x3 + 9x2 + 24x  d)  f (x) = –2x3 + 3x2 + 12x  

Ejercicio 2.3. Haga la tabla de variación.
 a) f (x) = x2 – 6x  b) f (x) = 3x2 – 6x 

 c) f (x) = –x2 + 2x  d) f (x) = –x2 + 4

Ejemplo 2.4. Haga la tabla de variación de f (x) = x3 – 3x.
Solución: f ’(x) = 3x2 – 3 = 3(x + 1)(x – 1) = 0,     x = –1 y 1

 x x < –1 – 1   –1 < x < 1   1 1 < x
 f ’(x) + 0 –  0 +

 f (x) ↗ 2 ↘ – 2  ↗

Ejercicio 2.4. Haga la tabla de variación.
 a)  f (x) = x3 – 3x2  b)  f (x) = 2x3 + 3x2

 c)  f (x) = –x3 + 3x  d)   f (x) = –x3 – 6x2

Se llama también:
 máximo local,
 mínimo local.

Ambos se llaman extre-
mo rela� vo (local).

En general 
 x  a 
 f ’(x) + 0 –
 f (x) ↗ f (a) ↘

                         ↑
       máximo rela� vo

 x  a 
 f ’(x) – 0 + 
 f (x) ↘ f (a) ↗
                         ↑
           mínimo rela� vo

Dése cuenta del cambio 
de signo de la derivada.

Los signos 
x < –1, –1 < x < 1  y 1 < x
se pueden omi� r.

Clase 3. Extremos Rela� vos

Unidad III • Lección 2 • Clase 3. Extremos rela� vos

máximo rela� vo f (3) = 27
mínimo rela� vo f (–1) = –5

Unidad III. Lección 2. 
Clase 2
(Continuación)

Clase 3
(Continúa en la siguiente página)

Unidad III • Lección 2 • Clase 3. Extremos relativos
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 Ejemplo 2.6
(10 min)

 Ejercicio 2.6
(35 min)
a) f ’(x) = 3x2 – 12x + 9
             = 3(x – 1)(x – 3)
 x  1   3 
 f ’(x) +  0 –  0 + 
 f (x) ↗ 4  ↘ 0  ↗
                         máx.          mín.
                          rel.             rel.

b) f ’(x) = 3x2 + 24x + 36
             = 3(x + 2)(x + 6)
 x  –6   –2 
 f ’(x) +  0 –  0 + 
 f (x) ↗ 10  ↘ –22  ↗
                         máx.          mín.
                          rel.             rel.

Incisos c y d véase so-
lución en la página 56.

[Hasta aquí Clase 4]
–––––––––––––––––––––

[Desde aquí Clase 5]

 Ejemplo 2.7
(5 min) La gráfica debe 
tener la tangente hori-
zontal en (1,1).
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Ejemplo 2.6. Encuentre los extremos rela� vos de f (x) = x3 – 3x2 – 9x 
y haga la gráfi ca.

Solución: f ’(x) = 3x2 – 6x – 9 = 3(x2 – 2x – 3)
 = 3(x – 3)(x + 1) = 0
                        x = 3 y –1

 x  – 1   3 

 f ’(x) +  0 –  0 + 

 f (x) ↗ 5  ↘ – 27  ↗

Ejercicio 2.6. Encuentre los extremos
rela� vos y haga la gráfi ca.

a)  f (x) = x3 – 6x2 + 9x    b)  f (x) = x3 + 12x2 + 36x + 10

c)  f (x) = –2x3 + 15x2 – 24x   d)  f (x) = –2x3 – 9x2 – 12x – 4

Ejemplo 2.7. Haga la gráfi ca de f (x) = x3 – 3x2 + 3x.

Solución: f ’(x) = 3x2 – 6x + 3 = 3 (x – 1)2

  x  1 

  f ’(x) + 0 +
  f (x) ↗ 1 ↗

Nota:  f ’(a) = 0,  no siempre signifi ca que f (x) � ene su extremo rela� vo en 
x = a. Hay que inves� gar el signo del valor alrededor de x = a.

Hay cuatro casos: 

 x  a  x  a
 f ’(x) – 0 + f ’(x) + 0 –  
 f (x) ↘ f (a) ↗ f (x) ↗ f (a) ↘

             mínimo rela� vo                             máximo rela� vo

 x  a  x  a
 f ’(x) + 0 + f ’(x) – 0 –  
 f (x) ↗ f (a) ↗ f (x) ↘ f (a) ↘

                No son extremos rela� vos

“La gráfi ca de f (x)” quie-
re decir la gráfi ca de y = 
f (x).
Para dibujar la gráfi ca se 
necesitan los extremos 
rela� vos, si existen. 
Para dibujar la gráfi ca hay 
que unir los puntos que 
corresponden a los extre-
mos rela� vos, el intercep-
to en y y cuando se pueda 
los interceptos en x.
De igual forma se deben 
hacer los trazos siguien-
do el comportamiento de 
f (x) cuando crece o de-
crece. 

Esta función no � ene 
extremos rela� vos.
En (1, 1) la tangente es 
horizontal.

Clase 4. Gráfi ca de función de tercer grado (1)

Clase 5. Gráfi ca de función de tercer grado (2)

–1

–27

3

5

x

y

1

1

y

x

Máximo
rela� vo

Mínimo
rela� vo

Objetivo: Dibujar la gráfica de la función de tercer grado.
Evaluación: Ejercicio 2.6

Objetivo: Identificar las funciones que no tienen extremos 
relativos.

Evaluación: Ejercicio 2.7

Unidad III. Lección 2. 
Clase 4

Clase 5
(Continúa en la siguiente página)

y

x
31

4

0

y

x–2

–20
–22

–10

10

–4–6

Nota (10 min)
Hay que distinguir los 
cuatro casos.

Unidad III • Lección 2 • Clase 4 y 5. Gráfica de función de tercer grado
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 Ejemplo 2.8
(5 min)
Hay que distinguir esta grá-
fica de la del Ejemplo 2.7.

 Ejercicio 2.7
(25 min)  Solución
Veáse en página 56.

Hasta que se aprenda la 
concavidad de la gráfi-
ca en la Unidad IV, no se 
puede esperar que los es-
tudiantes hagan las gráfi-
cas bien hechas.

[Hasta aquí Clase 5]
–––––––––––––––––––––

[Desde aquí Clase 6]

 Ejemplo 2.9
(10 min)

 Ejercicio 2.8
(35 min) Solución:
a) f ’(x) = 3x2 + 6x = 3x(x + 2)
 x –2   0  2
 f ’(x) 0  – 0  +  
 f (x) 4 ↘  0 ↗  20
máx. 20 (x = 2)   mín. 0   (x = 0)

b) f ’(x) = –3x2 + 12x – 9
            = –3(x – 1)(x – 3)
 x 0   1  3  4
 f ’(x)   – 0  + 0  –
 f (x) 2 ↘  –2 ↗  2 ↘  –2

máx. 2 (x = 0, 3)    mín. –2 (x = 1, 4)

[Hasta aquí Clase 6]
–––––––––––––––––––––

Objetivo: Encontrar los extremos de las funciones de tercer 
grado utilizando la tabla de variación o la gráfica.

Evaluación: Ejercicio 2.8

Objetivo: Aplicar la manera de encontrar los extremos de 
funciones de tercer grado al problema.

Evaluación: Ejercicio 2.9
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Ejemplo 2.9. Encuentre el máximo y mínimo de la función  f (x) = x3 – 3x2 
en el intervalo [– 1, 4].

Solución:  f ’(x) = 3x2 – 6x = 3x(x – 2) = 0,      x = 0, 2

 x – 1   0  2  4

 f ’(x)  + 0 – 0 +  
 f (x) – 4 ↗ 0 ↘ – 4  ↗ 16

Ejercicio 2.8. Encuentre el máximo y el mínimo en el intervalo dado.
a) f (x) = x3 + 3x2,     [–2, 2]                b) f (x) = –x3 + 6x2 – 9x + 2,     [0, 4]

Ejemplo 2.10. Hay una chapa de zinc de forma cuadrada cuyo lado 
mide 6 cm. Cortando los cuadrados del mismo tamaño de las cuatro es-
quinas, se hace un recipiente sin tapa de la forma paralelepípedo rectan-
gular.  Para que la capacidad sea la mayor posible, ¿cuánto deben medir 
los lados de los cuadrados que se cortan?

Solución: Sea x cm la medida de los lados de los cuadrados, x debe pertenecer 
al intervalo (0, 3). Sea y cm3 la capacidad del recipiente elaborado. 
La base del recipiente � ene la forma de cuadrado cuyo lado mide:                     

(6 – 2x) cm. La altura mide x cm, por lo tanto: y = (6 – 2x)2 x = 4 (x3 – 6x2 + 9x) 

            y ’ = 12(x2 – 4x + 3) = 12 (x – 1)(x – 3) = 0 

                                                         x = 1, 3 

 x 0  1  3
 y ’  + 0 –  
 y  ↗ 16 ↘    Respuesta 1 cm.

Ejercicio 2.9. En el Ejemplo 2.10, si la chapa mide 5 cm de ancho y 8 cm 
de largo, ¿cuánto deben medir los lados de loa cuadrados que se cortan?

Ejemplo 2.8. Haga la gráfi ca de  f (x) = x3 + 3x.

Solución: f ’(x) = 3x2 + 3 ≥3 >0

 x 

 f ’(x) +
 f (x) ↗

Ejercicio 2.7. Haga la gráfi ca.
a)  f (x) = x3 + 3x2 + 3x        b)  y = –x3        c)  y = x3 + x        d)  y = –x3 – 3x

Comparar los extremos re-
la� vos con los valores en 
los extremos del intervalo.

Hay que aclarar el do-
minio de x.

Esta función no � ene 
extremos rela� vos.

Clase 6. Extremos de funciones

Clase 7. Aplicación de los extremos

y

x

máximo 16 (x = 4)
mínimo – 4 (x = –1, 2)

–4

4
2–1

16
y

x

6 cm

6 – 2x

x

x

1 3

16

y

x

y = 4(x3 – 6x2 + 9x)

Unidad III. Lección 2. 
Clase 5 (Continuación) 

Clase 6
Clase 7

Unidad III • Lección 2 • Clase 6. Extremos de funciones • Clase 7. Aplicación de los extremos

[Desde aquí Clase 7]

 Ejemplo 2.10.   (20 min)
Hay que saber el dominio de la varia-
ble según la situación.

 Ejercicio 2.9. (25 min) Solución
Veáse en página 57.
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 Ejemplo 2.11
(20 min)

 Ejercicio 2.10
(25 min) Solución
Sea f(x) el lado izquier-
do de la ecuación.
a) f ’(x) = 3x2 – 6x
             = 3x(x – 2)
 x  0   2 
 f ’(x) +  0 –  0 + 
 f (x) ↗ 2  ↘ –2  ↗

3 soluciones reales.

Solución a incisos b, c y 
d véase en página 57.

[Hasta aquí Clase 8]
–––––––––––––––––––––

[Desde aquí Clase 9]

Objetivo:
Entender la relación en-
tre el número de distin-
tas soluciones reales de 
f(x) – a = 0 y el número 
de puntos comunes de 
dos gráficas. y = f(x) y     
y = a.

Evaluación:
Ejercicio 2.11

44

Ejemplo 2.11. Encuentre el número de dis� ntas soluciones reales de la siguiente ecuación:
x3 – 3x + 1 = 0

Solución: Sea f (x) = x3 – 3x + 1.
 Para un número real a, 
 x = a es una solución de f (x) = 0
 ⇔ el punto (a, 0) está en la gráfi ca de y = f (x), por lo tanto:

(el número de dis� ntas soluciones reales de f (x) = 0) =
(el número de dis� ntos puntos que la gráfi ca de y = f (x) � ene común con el eje x).

y’= 3x2 – 3 = 3(x + 1)(x – 1) = 0,       x = 1, –1 

 x  – 1   1 
 f ’(x) + 0 – 0 +
 f (x) ↗ 3 ↘ – 1  ↗

Como la gráfi ca � ene tres puntos dis� ntos comunes con el eje x,
la ecuación � ene tres soluciones reales dis� ntas.

Ejercicio 2.10. Encuentre el número de dis� ntas soluciones reales.

a)  x3 – 3x2 + 2 = 0       b)  x3 + 3x2 – 9x + 5 = 0       c) x3 + 9x2 + 24x + 16 = 0       d)  2x3 + 9x2 + 12x + 6 = 0 

Clase 8. Aplicación a las ecuaciones (1)

Clase 9. Aplicación a las ecuaciones (2)

1–1

–1

3

y

x

Sea f (x) = x3 – 3x2

Ejemplo 2.12. Sea a un número real. Inves� gue la relación entre el 
valor de a y el número de dis� ntas soluciones reales de la ecuación
                                         x3 – 3x2 – a = 0    … (1)
Solución: (1) es equivalente a:   x3 – 3x2 = a
Las soluciones reales de (1) corresponde a los puntos comunes entre
y = x3 – 3x2   y   y = a.
Por lo tanto:
(el número de las dis� ntas soluciones reales de f (x) – a = 0) =
(el número de los puntos comunes entre dos gráfi cas y = f (x)  y  y = a)
y = x3 – 3x2 
y ’ = 3x2 – 6x = 3x(x – 2) 
 x  0  2 
 f ’(x) + 0 – 0 +
 f (x) ↗ 0 ↘ – 4  ↗

 Valores de a Número de dis� ntas soluciones reales
 a < –4 1
 a = –4 2
 –4 < a < 0 3
 a = 0 2
 0 < a 1

–4

2

y

x

y = a

y = x3 – 3x2

Unidad III • Lección 2 • Clase 8 y 9. Aplicación a las ecuaciones

Objetivo: Determinar la relación que hay entre el número de 
solución real de f (x) = 0 y el número de interceptos 
en x de la gráfica y = f (x).

Evaluación: Ejercicio 2.10

Objetivo y Evaluación:  Véase la parte de abajo izquierda

Unidad III. Lección 2.
Clase 8

Clase 9
(Continúa en la siguiente página)

–2

2

2

y

x

 Ejemplo 2.12. (20 min)
Se debe transformar la ecuación 
en la forma f(x) = a, donde f(x) no 
tienen coeficientes desconocidos.

Unidad III • Lección 2 • Clase 8 y 9. Aplicación a las ecuaciones
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 Ejercicio 2.11
(25 min) Solución
Veáse en página 57.

[Hasta aquí Clase 9]
–––––––––––––––––––––

[Desde aquí Clase 10]

 Ejemplo 2.13
(15 min)

 Ejercicio 2.12
(30 min) Solución
a) Sea f (x) = x3 – 6x2 + 32
f ’(x) = 3x2 – 12x = 3x(x – 4)

 x  0   4 
 f ’(x) +  0 –  0 + 
 f (x) ↗ 32  ↘ 0  ↗

De la gráfica se sabe que 
x3 – 6x2 + 32 > 0  en (4, ∞)

b) Sea f(x) = x3 + 9x2 + 15x + 7
f ’(x) = 3x2 + 18x + 15
         = 3(x + 1)(x + 5)

 x  –5   –1 
 f ’(x) +  0 –  0 + 
 f (x) ↗ 32  ↘ 0  ↗

De la gráfica se sabe que 
x3 + 9x2 + 15x + 7 > 0
en (–1, ∞). Luego x3 + 9x2 
+ 15x > –7 en (–1, ∞).

Objetivo: Demostrar la inecuación utilizando la gráfica. 
                        
Evaluación: Ejercicio 2.12

45

Clase 10. Aplicación a la demostración de inecuación

Ejercicios de la lección

Se puede omi� r la par-
te que corresponde a 
(–∞, 1).

Clase 1

Clase 4 y 5

Clase 6

Clase 8

Clase 9

Clase 10

Ejemplo 2.13. Demuestre que x3 – 3x + 2 > 0     en  (1, ∞).
Solución: Sea f (x) = x3 – 3x + 2.
                        f ’(x) = 3x2 – 3 = 3(x + 1)(x – 1) 

 x  – 1   1 
 f ’(x) + 0 – 0 +
 f (x) ↗ 4 ↘ 0 ↗

De la gráfi ca se sabe que x3 – 3x + 2 > 0     en  (1, ∞).

Ejercicio 2.12. Demuestre la inecuación en el intervalo dado.
a) x3 – 6x2 + 32 > 0     en  (4, ∞) b) x3 + 9x2 + 15x > –7  en  (–1, ∞)
c) 2x3 + 15x2 + 36x < –27 en  (–∞, –3) d) 2x3 – 3x2 – 36x < 44   en  (–∞, –2)

1. Encuentre la tangente de la gráfi ca en el punto P. 
 a)  y = 2x2 – 4x + 1,     P(2,1) b)  y = –2x2 + 5x – 2,     P(–1, –9)
 c)  y = 2x3 – 4x,     P(1, –2) d)  y = –2x3 – 4x + 5,     P(0, 5)

2. Encuentre la tangente de la gráfi ca que pasa por el punto Q, fuera de la 
gráfi ca.

 a)  y = 2x2 + x,     Q(1, –5)              b)  y = –2x2 + x,     Q(2, –4)
 c)  y = –x2 – 2x + 1,     Q(1, 2)       d)  y = x2 + 4x – 2,     Q(3, –6)

3. Haga la gráfi ca teniendo los extremos rela� vos en cuenta.
 a)  y = –2x3 + 3x2 + 36x                  b)  y = –x3 – 6x2 + 15x + 50
 c)  y = 4x3 + 3x2 – 6x                       d)  y = –4x3 + 9x2 + 12x 
 e)  y = –x3 – 2x + 1                           f)  y = –x3 + 6x2 – 12x – 3

4. Encuentre el máximo y el mínimo en cada intervalo indicado.
 a)  y = x3 – 3x,   1)  [–2, 2]        2)  [–2, 1]         3)  [–3, 0] 
 b)  y = –x3 + 9x2 – 15x + 5,    1)  [0, 8]        2)  (0,7)         3)  [–1, 5)

5. Encuentre el número de dis� ntas soluciones reales.
 a) 2x3 – 9x2 – 10 = 0                      b) x3 – 12x – 16 = 0

6. Inves� gue el número de dis� ntas soluciones reales cuando el valor del 
número real a varía.

 4x3 – 9x2 + 6x – 3 + a = 0 

7. Demuestre la inecuación.
 2x3 + 5 ≥ 3x2 + 36x   si     x ≥ 5  

Ejercicio 2.11. Inves� gue la relación entre el valor de a y el número de dis� ntas soluciones reales 
de la ecuación:
a) x3 + 6x2 – a = 0          b) x3 – 6x2 – 15x – a = 0          c) x3 – 9x2 + 15x + a = 0          d) x3 + 6x2 + 9x + a = 0 

Unidad III • Lección 3 • Clase 10. Aplicación a la demostración de inecuación • Ejercicios de la lección

1–1

4
y

x

y = f (a)

Unidad III. Lección 2. 
Clase 9 (Continuación) 

Clase 10

Ejercicios de la lección

Incisos c y d véase solución en la 
página 57.

Ejercicios de la lección
Soluciones
Veáse en página 58 y 59.
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2 4 6–2
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y

x
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–2–4–6 –5

20

30
32

y

x
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–1

–1

1

–2

–2 1

y

x

–1

–1

1

1

y

x

–1

–1

1

1

y

x

–2

–2

2

2

y

x

1–1–2 2 3 4 5 6

–5

5

–11

10

16

y

x

1–1–2

–2

2

–4

–3–4

y

x

a)  f ’(x) = 3x2 – 12x = 3x(x – 4)

 x  0   4 
 f ’(x) + 0 – 0 +
 f (x) ↗ 0 ↘ –32  ↗
                                     máx.                    mín.
                                       rel.                      rel.

c)  f ’(x) = –6x2 + 18x + 24 
              = –6(x2 – 3x – 4) 
              = –6(x – 4)(x + 1)

 x  –1   4 
 f ’(x) – 0 + 0 –
 f (x) ↘ –13 ↗ 112  ↘
                                      mín.                    máx.
                                       rel.                       rel.

c) f ’(x) = –6x2 + 30x – 24
             = –6(x – 1)(x – 4)
 x  1   4 

 f ’(x) –  0 +  0 – 

 f (x) ↘ –11  ↗ 16  ↘
                   mín.       máx.
                    rel.          rel.

a) y ’= 3x2 + 6x + 3 
        = 3(x + 1)2

 x  –1 
 y ’ +  0 + 
 y  ↗ –1  ↗

c) y ’= 3x2 + 1

 x  
 y ’ +  
 y  ↗

d) f ’(x) = –6x2 – 18x – 12
             = –6(x + 1)(x + 2)
 x  –2   –1 

 f ’(x) –  0 +  0 – 

 f (x) ↘ 0  ↗ 1  ↘
                   mín.       máx.
                    rel.          rel.

b) y ’= –3x2

 x  0 
 y ’ –  0 – 
 y  ↘ 0  ↘

d) y ’ = –3x2 – 3

 x  
 y ’ –  
 y  ↘

b)  f ’(x) = 6x2 + 18x = 6x(x + 3)

 x  –3   0 
 f ’(x) + 0 – 0 +
 f (x) ↗ 27 ↘ 0  ↗
                                     máx.                    mín.
                                       rel.                      rel.

d)  f ’(x) = –6x2 + 6x + 12 
               = –6(x2 – x – 2) 
               = –6(x – 2)(x + 1)

 x  –1  2 
 f ’(x) – 0 + 0 –
 f (x) ↘ –7 ↗ 20  ↘
                                      mín.                   máx.
                                       rel.                      rel.

Unidad III. Lección 1. Ejercicios de la lección.      Pág. 48.     Solución

Unidad III. Lección 2. Ejercicio 2.5.      Pág. 51.     Solución

Unidad III. Lección 2. Ejercicio 2.6.      Pág. 52.     Solución incisos c y d

Unidad III. Lección 2. Ejercicio 2.7.      Pág. 53.     Solución

2. a) f ’(x) = 10x – 4,        f ’(–1) = –14  b) g (x) = 6x2 + 7x – 3
        g ’(x) = 12x + 7,         g ’(–2) = –17

 c) dt
d h(t) = gt ,         dt

d h(1) = g

Unidad III • Lección 2 • Solucionario
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c) Sea f(x) = 2x3 + 15x2 + 36x + 27
   f ’(x) = 6x2 + 30x + 36 = 6(x + 2)(x + 3)

 x  –3   –2 
 f ’(x) +  0 –  0 + 
 f (x) ↗ 0  ↘ –1  ↗

De la gráfica se sabe que 2x3 + 15x2 + 
36x + 27 < 0 en (–∞, –3). Luego 2x3 
+ 15x2 + 36x < –27 en (–∞, –3).

d) Sea f(x) = 2x3 – 3x2 – 36x – 44
   f ’(x) = 6x2 – 6x – 36 = 6(x – 3)(x + 2)

 x  –2   3 
 f ’(x) +  0 –  0 + 
 f (x) ↗ 0  ↘ –125  ↗

De la gráfica se sabe que 2x3 – 3x2 – 
36x – 44 < 0 en (–∞, –2). Luego 2x3 
– 3x2 – 36x < 44 en (–∞, –2).

Unidad III. Lección 2. Ejercicio 2.9.      Pág. 54.     Solución

Unidad III. Lección 2. Ejercicio 2.12.      Pág. 55.     Solución incisos c y d

Unidad III. Lección 2. Ejercicio 2.11.      Pág. 55.     Solución

Sea x cm la medida del lado de los cuadrados. Para hacer un 
recipiente se debe a que:  x > 0,   5 – 2x > 0    y   8 – 2x > 0, 

es decir    0 < x < 2
5 … (1)  La capacidad y cm3 es

y = (5 – 2x)(8 – 2x)x = 4x3 – 26x2 + 40x 

y ’= 12x2 – 52x + 40 = 4(3x – 10)(x – 1) = 0 

                                         x = 3
10 , 1

 x 0   1  2
5

 y ’  + 0 – 

 y  0 ↗ 18 ↘  0

Respuesta:  1 cm

Unidad III • Lección 2 • Solucionario

Unidad III. Lección 2. Ejercicio 2.10.      Pág. 54.     Solución incisos b, c y d

b) f ’(x) = 3x2 + 6x – 9
             = 3(x + 3) (x – 1)
 x  –3   1 
 f ’(x) +  0 –  0 + 
 f (x) ↗ 32  ↘ 0  ↗

 

   2 distintas soluciones reales.

c) f ’(x) = 3x2 + 18x + 24
             = 3(x + 2)(x + 4)
 x  –4   –2 
 f ’(x) +  0 –  0 + 
 f (x) ↗ 0  ↘ –4  ↗

    2 distintas soluciones reales.

d) f ’(x) = 6x2 + 18x + 12
             = 6(x + 1)(x + 2)
 x  –2   –1 
 f ’(x) +  0 –  0 + 
 f (x) ↗ 2  ↘ 1  ↗

    1 solución reales.

   

–5

5

15

25

32

2–2–3–4–6

y

x

–2

–4

–6

2

2–2–4–6

y

x

–2

1

2

3

1–1–2–3

y

x

a) Sea  f (x) = x3 + 6x2

    f ’(x) = 3x2 + 12x  = 3x(x + 4)
 x  –4   0  1 sol. si a < 0 ó 32 < a.
 f ’(x) +  0 –  0 +  2 sol. si a = 0 ó 32.
 f (x) ↗ 32  ↘ 0  ↗ 3 sol. si 0 < a < 32.

c) Sea  f (x) = –x3 + 9x2 – 15x
    f ’(x) = –3x2 + 18x  – 15 = –3(x – 1)(x – 5)
 x  1   5  1 sol. si a < –7 ó 25 < a.
 f ’(x) –  0 +  0 –  2 sol. si a = –7 ó 25.
 f (x) ↘ –7  ↗ 25  ↘ 3 sol. si –7 < a < 25.

b) Sea  f (x) = x3 – 6x2 – 15x
     f ’(x) = 3x2 – 12x  – 15 = 3(x – 5)(x + 1)
 x  –1   5  1 sol. si a < –100 ó 8 < a.
 f ’(x) +  0 –  0 +  2 sol. si a = –100 ó 8.
 f (x) ↗ 8  ↘ –100  ↗ 3 sol. si –100 < a < 8.

d) Sea  f (x) = –x3 – 6x2 – 9x
    f ’(x) = –3x2 – 12x  – 9 = –3(x + 1)(x + 3)
 x  –3   –1  1 sol. Si a < 0 ó 4 < a.
 f ’(x) –  0 +  0 –  2 sol. Si a = 0 ó 4.
 f (x) ↘ 0  ↗ 4  ↘ 3 sol. Si 0 < a < 4.

–2

2

–1
–2

y

x

–125

–50

–100

–6 –2 –3
y

x
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Unidad III. Lección 2. Ejercicios de la lección.      Pág. 55.     Soluciones

1. a) y ’ = 4x – 4,      y – 1 = 4(x – 2),      y = 4x – 7 b) y ’ = –4x + 5,      y + 9 = 9(x + 1),      y = 9x
 c) y ’ = 6x2 – 4,      y + 2 = 2(x – 1),      y = 2x – 4 d) y ’ = –6x2 – 4,      y – 5 = –4x,      y = –4x + 5

2. Sea a  la coordenada x del punto de tangente.
a) y ’ = 4x + 1, la pendiente es 4a + 1. b) y ’ = –4x + 1, la pendiente es –4a + 1.
 La tangente es y – (2a2 + a) = (4a + 1)(x – a).  La tangente es y – (–2a2 + a) = (–4a + 1)(x – a).
 Sustituyendo (1, –5), se tiene que:  Sustituyendo (2, –4), se tiene que:
 –5 – (2a2 + a) = (4a + 1)(1 – a)  –4 – (–2a2 + a) = (–4a + 1)(2 – a)
    2a2 – 4a – 6 = 0,   a = 3,   –1  2a2 – 8a + 6 = 0, a = 1, 3
 y = 13x – 18,  y = –3x – 2  y = –3x + 2,     y = –11x + 18

c) y ’ = –2x – 2, la pendiente es –2a – 2. d) y ’ = 2x + 4, la pendiente es 2a + 4.
 La tangente es y – (–a2 – 2a + 1) = (–2a – 2)(x – a).  La tangente es y – (a2 + 4a – 2) = (2a + 4)(x – a).
 Sustituyendo (1, 2), se tiene que:  Sustituyendo (3, –6), se tiene que:
 2 – (–a2 – 2a + 1) = (–2a – 2)(1 – a)  –6 – (a2 + 4a – 2) = (2a + 4)(3 – a)
 a2 – 2a – 3 = 0, a = –1, 3  a2 – 6a – 16 = 0,  a = –2, 8
 y = 2,     y = –8x + 10  y = 20x – 66,     y = –6

3. a) y ’ = –6x2 + 6x + 36
             = –6(x + 2)(x – 3)
  x  –2   3 

  y ’ –  0 +  0 – 

  y  ↘ –44  ↗ 81  ↘
    mín.  máx.
    rel.  rel.

c) y ’ = 12x2 + 6x – 6
         = 6(2x – 1)(x + 1)

  x  –1    

  y ’ +  0 –  0 +  

  y  ↗ 5  ↘   ↗

    máx.  mín.
    rel.  rel.

d) y ’ = –12x2 + 18x + 12
         = –6(2x + 1)(x – 2)

  x    2  

  y ’ –  0 +  0 –  

  y  ↘  ↗ 28  ↘

    mín.  máx.
    rel.  rel.

e) y ’ = –3x2 – 2
  x  

  y ’ –  

  y  ↘ 

 No existe extremo relativo.

b) y ’ = –3x2 – 12x + 15
         = –3(x + 5)(x – 1)
  x  –5   1 

  y ’ –  0 +  0 – 

  y  ↘ –50  ↗ 58  ↘
    mín.  máx.
    rel.  rel.

2
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y
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5

4
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2
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1–
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–1

1
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1 2–1–2
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y

x

y

x

5

–5

–11

–15
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1 2 3 4–1–2

y

x

f) y ’ = –3x2 + 12x – 12
         = – 3(x – 2)2

  x  2    

  y ’ –  0 –  

  y  ↘ –11  ↘

No existe extremo relativo.
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Unidad II. Lección 2. Ejercicios de la lección.      Pág. 55.     Soluciones

4. a) y ’ = 3x2 – 3 = 3(x + 1)(x – 1)
 x  –3  –2  –1  0    1   2  máx. mín.
 y ’  + + + +   0 – – –   0 + + 1) [–2, 2] 2 (x = –1, 2) –2 (x = –2, 1)
 y  –18 ↗ –2 ↗  2 ↘ 0 ↘ –2 ↗ 2 2) [–2, 1] 2 (x = –1) –2 (x = –2, 1)
             3) [–3, 0] 2 (x = –1) –18 (x = –3)

 b) y ’ = –3x2 + 18x  – 15 = –3(x – 1)(x – 5)
 x  –1  0    1   5    7   8  máx. mín.
 y ’  – – – –   0 +  0 – – – – 1) [0, 8] 30  (x = 5) –51  (x = 8)
 y  30 ↘ 5 ↘ –2 ↗ 30 ↘ –2 ↘ –51 2) (0, 7) 30  (x = 5) –2  (x = 1)
             3) [–1, 5) 30  (x = –1) –2  (x = 1)

5. 

                         Respuesta: 1                                                                    Respuesta: 2

6. Sea f (x) = –4x3 + 9x2 – 6x + 3
 f ’(x) = –12x2 + 18x – 6 = –6(2x – 1)(x – 1)

  x    1 

  y ’ –  0 +  0 – 

  y  ↘  ↗ 2  ↘

 La ecuación dada equivale a f (x) = a.

 Nº de sol. real. Valor de a
 1 a <     ó 2 < a

 2 a =     ó 2

 3       < a <2 

7. Sea f (x) = (2x3 + 5) – (3x2 + 36x)  
                   = 2x3 – 3x2 – 36x + 5
          f ’(x) = 6x2 – 6x – 36
                  = 6(x – 3)(x + 2)

 x  –2   3  5
 f ’(x) + 0 – 0 + +
 f (x) ↗ 49 ↘ –76  ↗ 0

a) Sea f (x) = 2x3 – 9x2 – 10
     f ’(x) = 6x2 – 18x = 6x(x – 3)
  x  0   3 

  y ’ +  0 –  0 + 

  y  ↗ –10  ↘ –37  ↗

b) Sea f (x) = x3 – 12x – 16
  f ’(x) = 3x2 – 12 = 3(x + 2)(x – 2)
  x  –2   2 

  y ’ +  0 –  0 + 

  y  ↗ 0  ↘ –32  ↗

2
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4
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5
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–1 1 3 5

–5
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y

x

4
7

4
7

4
7
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1

3

2

1 2
2
1

4
7

y

x

De la gráfica se sabe que 
f (x) ≥ 0  si x ≥ 5.

Luego
 2x2 + 5 ≥ 3x2 + 36x
 si x ≥ 5.
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Función primitiva e In-
tegral indefinida
(20 min)

Algunos autores llaman 
integral indefinida de 
f (x) el conjunto de fun-
ciones primitivas.
En este libro integral in-
definida de f (x) signifi-
ca alguna de las funcio-
nes primitivas de f (x), 
es decir no es un con-
junto sino una función.

Función primitiva de 
potencia de x 
(5 min)

 Ejercicio 3.1
(20 min) Solución
C sea constante de in-
tegración.

a) x + C

b)      x2  (ó        ) + C

c)      x3  (ó        ) + C

d)      x4 (ó        ) + C 46 Unidad III • Lección 3 • Clase 1. Integral defi nida

Se llama también an� -
derivada. 
Encontrar la función 
primi� va es lo que se 
dice integrar. 
A la constante C se le 
denomina constante 
de integración. 

A ( )f x dx#  se le llama 

integral indefi nida.
A f (x) se le denomina 
integrando. 

En a) en lugar de dx1#

se escribe dx# .

La Figura 3.1 muestra el conjunto de las
funciones cuya derivada es 2x.
                                                                                                                  Diferenciar

Todas las funciones � enen la forma:
                 x2 + C;       C: constante                                                                    2x                                     

(Demostración:  sea F ’(x) = 2x.
    Entonces { F (x) – 2x} ’= 0.
    De la nota en Clase 1.3, se sabe que F(x) – x2 = C)

A la función x2 + C se le denomina función primi� va 

de 2x y se denota mediante 2x dx# , es decir: 

                     2x dx#  = x2 + C. 

Generalmente si F ’(x) = f (x), se le llama a F(x) función primi� va de f (x).  
A una función f (x) corresponde varias funciones y todas � enen la forma:
                      F(x) + C         (C: constante).
 

Para representar la función primi� va de f (x) en general se u� liza la nota-

ción ( )f x dx# .

En resumen:

( )f x dx#  = F(x) + C  ⇔  F ’(x) = f (x) 

Función primi� va de potencia de x

x dxn#  = 1
1

n + xn + 1 + C        (n = 0, 1, 2, 3, …) 

Demostración:  ( 1
1

n +  xn + 1) ’ = 1
1

n
n
+
+ x (n + 1) – 1 = xn

Ejercicios 3.1. Calcule.

a) dx#                   b) x dx#                  c) x dx2#                  d) x dx3#

Lección 3. Integrales
Clase 1. Integral indefi nida

⋮
x2 – 2
x2 – 1

x2

x2 + 1

   x2 +     
x2 + π

⋮
Figura 3.1

2
3

Objetivo: Definir función primitiva y la integral indefinida.                               

Evaluación: Ejercicio 3.1

Unidad III. Lección 3.
Clase 1

2
1

1
3
1
4

2
x2

x
3

3

x
4

4
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Propiedad de la integral 
indefinida. (10 min)
Esta propiedad corres-
ponde a la de derivación.

La nota acerca de la igual-
dad entre integrales inde-
finidas es importante.

 Ejemplo 3.1
(5 min)
No es necesario desarro-
llar así: 
∫x2dx – 3∫xdx + 4∫dx
= ( 1

3 x3 + C1) – 3( 2
1 x2 + C2)

    + 4(x + C3).                    
Basta usar una constante C. 

 Ejercicio 3.2
(7 min) Solución: 

a) 13 x3 – 2
5  x2 + 3x + C

b) x3 – 2x2 – x + C
c) 14 x4 – 3

2 x3 + 5x + C
d) –2x3 + 4x2 – 5x + C
(C: constante de integración)

 Ejemplo 3.2
(5 min)

 Ejercicio 3.3
(8 min) Solución: 
a) ∫(2x2 – 5x – 3)dx
     = 3

2 x3 – 2
5 x2 – 3x + C

b)∫(9x2 – 1)dx
    = 3x3 – x + C
c)∫(6x2 + 7x – 3)dx
    = 2x3 + 2

7 x2 – 3x + C
d)∫(9x2 + 6x – 8)dx
    =3x3 + 3x2 – 8x + C
(C: constante de integración)

Objetivo: Encontrar funciones primitivas de funciones poli-
nómicas.

                        
Evaluación: Ejercicio 3.2 y 3.3

47Unidad III • Lección 3 • Clase 2. Propiedad de la integral defi nida

En la igualdad que con-
� ene integral indefi -
nida, se en� ende que 
ambos lados coinciden 
cuando se toman valo-
res de constante de in-
tegral adecuadamente.

No es necesario u� lizar 
diferentes constantes 
para cada integral inde-
fi nida. Basta una.

Primero desarrolle el 
integrando.

dt signifi ca integrar con 
respecto a la variable t. 
Se considera constante 
la variable x. 

Propiedad de integral indefi nida
∫ 0dx = C
∫ k f (x)dx = k ∫ f (x)dx         k: constante 
∫ {f (x) + g (x)}dx = ∫ f (x)dx + ∫ g (x)dx 
∫ {f (x) – g (x)}dx = ∫ f (x)dx – ∫ g (x)dx 

Demostración: Al derivar ambos lados u� lizando la propiedad de deriva-
da (Clase 1.3) se ob� ene las mismas funciones.

Ejemplo 3.1. Calcule: ∫ (x2 – 3x + 4)dx.
Solución: ∫ (x2 – 3x + 4)dx
                 = ∫ x2  dx – 3∫ x dx + 4 ∫ dx
                 = 3

1 x3 – 2
3 x2 + 4x + C              (C: constante de integración) 

Ejercicio 3.2. Calcule.
a) ∫ (x2 – 5x + 3)dx     b) ∫ (3x2 – 4x – 1)dx
c) ∫ (x3 – 2x2 + 5)dx    d) ∫ (–6x2 + 8x – 5)dx

Ejemplo 3.2. Calcule: ∫ (x + 2)(2x – 1)dx.
Solución: ∫ (x + 2)(2x – 1)dx = ∫ (2x2 + 3x – 2)dx

                = 3
2 x3 + 2

3 x2 – 2x + C          (C: constante de integración)

Ejercicio 3.3. Calcule.
a) ∫ (x – 3)(2x + 1)dx    b) ∫ (3x + 1)(3x – 1)dx 
c) ∫ (2x + 3)(3x – 1)dx  d) ∫ (3x – 2)(3x + 4)dx

Ejemplo 3.3. Calcule: ∫ xt dt.
Solución: ∫ xt dt = x ∫ t dt = x ( 2

1 t2 + C)

                 = 2
1 x t2 + C ’            (C ’: Constante de integración)

Nota: Como xC es un constante, es mejor u� lizar signo más sencillo: C ’.

Ejercicio 3.4. Calcule.
a) ∫ 3t2  dt              b) ∫ gt dt              c) ∫ 4π r2  dr              d) ∫ xy2 z dy

* Ejemplo 3.4. Encuentre la función F(x) que sa� sface:
               F ’(x) = 4x – 5,       F(1) = 2.
Solución:   F(x) = ∫ (4x – 5)dx = 2x2 – 5x + C
 Sus� tuyendo x = 1 en ambos lados, se � ene que: 2 = C – 3,  C = 5.   
 Luego F(x) = 2x2 – 5x + 5     (Respuesta)

* Ejercicio 3.5. Encuentre la función F(x) que sa� sface:
a) F ’(x) = 2x + 1        F(0) = 3               b) F ’(x) = 3x2 – 2x + 1        F(1) = –2

Clase 2. Propiedad de la integral indefi nida

Unidad III. Lección 3.
Clase 2

 Ejemplo 3.3. (4 min )

 Ejercicio 3.4. (6 min) Solución: 
a) t3 + C   b) 2

1  gt2 + C

c) 3
4  πr 3 + C  d) 13  xy3z + C

(C: constante de integración)

 *Ejemplo 3.4 
Se trata de determinar la constante de 
integración por la condición F(1) = 2.

 * Ejercicio 3.5.  Solución
a) F(x) = x2 + x + 3    b) F(x) = x3 – x2 + x – 3

Unidad III • Lección 3 • Clase 2. Propiedad de la integral definida
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Definición de la inte-
gral definida
(10 min)
Entre a y b no hay rela-
ciones. Puede ser b ≤ a.

 Ejemplo 3.5
(4 min)

 Ejercicio 3.6
(8 min) Solución

a) x2
1
36 @  = 8                            

b) x4
0
16 @  = 1

c) x 2
56 @  =3

d) 2x 1
2-26 @  = 6

Propiedad de la inte-
gral definida I
(10 min)

 Ejemplo 3.6 
(5 min)
Para facilitar el cálculo, 
es mejor escribir los co-
eficientes antes de los 
corchetes. 48 Unidad III • Lección 3 • Clase 3. Integral defi nida

Sea F ’(x) = f (x). Sean   a y b dos números.
Al valor F (b) – F (a) se le denomina integral defi nida de f (x) y se denota 

mediante )(f x dx
a

b
# .

Al mismo � empo se representa la diferencia F (b) – F (a) por ( )F x a
b

6 @ .
Si G(x) es otra función primi� va de f (x), entonces existe una constante C 
tal que         G(x) = F (x) + C.
Por lo tanto:
     ( )xG a

b
6 @  = ( )xF C a

b+6 @  = {F (b) + C} – { F (a) + C} = F (b) – F (a) = ( )F x a
b

6 @

y este valor no depende de la selección de la función primi� va.
En resumen se � ene:

)(f x dx
a

b
#  = ( )F x a

b
6 @  = F (b) – F (a)    donde   F ’(x) = f (x)

Ejemplo 3.5. Calcule: 3x dx2

1

2
# .

Solución: 3x dx2

1

2
#  = [x3]

1
2 = 23 – 13 = 7

Ejercicio 3.6. Calcule.

a) 2x dx
1

3
#               b) 4x dx

0

1
3#               c) dx

2

5
#               d) 4 dxx

1

2-
#

 Propiedades de la integral defi nida 1

 a) ( )kf x dx
a

b
#  = k ( )f x dx

a

b
#

 b) ( ) ( )f x x dxg
a

b
+" ,#  = ( )f x dx

a

b
#  + ( )x dxg

a

b
#

 c) ( ) ( )f x g x dx
a

b
-" ,#  = ( )f x dx

a

b
#  – ( )x dxg

a

b
#

Demostración: Sean F ’(x) = f (x)  y G ’(x) = g(x),
Entonces  k F (x), F (x) + G(x)   y   F (x) – G(x) son funciones primi� vas de
                   k f (x), f (x) + g(x)   y    f (x) – g(x), respec� vamente (Clase 1.3)
La conclusión sale de este hecho y la defi nición de la integral defi nida.

Ejemplo 3.6. Calcule 2 4 6x x dx3
1

3
- +^ h#  .

Solución: 2 4 6x x dx3
1

3
- +^ h#  = 2 x dx3

1

3
#  – 4 x dx

1

3
#  + 6 xd

1

3
#

 = 2 · 1
4 [x4]1

3 – 4 · 2
1 [x2]1

3 + 6[x]1
3  

 = 2
1 (34 – 14) – 2[32 – 12] + 6(3 – 1) = 40 – 16 + 12 = 36

Ejercicio 3.7. Calcule.

 a) 3 2 1x x dx
1

2
2 - +^ h#   b) 1x x dx42

0

3
+ -^ h#

 c) x x dx6 2
1

2
2 - -

-
^ h#    d) 2x x dx4 32

2

0
- --

-
^ h#

Se supone que el domi-
nio de f (x) con� ene el 
intervalo [a, b] o [b, a].    

A la constante b se le 
denomina límite supe-
rior y la constate a lími-
te inferior.

El límite superior no 
necesariamente mayor 
que el límite inferior.

a) Por ejemplo

( )kf x dx
a

b
#   = [kF (x)]a

b

= kF (b) – kF (a)
= k { F (b) – F (a)}
= k [ F (x)]a

b

= k ( )f x dx
a

b
#

Aplicando la propiedad 
se calcula por termino. 

Es mejor poner coefi -
cientes fuera de cor-
chetes.

Clase 3. Integral defi nida

Objetivo: Definir la integral definida.

Evaluación: Ejercicio 3.6 y 3.7

Unidad III. Lección 3.
Clase 3

 Ejercicio 3.7. (8 min) Solución

a) x 2
1

36 @  – x 2
1

26 @  + x 2
16 @  = 5 b) 1 x3 0

336 @  + 2 x 0
326 @  – x 0

36 @  = 24

c) 3
1 x 2

1-
36 @  – 3 x2 2

1-6 @  – 2 x 2
1-6 @  = –12 d) – 3 x4

2
0
-

36 @  – x2
3 02

2-6 @  – 2 x 0
2-6 @  = – 3

26

Unidad III • Lección 3 • Clase 3. Integral definida
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Propiedad de la inte-
gral definida 2
(10 min)

Si no hay tiempo, se pue-
de omitir estos cálculos.

 Ejemplo 3.7
(8 min)

 Ejercicio 3.8
(9 min) Solución: 

a) 4 2x x dx2
0

3
- + +^ h#

  = – x3
1 3

0
36 @  + 2 x 0

326 @  + 2 x 0
36 @

  = 15

b) 2x x dx22
1

2
+-

-
^ h#

  = 3
1 x3

1
2
-6 @  – x2

1
2
-6 @  + 2 x 1

2
-6 @

  = 6

 Ejercicio 3.9
(10 min)

a) ( )f x dx
a

b#    – ( )f x dx
b

c
#      

  = ( )f x dx
a

b#   + ( )f x dx
b

c#
     por e)

  = ( )f x dx
a

c#      por f)

b) ( )f x dx
a

b#  – ( )f x dx
c

a#
  = ( )f x dx

a

b#  + ( )f x dx
c

a#
     por e)

  = ( )f x dx
c

a#  + ( )f x dx
a

b#

  = ( )f x dx
b

c
#     por f) 

Objetivo: Aplicar la propiedad de integral definida acerca de 
sus límites.

                        
Evaluación: Ejercicio 3.8, 3.10

49

 Propiedades de la integral defi nida 2

 d) ( )f x dx
a

a
#  = 0

 e) ( )f x dx
a

b
#  = – ( )f x dx

a

b
#  

 f) ( )f x dx
a

b
#   + ( )f x dx

b

c
#   = ( )f x dx

c

a
#  

Demostración:  Sea que F’(x) = f (x).

 d) ( )f x dx
a

a
#  = [F(x)]a

a = F(a) – F(a) = 0

 e) ( )f x dx
a

b
#  = [F(x)]b

a = F(a) – F(b) = –{F(b) – F(a)}

                                    = –[F(x)]a
b = – ( )f x dx

a

b
#

 f) ( )f x dx
a

b
#   + ( )f x dx

b

c
#  = [F(x)]a

b + [F(x)]b
c

                   = {F (b) – F (a)} + {F (c) – F (b)} = F (c) – F (a) = [F(x)]a
c = ( )f x dx

a

c
#

Ejemplo 3.7. Calcule: x x dx2 1
1

3
2 - -^ h#  + 2 1x x dx2

3

4
- -^ h#

Solución: x x dx2 1
1

3
2 - -^ h#  + 2 1x x dx2

3

4
- -^ h#

  = 2 1x x dx2
1

4
- -^ h#  = 1

3 [x3]1
4 – [x2]1

4 – [x]1
4

  = 1
3 (43 – 13) – (42 – 12) – (4 – 1) = 21 – 15 – 3 = 3  

Ejercicio 3.8. Calcule.

a) x x dx4 22
0

2
- + +^ h#   +  4 2x x dx2

2

3
- + +^ h#

b) 2x x dx22
1

1
+-

-
^ h#  + 2 2x x dx2

1

2
- +^ h#  

Ejercicio 3.9. Demuestre.

a) ( )f x dx
a

b
#  – ( )f x dx

b

c
#  = ( )f x dx

a

c
#

b) ( )f x dx
a

b
#  – ( )f x dx

a

c
#  = ( )f x dx

b

c
#

Ejercicio 3.10. Calcule.

a) x x dx3 2 12
2

4
+-^ h#  – 3 2 1x x dx2

4

1
- +^ h#

b) 1x x dx42
1

3
+ -

-
^ h#  – 4 1x x dx2

1

0
+ -

-
^ h#

Unidad III • Lección 3 • Clase 4. Propiedad de integral defi nida

En f) los integrandos 
deben ser iguales.
En f) b no está necesa-
riamente entre a y c.

Aplique propiedad f).

Aplique e); luego f).

Clase 4. Propiedad de integral defi nida

Unidad III. Lección 3.
Clase 4

 Ejercicio 3.10.  (8 min) Aplicando Ejercicio 3.8

a) 3 2 1x x dx2
2

1
- +^ h#  = x3 1

26 @  – x 12
26 @  + x 1

26 @  = –5

b) 4 1x x dx2
3

0
+ -^ h#  = 3

1 x3 3
06 @  + 2 x 32

06 @  – x 3
06 @  = 24

Unidad III • Lección 3 • Clase 4. Propiedad de integral definida
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Relación entre integral 
definida y derivación. 
(10 min)

 Ejemplo 3.8
(3 min)

 Ejercicio 3.11
(5 min) Solución
a) x2 + 3x + 3 
b) x2 + x – 3
c) s + 3

d) dx
d t t dt2

1

x
-^ h#

    = dx
d t t dt2

1

x
- -^ h& 0#

       por Clase 4 e)

    = – dx
d t t dt2

1

x
-^ h#

       por Clase 1.3 b)
    = –(x2 – x)
    = –x2 + x

 Ejemplo 3.9
(10 min)
Se puede omitir el 
Ejemplo 3.9 y Ejercicio 
3.12, si no hay tiempo.

 Ejercicio 3.12
(17 min) Solución
a) f (x) = 2x – 3
     a2 – 3a + 2 = 0
     a = 1, 2
b) f (x) = –2x + 2
      –a2 + 2a + 3 = 0
            a = 3, –1

50 Unidad III • Lección 3 • Clase 5. Integral defi nida y derivación

Si F ’(x) = f (x) entonces F ’(t) = f (t).

Por lo tanto, para un número real a, 

  ( )f dt t
a

x
#  = [F (t)]a

x = F (x) – F (a)
es una función de x.

Derivando ambos lados con respecto a x, se � ene que 

dx
d ( )f dt t

a

x
#   = {F (x) – F (a)}’ = F ’(x) = f (x).

Relación entre integral defi nida y derivación

dx
d ( )f dt t

a

x
#    = f (x)

Ejemplo 3.8. Calcule:  dx
d dt t t3 2 1

1

x
2 - +

-
^ h# .

Solución:  dx
d dt t t3 2 1

1

x
2 - +

-
^ h#  = 3x2 – 2x + 1

Ejercicio 3.11. Calcule.

a) dx
d t t dt3 32

1

x
++^ h#   b) 3dx

d t t dt2
x

2
+ -

-
^ h#

c) 3d
d dts x

1

s
+^ h#    d) d

d t dtx t2
1

x
-^ h#

Ejemplo 3.9. Encuentre la función f (x) y el número real a, que sa� s-
facen:

                      ( )f dt t
a

x
#  = x2 + 3x – 4.

Solución: Derivando ambos lados con respecto a x,
se � ene que f (x) = 2x + 3.
 
      Sus� tuyendo x = a en ambos lados, se � ene que:

0 = a2 + 3a – 4,        (a + 4)(a – 1) = 0,        a = –4, 1
      Respuesta:  f (x) = 2x + 3, a = –4, 1

Ejercicio 3.12. Encuentre f (x)  y  a.

a) ( )f dt t
a

x
#   = x2 – 3x + 2  b) ( )f dt t

a

x
#   = –x2 + 2x + 3

c) ( )f dt t
a

x
#   = 2x2 – 3x + 1  d) ( )f t dt

x

a
#   = –2x2 + x + 6

F ’(x) es una derivada 
con respecto a x.
F ’(t) es una derivada 
con respecto a t.

Se le denomina a este 
resultado Teorema fun-
damental del cálculo 
infi nitesimal, pero con 
diferente defi nición de 
la integral defi nida. 

En d) aplique Clase 4 e).

( )f t dt
x

a
#  = 0 (Clase 4 d)

Clase 5. Integral defi nida y derivación

Objetivo: Establecer la relación entre integral definida y 
derivación. 

Evaluación: Ejercicio 3.11

Unidad III. Lección 3.
Clase 5

c) f (x) = 4x – 3
      2a2 – 3a + 1 = 0        a = 1, 2

1

d) f (x) = 4x – 1
    –2a2 + a + 6 = 0        a = – 2

3 , 2

Unidad III • Lección 3 • Clase 5. Integral definida y derivación
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 Ejemplo 3.10
(10 min)

Derivada del área 
(25 min)

Fórmula del área 
(10 min)

Objetivo: Representar área aplicando la integral definida.

Evaluación: Reproducir la fórmula del área.

51Unidad III • Lección 3 • Clase 6. Integral defi nida y área

La función ( )f t dt
a

x
#  es 

derivable, por lo tanto, 
con� nua (Clase 1.2).

Luego, lim ( )f t dt
a

x

ax" +
#         

= ( )f t dt
a

a
#  = 0.

Es esencial que la par-
te sombreada este por 
encima del eje x.

Clase 6. Integral defi nida y área

Ejemplo 3.10. En la fi gura, la ecuación de la recta BC es y = x + 1. Sea 
(x, 0) las coordenadas del punto A donde x > 0.

a) Exprese AB con x.
b) Sea S(x) área del trapecio OABC.  Exprese S(x) con x.
c) Encuentre S ’(x).

Solución: a) AB = (la coordenada y del punto B) = x + 1

 b) S(x) =       (0C + AB) · 0A =       {1 + (x + 1)}x =       x2 + x
 c) S ’(x) = x + 1

En este ejemplo S ’(x) = (la ecuación de la gráfi ca).
Esta relación se verifi ca con cualquier función con� nua como la siguiente:

Sea a y  b dos números reales tal que a < b.
Sea f (x) una función con� nua y f (x) ≥ 0 en [a, b].
Sea S(x) el área de la parte delimitada por y = f (x),
el eje x y las rectas paralelas al eje y y que pasan
por (a, 0) y (x, 0) donde a < x < b.

Sea h un número posi� vo tal que x + h < b.
Sea Mh el máximo y mh el mínimo de f (x) en [x, x + h]. Entonces el área de 
la parte sombreada, se � ene que:

h · mh ≤ S(x + h) – S(x) ≤ h · Mh.

Como h > 0, se � ene que:  mh ≤                           ≤ Mh.  

Como lim  Mh = lim  mh = f (x),  se � ene que:  lim                           = f (x).
              h→0+          h→0+                                           h→0+

De la misma manera se verifi ca lim                          = f (x).
                                                                    h→0– 

Luego     S ’(x) = f (x).  

Por lo tanto, se � ene que S(x) = ( )f t dt
a

x
#  + C. 

Como lim
x a" +

S(x) = 0 y lim ( )f t dt
a

x

ax" +
#  = 0, se � ene que C = 0.

Sea S  el área de la parte rodeada por y = f (x), el eje x, las rectas x = a y x = b.

Como lim
x b" -

S(x) = S   y  lim ( )f t dt
a

x

x b" -
#  = ( )f t

a

b
# , se � ene lo siguiente:

     Si f (x) es con� nua y f (x) ≥ 0 en [a, b], 
     entonces el área S de la parte sombreada es:

             S = ( )f dx x
a

b
#  

2
1

2
1

2
1

S(x + h) – S(x)
h

S(x + h) – S(x)
h

S(x + h) – S(x)
h

y = f (x)

a b

y

x

SS

y = x + 1

S(x)S(x)

A

C

O

By

x

y = x + 1

x + 1

x + 1
1

1

x

S(x)

A

C

O

B

y = f (x)

a x bx+h

y

x

S(x)S(x)

Unidad III. Lección 3. 
Clase 6

Unidad III • Lección 3 • Clase 6. Integral definida y área
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 Ejemplo 3.11 
(10min)
Lo importante es que la 
parte sombreada está 
por encima del eje x.

 Ejercicio 3.13
(35 min) Solución
a) ∫ 0

3 (x2 + 1)dx
    = 3

3
1 x3

06 @  + 3x 06 @   = 12

b) ∫ –
2

1
  (–x2 + 5)dx

     = – 3
1 x3 2

1-6 @  + 5 x 2
1-6 @

     = 12

c) ∫ 0
1 (x3 + 2x2)dx

    = 1 x4
4 1
06 @  + 3

2 x3
0
16 @  = 12

11

d) ∫ 1
2 (–x3 + 2x2 + 3x)dx

    = – 4
1 x4 2

16 @  + x3
2 23

16 @
       + x2

3 22
16 @

   = 12
65

[Hasta aquí Clase 7]
–––––––––––––––––––––

[Desde aquí Clase 8]

Fórmula del área entre 
dos gráficos (25 min)
El punto es subir las grá-
ficas para poder aplicar la 
fórmula de la clase 6.

 Ejemplo 3.12
(20 min)
Para saber qué gráfica 
está por encima de la 
otra, hay que dibujar el 
esquema.

52 Unidad III • Lección 3 • Clase 7. Cálculo de área • Clase 8. Área de la parte comprendida entre dos gráfi cos

Ejemplo 3.11. Encuentre el área de la parte sombreada.

Solución: Como la parte está por encima del eje x, 

                                                            x dx2
1

4
#  = 1

3 [x3]1
4 = 21

Ejercicio 3.13. Encuentre el área S de la parte sombreada.

a)                                              b)                                            c)                                        d)

Sean f (x) y g(x) funciones con� nuas en [a, b] tal que f (x) ≥ g(x) en [a, b].
El área S de la parte delimitada por y = f (x), y = g(x), x = a y x = b es:

S = ( ) ( )f x x dxg
a

b
-" ,# .

Demostración:  Sea M un número tal que g(x) + M  ≥ 0 en [a, b].
Sea S1 el área de la parte delimitada por y = f (x) + M, el eje x, x = a y x = b.
Sea S2 el área de la parte delimitada por y = g(x) + M, el eje x, x = a   y  x = b.
Entonces, se � ene que:
S= S1 –  S2 = ( )f x dxM

a

b
+" ,#  – ( )x M dxg

a

b
+" ,#  

                 = ( ) ( )f x M x M dxg
a

b
+ +-6 @" ", ,#  = ( ) ( )f x x dxg

a

b
-" ,#

Ejemplo 3.12.
a) Haga la gráfi ca de las siguientes cuatro líneas: y = x2 + 1, y = –x2, x = –1, x = 2
b) Encuentre el área S de la parte delimitada por las líneas dadas.
Solución:   a)  b) Como –x2 ≤ x2 + 1  en  [–1, 2], 

  S = ∫ –
2

1 {(x2 + 1) – (–x2)}dx 
     = ∫ –

2
1 (2x2 + 1)dx

     =      [x3]–
2

1 + [x]–
2

1 = 6 + 3 = 9

* Ejercicio 3.14. Haga la gráfi ca de las cuatro líneas y encuentre el 
área S de la parte delimitada por las líneas.
a) y = x2 + 1, y = 2x – 2, x = –2, x = 1    b) y = –x2, y = –2x + 2, x = –1, x = 2
c) y = x2 + 1, y = –x2 – 1, x = –1, x = 2    d) y = x2 – 4, y = –x2 + 4, x = –1, x = 1

Es esencial que f (x) ≥ 
g(x) en [a, b]

Lo importante es saber 
qué gráfi ca está por en-
cima de la otra.

Clase 7. Cálculo de área

Clase 8. Área de la parte comprendida entre dos gráfi cos

y = x2

1 4

y

x

3
2

y = –x2

y = x2 + 1

x

y

2–1

y = x2 + 1

3

y

x
y = –x2 + 5

y

x –2–1 2 1

y = x3 + 2x2

y

x
21

y = –x3 + 2x2 + 3x

y

x

y = f (x)

x = a x = b

y = g(x)
SS

x = a x = b

y = f (x)+M

y = g(x)+M

x

SS

x

Objetivo: Encontrar el área de la figura que está por encima 
del eje x.

Evaluación: Ejercicio 3.13

Objetivo: Encontrar el área comprendida entre dos gráficas.
Evaluación: Ejercicio 3.14

Unidad III. Lección 3.
Clase 7

Clase 8

Unidad III • Lección 3 • Clase 7. Cálculo de área • Clase 8. Área de la parte comprendida entre dos gráficos

 *Ejercicio 3.14
Solucion. Véase la página 70.
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 Ejemplo 3.13 
(10 min)

 Ejercicio 3.15
(35 min) Solución
a) S = ∫ –

1
2
   {–2x – (2x2 – 4)}dx

= ∫ –
1

2
   (–2x2 – 2x + 4)dx

= – x3
2 3 1

2-6 @ – x 12
2-6 @ + 4 x 1

2-6 @
= 9

b) S = ∫ –
3

3
   {0 – (x2 – 9)}dx

        = ∫ –
3

3
   (–x2 + 9)dx

        = – 3 x1 3 3
3-6 @  + 9 x 3

3-6 @
        = 36

Incisos c y d véase pá-
gina 70.

 * Ejemplo 3.14 

Objetivo: Encontrar el área delimitada por dos gráficas. 
                        
Evaluación: Ejercicio 3.15

53Unidad III • Lección 3 • Clase 9. Área de la parte cerrada por dos líneas

Primero haga la gráfi ca.

La parte en cues� ón 
está delimitada por 

y = 2x2,   y = 2x + 4,
x = –1   y   x = 2.

Por lo tanto, se aplica la 
fórmula de Clase 8.

Lo importante es la re-
lación entre las dos grá-
fi cas.

Clase 9. Área de la parte delimitada por dos líneas

Ejemplo 3.13. Encuentre el área S de la parte
delimitada por dos líneas y = 2x2  y  y = 2x + 4.

Solución:  Las coordenadas x de los puntos comunes
de ambas líneas son las soluciones de la ecuación
2x2 = 2x + 4; 
2x2 – 2x – 4 = 0,   x2 – x – 2 = 0 
(x – 2)(x + 1) = 0,  x = 2, –1 

Como 2x2 ≤ 2x + 4  en  [–1, 2].

            S = ∫ 
–
2

1
 {(2x + 4 ) – 2x2}dx = ∫ –

2
1 (–2x2 + 2x + 4)dx

               = –      [x3]–
2

1 + [x2]–
2

1 + 4[x]–
2

1 = – 6 + 3 + 12 = 9 

Ejercicio 3.15. Encuentre el área S de la parte delimitada por las dos 
líneas.

a) y = 2x2 – 4,   y = –2x     b) y = x2 – 9,   y = 0   

c) y = –x2 + 4,   y = –2x – 4   d) y = –x2,   y = x – 6

* Ejemplo 3.14. Encuentre el área S de la parte delimitada por                          
y = x3 - 3x  y  y = x.

Solución: Las coordenadas x de los puntos comunes de las líneas: 
 x3 – 3x = x,    x3 – 4x = 0.
 x(x + 2)(x – 2) = 0,
 x = –2, 0, 2
 
 En [–2, 0]  x ≤ x3 – 3x

 En [0, 2]  x3 – 3x ≤ x

 S = ∫ 
–
0

2
 {(x3 – 3x) – x} dx + ∫ 

0
2 {x – (x3 – 3x)}dx

    = ∫ –
0

2 (x3 – 4x)dx + ∫ 0
2 (4x – x3)dx

    =      [x4]–
0

2 – 2[x2]–
0

2  + 2 [x2]0
2 –      [x4]0

2 

    = –4 + 8 + 8 – 4 = 8

* Ejercicio 3.16. Encuentre el área S de la parte delimitada.

a) y = x3 + 6x2,    y = 7x                       b) y = x3 – 6x2,    y = 0

3
2

4
1

4
1

y = x3 – 3x

–2
2

y = x
y

x

x

y

2–1

y = 2x2

y = 2x + 4

Unidad III. Lección 3.
Clase 9

Unidad III • Lección 3 • Clase 9. Área de la parte delimitada por dos líneas

 * Ejercicio 3.16
Solucion. Véase la página 71.

1–1

–1

1

3

2

4

–2

–3

–3 3 42–2 5

y = 2x2 – 4
y

x

y = –2x

–10

1

2

3

–3–4–5 3 4 5

y = x2 – 9

y

x
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1. a) 
3
1 x3 – 2x2 + 5x + C

b) – 1
2 x4 + 2

5 x2 + 4x + C

c)∫(x3 – 1)dx = 4
1 x4 – x + C  

d)∫(3t2 – t – 2)dt
     = t3 – 12  t2 – 2t + C

2. F(x) = ∫(x2 – x + 1)dx

     = 13 x3 – 1
2

x2 + x + C

   F(–1) = – 6
11  + C = 2,                   

     C = 6
23

 

  F(x) = 13 x3 – 12 x2 + x + 6
23

3.
a) ∫ –

1
2

 (x2 – 2x – 3)dx

   = 3
1 x3

2
1
-6 @  – x 12

2-6 @  – 3 x 1
2-6 @  

   = –3

b) ∫ 0
–3 (3x2 + 2x – 1)dx

   = x3
0
3-6 @  + x 0

2 3-6 @  – x 0
3-6 @  

   = –15

c) ∫ –
3

1
 (x2 – 4)dx

   = 3
1 x3

1
3
-6 @  – 4 x 3

1-6 @
   = – 3

20
54 Unidad III • Lección 3 • Ejercicios de la lección

1. Calcule. Sea C el constante de integración.
 a) ∫  (x2 – 4x + 5)dx 
 b) ∫  (–2x3 + 5x + 4)dx 
 c) ∫  (x – 1)(x2 + x + 1)dx 
 d) ∫  (3t + 2)(t – 1)dt

2. Encuentre la función F(x) que sa� sface:
 F ’(x) = x2 – x + 1,    F(–1) = 2.

3. Calcule.

 a) 3 1x x dx
2

1
- +

-
^ ^h h#

 b) 3 1x x dx1
0

3
- +

-
^ ^h h#

 c) x x dx2 2
1

3
- +

-
^ ^h h#

4. Calcule.

 a) 2t t dt1
1

3
- +

-
^ ^h h#  – 1 2t t dt

1

2
- +

-
^ ^h h#  

 b) x x dx2
2

3
-^ h#  – x x dx2

2

4
-^ h#

5. Encuentre f (x) y constante a que sa� sfacen:

 a) ( )f dt t
a

x
#  = 3x2 + 2x – 1   

 b) ( )f t dt
x

a
#  = x2 – 4x + 4

 Encuentre el área S delimitada con las líneas.

6. a) y = –x2 + 4,   x = –1,   x = 2,   y = 0
 b) y = x3,   x = 1,   x = 3,   y = 0

7. a) y = x2 – 4x, y = x3, x = 1, x = 2
 b) y = x2 – 4, x = –1, x = 1, y = 0
 c) y = –x2 + 2x, y = –2x + 3, x = 0

8. a) y = x2 + 2x, y = –x2 – x + 2
 b) y = 2x2, y = x2 – 2x + 3

Clase 2

Clase 2

Clase 3

Clase 4

Clase 5

Clase 7

Clase 8

Clase 9

Ejercicios de la lección

Unidad III. Lección 3.
Ejercicios de la lección

Incisos 4, 5, 6 y 7 a), b) véase solución en la página 71.

Inciso 7 c) y 8 véase solución en la página 72.
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1.

a) dxx2n
a

a

-
#

  = 2 1
1 xn

2 1n
a
a

+
+

-6 @                          

   = 2 1
1

n +  {a2n+1 – (–a)2n+1}

  = 2 1n
2
+  a2n+1

  = 2 1 xn
2 2 1

0
n a

+
+6 @

  = 2 ∫ 0
a  x2n dx

b) x dx2 1n
a

a
+

-
#

  = 2
1 xn 2

2n
a
a2

+
+
-6 @

   = 2
1

n 2+  {a2n+2 – (–a)2n+2}

  = 0

2.  x x dx
a

a b--
b ^ ^h h#

= x x dx2 a b ab- + +
a

b ^ h" ,#

= 3
1 x3

a
b6 @  – 2

( ) x2+a b
a
b6 @

   + ab x a
b6 @

= 3
1 (b – a)(b2 + ab + a2)

  – 2
( )a b+

 (a + b)(b – a) 

     + ab(b – a)

= 6
b a-

 {2(b2 + ab + a2) 

    – 3(a2 + 2ab + b2) + 6ab}

= 6
b a-

(– b2 + 2ab – a2)

= – 6

3
b a-^ h
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1. Sea n un número entero no nega� vo. Demuestre:

 a) dxx2n
a

a

-
#  = 2 x dx2

0
n

a
#

 b) x dx2 1n
a

a
+

-
#  = 0

2. Demuestre que x x dx
a

a b--
b
^ ^h h#  = – 1

6 (b – a)3.

3. Haga la gráfi ca de y = x4 – 4x3 – 8x2.

1. Si dos gráfi cas y = f (x) y y = g(x) � enen puntos comunes P(a, f (a)) y    
Q(b, f (b)), donde a < b y si:

f (x) – g(x) = ax2 + bx + c ≥ 0    en [a, b],   

 entonces el área S de la parte delimitada por las dos gráfi cas es:

 S = –     (b – a)3.  

 Demuéstrelo u� lizando Problema de la Unidad A2

2. La recta y = ax divide en dos partes de la misma área la parte delimitada 
por

 y = x2 – 2x     y    y = 0.
 Encuentre el valor de a.

3. a) Encuentre las funciones f (x), g(x) y h(x) que sa� sfacen lo siguiente:

     f (x) si   x ≤ 0
   |x2 – 3x| = { g(x) si  0 < x < 3
     h(x) si  3 ≤ x

 b) Calcule  3x x dx2
2

4
-

-
# .

4. Encuentre la función f (x) que sa� sface 

f (x) = x + ( )f t dt
0

2
#

Con este resultado se 
calcula el área de la 
parte delimitada por 
parábola y la recta o 
por dos parábolas. 

Aplique Problema de la 
Unidad B 1.

( )f t dt
0

2
#  es una cons-

tante.

Problemas de la Unidad A

Problemas de la Unidad B

6
a

P Q

y = g(x)

y = f (x)

Unidad III. Lección 3.
Problemas de la Unidad

Problemas de la Unidad A. Inciso 3 véase solución en la página 72.

Problemas de la Unidad B véase solución en la página 73.
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Unidad III. Lección 3. Ejercicio 3.14.      Pág. 66.     Solución

Unidad III. Lección 3. Ejercicio 3.15.      Pág. 67.     Solución incisos c y d.

a) S = ∫ –
1

2
 {(x2 + 1) – (2x – 2)}dx

 = ∫ –
1

2
 (x2 – 2x + 3}dx

 = 3
1 x3 1

2-6 @  – x 12
2-6 @  + 3 x 1

2-6 @
 = 15

b) S = ∫ –
2

1
 {(–2x + 2) – (–x2)}dx

        = ∫ –
2

1
 {(x2 – 2x + 2)dx

        = 3
1 x3

1
2
-6 @  – x2

1
2
-6 @  + 2 x 2

1-6 @
        = 6

c) S = ∫ –
4

2
 {(–x2 + 4) – (–2x – 4)}dx

 = ∫ –
4

2
 (–x2 + 2x + 8}dx

 = – 3
1 x3

2
4
-6 @  + x2

2
4
-6 @  + 8 x 2

4
-6 @

 = 36

d) S = ∫ –
2

3
 {–x2 – (x – 6)}dx

        = ∫ –
2

3
 (–x2 – x + 6)dx

        = –
3
1 x3 2

3-6 @  – 1 x2
22
3-6 @  + 6 x 2

3-6 @
        = 6

125

c) S = ∫ –
2

1
 {(x2 + 1) – (–x2 – 1)}dx

        = ∫ –
2

1
 (2x2 + 2)dx

        = 3 x2 3 2
1-6 @  + 2 x 2

1-6 @
        = 12

d) S = ∫ –
1

1
 {(–x2 + 4) – (x2 – 4)}dx

        = ∫ –
1

1
 (–2x2 + 8)dx

        = – 3 x2 3
1

1
-6 @  + 8 x 1

1
-6 @

        = 3
44

2

4

1–2

y = 2x  – 2

y = x2 + 1

y

x
–1 x

y

y = –2x  + 2

y = –x2

2

x

y

y = –x2 + 4

y = x2 – 4

–1 1x

y

y = –x2 – 1

y = x2 + 1

–1 2

Unidad III • Lección 3 • Solucionario

–2–8 –4 4 8

y = –2x  – 4

y

x

y = –x2 + 4

–3 –2 2 4

y = x  – 6

y = –x2

y

x
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Unidad III. Lección 3. * Ejercicio 3.16.      Pág. 67.     Solución

a) S = ∫ –
0

7
 {(x3 + 6x2) – 7x}dx  + ∫ 0

1 {(7x – (x3 + 6x2)}dx
 = ∫ –

0
7

 (x3 + 6x2 – 7x}dx  + ∫ 0
1 (–x3 – 6x2 + 7x)dx

 = 2
517

b) S = ∫ 0
6 {(0 – (x3 – 6x2)}dx 

        = ∫ 0
6 (–x3 + 6x2)dx

 = 108 

Unidad III. Lección 3. Ejercicios de la Lección.      Pág. 68.     Solución incisos 4 - 7

Unidad III • Lección 3 • Solucionario

4. a) ∫ 2
3 (t2 + t – 2)dt  = 3

1 t3 2
36 @  + 1 t2 2

326 @  – 2 t 2
36 @

                                      = 6
14

     b) ∫ 3
4 (x2 – x)dx = 

3
1 x3

3
46 @  – 

2
1 x2

3
46 @  = 6

53  

5. a) f (x) = 6x + 2
        3a2 + 2a – 1 = 0,       a = 3

1 , –1

     b) f (x) = –2x + 4
          a2 – 4a + 4 = 0,        a = 2

7. a) S = ∫ 1
2 {x3 – (x2 – 4x)}dx

            =∫ 1
2 (x3 – x2 + 4x)dx

            = 1 x4
4
1
26 @  – 1 x3

3
1
26 @  + 2 x 1

226 @
            = 

12
89

b) S = ∫ –
1

1
 {0 – (x2 – 4)}dx

        = ∫ –
1

1
 (– x2 + 4)dx

        = – 1 x3
3

1
1
-6 @  + 4 x 1

1
-6 @

        = 
3
22

6. a) S = ∫ –
2

1
 (–x2 + 4)dx   b) S = ∫ 1

3 x3 dx

         = – 3
1 x3

1
2
-6 @  + 4 x 2

1-6 @           = 1 x4
4
1
36 @

        = 9          = 20

–1 1 2 3

–2

2

y = x2 – 4x

y = x3

y

x

1–1

1

y = x2 – 4

y

x

–7 1
–10

10

y = 7x

y = x3 + 6x2

–5

6

5 y = x3 – 6x2

y

x

y

x

1

5

–5

3
–3 1 2–1 3

–1

y = –x2 + 4

y = x3

y y

x
x
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7. c) S  = ∫ 0
1 {(–2x + 3) – (–x2 + 2x)}dx + ∫ 1

3 {(–x2 + 2x)  – (–2x  + 3)}dx

            = ∫ 0
1 (x2 – 4x + 3)dx + ∫ 1

3 (–x2 + 4x –  3)dx

            = 3
1 x3 1

06 @  – 2 x2
0
16 @  + 3 x 1

06 @  – 3
1 x3

1
36 @  + 2 x2

1
36 @  – 3 x 1

36 @
            = 3

8 –1 1 3

–1

1

y

x

y = –2x  + 3

y = –x2 + 2x

Unidad III. Problemas de la Unidad A.      Pág. 69.     Solución inciso 3

Unidad III. Lección 3. Ejercicios de la lección.      Pág. 68.     Solución incisos 7c y 8

8. a) S = 
2-
2
1# {(–x2 – x + 2) – (x2 + 2x)}dx

            = 
2-
2
1# (–2x2 – 3x  + 2)dx

            = – x3
2 2

1
3

2-
6 @  – 2

3 x 2
1

2
2-

6 @  + 2 x 2
1

2-
6 @

            = 24
125

b) S = ∫ –
1

3
 {(x2 – 2x + 3) – 2x2}dx

        = ∫ –
1

3
 (–x2 – 2x + 3)dx

        = –
3
1 x3 1

3-6 @  – x 12
3-6 @  + 3 x 1

3-6 @
        = 3

32

3. y ’ = 4x3 – 12x2 – 16x
        = 4x(x – 4)(x + 1)

 x  –1  0  4

 y ’  – 0 + 0 – 0  + 

 y  ↘ –3 ↗ 0 ↘ –128 ↗

–3 –2 21

–1

y = –x2 – x  + 3

y = x2 – 2x

1
2

y

x

–3 1
–2

18

y = 2x2

y

x

y = x2 – 2x  + 3

Unidad III • Lección 3 • Solucionario

1–2–3 –3

10

–10

–128

–1

2 4

y

x
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Unidad III. Problemas de la Unidad B.      Pág. 69.     Solución

1. Como la ecuación ax2 + bx + c = 0 tiene distintas soluciones a y b, por el teorema de factor se tiene 
que: ax2 + bx + c = a(x – a)(x – b). Por lo tanto

 S = ∫ a
b (ax2 + bx + c)dx = ∫ a

b a(x – a)(x – b)dx = – 6
a  (b – a)3    Aplicando Problema A2.

2. Sea P(p, p2 – 2p) el punto de intersección de las dos líneas el otro que el origen.
 El área S de la parte delimitada por y = x2 – 2x 
 y y = 0 es S = ∫ 0

2 {0 – (x2 – 2x)}dx
                          = ∫ 0

2 (–x2 + 2x)dx

                          = – 6
1-  (2 – 0)3         por B1.

                          = 3
4   

 El área S1  de la parte delimitada por y = x2 – 2x  y  y = ax es
 S1 = ∫ 0

p {ax – (x2 – 2x)}dx  = ∫ 0
p  {–x2 + (a+2)x}dx 

                                                  = – 6
1-  (p – 0)3 = 

p
6

3

 

 Como S1 = 2
1  S, se tiene que 

p
6

3

 = 3
2 ,  p3 = 4. Como p > 0,  p = 43

                                                                                                            (Respuesta)

3. a) x2 – 3x = x(x – 3), por lo tanto x2 – 3x ≥ 0 si x ≤0 ó 3 ≤ x  y  x2 – 3x < 0 si 0 < x < 3. 
                                      Luego f (x) = h(x) = x2 – 3x, 
    g(x) = –x2 + 3x 

 b) ∫ –
4

2
 |x2 – 3x|dx  = ∫ –

0
2

 |x2 – 3x|dx + ∫ 0
3 |x2 – 3x|dx + ∫ 3

4 |x2 – 3x|dx

                                      = ∫ –
0

2
 (x2 – 3x)dx + ∫ 0

3 (–x2 + 3x)dx + ∫ 3
4 (x2 – 3x)dx

                                      = 3
1 x3

2
0
-6 @  – x2

3 02
2-6 @  – 3

1 x3
0
36 @  + x2

3
0
326 @  + x3

1 3
3
46 @  – 2

3 x2
3
46 @  = 15

4. Sea a = ∫ 0
2  f (t)dt , que es un constante y f (x)  = x + a.

  Entonces a = ∫ 0
2  f (t)dt = ∫ 0

2  (t + a)dt = 1 t2
2
0
26 @  + a t 0

26 @  = 2a + 2.

 Luego a = –2,          f (x)  = x – 2     (Respuesta)

2

p

p

y

x

y = x2 – 2x

y = ax

Unidad III • Lección 3 • Solucionario
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Matemáticas IV

Unidad IV Derivada de funciones trascendentales

1. Competencias de la Unidad

1. Establecer las definiciones de la función inversa y la compuesta.

2. Establecer las reglas básicas de derivación.

3. Establecer las fórmulas de derivada de funciones trigonométrica, exponencial y logarítmica.

4. Aplicar la derivada para resolver problemas científicos y tecnológicos.

5. Valorar la importancia de la derivada para resolver problemas de la ciencia y la tecnología.

2. Relación y Desarrollo

Matemáticas IV

Unidad IV: Derivadas de funciones trascendentales
•  Lección 1: Derivación
•  Lección 2: Derivada de las funciones trascendentales
 •  Lección 3: Aplicación de derivada

Matemática II

Unidad I: Funciones algebraicas
 •  Lección 6: Gráficas de funciones polinomiales
 •  Lección 7: Expresión algebraicas racionales
Unidad II: Funciones trascendentales
 •  Lección 1: Funciones exponenciales
•  Lección 2: Funciones logarítmicas
 •  Lección 4: Las gráficas de las funciones triángulos  

Matemática IV

Unidad I: Trigonometría

Unidad II: Límites y continuidad

Unidad III: Diferenciación e integral de funciones polinómicas

Matemática I

Unidad II: Introducción a la trigonometría

Unidad IV • Derivada de funciones trascendentales
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3. Plan de Estudio de la Unidad (21 horas)

1 Derivación

2 Derivadas de 
las funciones 
trascenden-
tales

3 Aplicación de 
derivada

Lección Clase/hora Contenidos Términos y signos

1

2

3

4

5

6

1

2

3

4

5

6

1

2

3

4

5

Definición de función inversa y su 
gráfica

Definición de función compuesta

Derivada del producto de funciones

Derivada del cociente

Derivada de la función compuesta

Derivada de la función inversa

Ejercicios de la lección

Derivada de funciones 
trigonométricas.

Derivada de funciones logarít- 
micas con base natural.

Derivada de funciones logarít- 
micas con cualquier base, 
derivada del logaritmo del valor 
absoluto de la función.

Derivada de funcione exponen- 
ciales.

Derivada de la potencia de la 
función.

Derivada de orden superior.

Ejercicios de la lección

Tangente

Teorema del valor medio

Definición de la convexidad de la 
gráfica, criterio de la convexidad 
por la segunda derivada

Definición del punto de inflexión

Gráfica de funciones con 
exponenciales

función inversa
f –1(x)

función compuesta, com-
posición de dos funcio-
nes g o f

base de logaritmo natu-
ral e

segunda derivada, f ´´(x) 
tercera derivada, f ´´´(x)
n-ésima derivada f (n) (x)

convexa hacia arriba 
(abajo)

punto de inflexión

Unidad IV • Derivada de funciones trascendentales
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3 Aplicación de 
derivada

Problemas de la 
Unidad

Lección Clase/hora Contenidos Términos y signos

6

7

8

9

Gráfica de funciones racionales

Encontrar el número de distintas 
soluciones reales de ecuación

Velocidad y aceleración en la recta

Movimiento circular uniforme

Ejercicios de la Lección

Problemas de la Unidad A

Problemas de la Unidad B

velocidad, aceleración

velocidad angular

Puntos de lección
Lección 1 Derivación
Como en esta etapa no se han enseñado todavía la derivada de funciones trigonométricas, exponenciales 
ni logarítmicas, no se puede usar muchos ejemplos.

Derivada del cociente: En lugar de utilizar la derivada del cociente, a veces es más rápido calcular 

utilizando la forma: 
( )
( )
x

f x
g  = f (x){g(x)}–1, y aplicando la fórmula de la derivada del producto.

Derivada de la función compuesta: En algunos libros hay explicación como lo siguiente:
Sean u = f (x),  y = g(u), ∆u = f (x + ∆x) – f (x)  y ∆y = g(u + ∆u) – g(u).

dx
dy

 = lim x
y

0x D

D

"D
 = lim y

xu
u

0x
$

D

D

D

D

"D
 = lim limu

y
x
u

0 0xu D

D

D

D

" "D D
 = d

d
du
dy

x
u

$ = g ’(u) f ’(x) = g ’( f (x)) f ’(x).

Sin embargo ∆u puede tomar el valor 0, por lo tanto, no es una demostración.
Utilizando el siguiente hecho, se puede dar una demostración.
Existe f ’(x) ⟺ existen j(x) y ρ(x, h) tales que 

( ) ( )
h

f x h f x+ -
 = j(x) + ρ(x, h) y ρ(x, h) → 0   (h → 0).

Derivada de la función inversa Hay explicación como lo siguiente:
Sean y = f (x), x = g (y) y f (x + ∆x) – f (x) = ∆y.

g ’(y) = lim y
x

0y D

D

"D
 = lim 1

x
y0x

D

D"D
 = 

'
1
( )f x

.

Pero aquí no está explicado que se tiene que

∆x → 0 cuando ∆y → 0.

Unidad IV • Derivada de funciones trascendentales
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Se puede demostrar siguiendo las etapas:
1) Si una función es continua en el intervalo, ésta es creciente o decreciente en ese intervalo
2) La función inversa de una función continua es continua.
3) ∆x → 0 cuando ∆y →0 .

Lección 2: Derivadas de las funciones trascendentales
Funciones trigonométricas  
En la demostración de la fórmula se utiliza el teorema de adición, pero no es necesario revisarlo.
No es necesario tratar secante, cosecante y cotangente.

Lección 3: Aplicación de derivada
Muchas partes como ser tangentes y variación de funciones son la aplicación de lo aprendido en la 
Lección 2 de la Unidad III a las funciones trascendentales. Temas nuevos son convexidad de la gráfica y 
velocidad y aceleración.

Unidad IV • Derivada de funciones trascendentales
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[A]
Definición de la fun-
ción inversa
(10 min)

 Ejemplo 1.1
(5 min)

 Ejercicio 1.1
(5 min) Solución 
a) [0, ∞)
b) f –1(x) = – x

[B]
Puntos simétricos con 
respecto a y = x.
(10 min)
Otra explicación intui-
tiva

PO = QO y PR = QR, por 
lo tanto la recta y = x 
es la mediatriz del seg-
mento PQ.

Relación de las gráficas 
(5 min)

58 Unidad IV • Lección 1 • Clase 1. Función inversa

[A] Defi nición.

Se aprendió funciones 
trigonométricas inver-
sas en la Unidad I.

El dominio de f –1 es R y 
el rango es D. 

Como por lo general se 
u� liza la letra x para re-
presentar el elemento 
del dominio, se denota 
por 

y = f –1 (x)

[B] Gráfi ca.

Defi nición 1.1 Función inversa
Sea y = f (x) una función con el dominio D y el rango R.  Se supone 
lo siguiente:

A cualquier y ∈ R, existe un único x ∈ D tal que f (x) = y.
Entonces se le denomina función inversa de  f  la correspondencia 
de y a x y se le denota mediante x = f –1(y).

Por la defi nición existe la relación

b = f (a)   ⇔   a = f –1(b)

Ejemplo 1.1. Sea f (x) = x2. Si se toma el intervalo [0, ∞) como el domi-
nio de f (x), encuentre los siguientes:
  a) rango de f (x)  b) f –1 (x). 

Solución: a) [0, ∞)   b) f –1 (x) = x

Ejercicio 1.1. En el Ejemplo 1.1, si se toma el intervalo (–∞, 0] como el 
dominio de f (x), encuentre los siguientes: 
  a) rango de f (x)              b) f –1 (x).

Puntos simétricos con respecto a la recta y = x.
Los puntos P(a, b) y Q(b, a) son simétricos con respecto a la recta y = x

* Demostración: Sea R(c, c) cualquier punto en la recta y = x. 
 RP = ( ) ( )c a c b2 2+- -   y RQ = ( ) ( )c cb a2 2+- - . 
Por lo tanto, RP = RQ, lo que signifi ca que R está en la mediatriz del segmen-
to PQ, es decir, la recta y = x es la mediatriz del segmento  PQ.
Luego P  y  Q son simétricos con respecto a la recta y = x.

La gráfi ca de la función inversa.
Las gráfi cas de y = f (x)  y  y = f –1 (x) son simétricas con respecto a y = x

Demostración: sean C y C’ las gráfi cas de y = f (x)  y  y = f –1 (x) respec� va-
mente.
Se � ene que:
 P(a, b) ∈ C ⇔ b = f (a) ⇔ a = f –1 (b)  ⇔  Q(b, a) ∈ C’
y que P(a, b)  y Q(b, a) son simétricas con respecto a y = x.

Lección 1. Derivación
Clase 1. Función inversa

P(a,b)

R(c,c)

Q(b,a)

y = x
y

x

y

x
P(a,b)

Q(b,a) y = f (x)

y = x
y = f –1(x)

Objetivo: Definir la función inversa y la relación entre las 
gráficas.

Evaluación: Ejercicio 1.1 y 1.2

Unidad IV. Lección 1.
Clase 1
(Continúa en la siguiente página)

P

0

R

Q

a

a

b

b

y = x
y

x

Unidad IV • Lección 1 • Clase 1. Función inversa
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 Ejemplo 1.2
(5 min)

 Ejercicio 1.2
(5 min) Solución 

[Hasta aquí Clase 1]
–––––––––––––––––––––

[Desde aquí Clase 2]

 Ejemplo 1.3
(5 min)

Definición de la fun-
ción compuesta
(10 min)

 Ejercicio 1.3
(20 min) Solución

a) (g ∘ f )(x) = 3(x – 2) 

b) (g ∘ f )(x) = sen2(x + 3)

c) (g ∘ f )(x) = 4cos3x
                       – cos2x

d) (g ∘ f )(x) = 3(2x)2

                     = 3 ∙ 22x

Objetivo: Definir la composición de funciones.                 
                        
Evaluación: Ejercicio 1.3 

59

Ejemplo 1.2. Haga la gráfi ca de la función y = f –1 (x) del Ejemplo 1.1.

Solución: 

Ejercicio 1.2. Haga la gráfi ca de la función y = f –1 (x) del Ejercicio 1,1. 

Unidad IV • Lección 1 • Clase 2. Función compuesta

Primero dibuje la gráfi -
ca de y = f (x).

y = xy = x2
y

x

y =       = f –1(x)x

Ejemplo 1.3. Sus� tuye u = x + 1 en y = u2 y exprese y con x.

Solución: y = u2 = (x + 1)2

Como en el Ejemplo 1.3, se puede componer dos funciones.

Defi nición 1.2 Función compuesta

Sea u = f (x) una función con el dominio D y el rango S.  

Sea y = g(u) una función con el dominio T y el rango R. Se supone 
que  S ⊂ T. Entonces se puede sus� tuir u = f (x) en y = g(u): y = g(f (x)).

A esta función se le denomina la función compuesta de u = f (x) y       
y = g(u) y se denota mediante g ∘ f.

En resumen:

(g ∘ f )(x) = g(f (x))

Ejercicio 1.3. Encuentre la composición g ∘ f  de u = f (x)  y  y = g(u).
a) f (x) = x – 2,   g(u) = 3u  b) f (x) = x + 3,    g(u)= sen2u
c) f (x) = cos x,    g(u) = 4u3 – u2  d) f (x) = 2x,    g(u) = 3u2

Con la notación de la función compuesta, se � ene que:

( f  ∘ f –1)(x) = x,        ( f –1 ∘ f )(x) = x

f               g
x                u                 y

g ∘ f

También se le llama 
composición de f  y  g.

No confunda g ∘ f con 
g(x)  f (x), que es el pro-
ducto de dos funcio-
nes.

Clase 2. Función compuesta

Unidad IV. Lección 1. 
Clase 1
(Continuación)

Clase 2

Relación con la función inversa (10 min)

y = x2

y = –
   = f –1(x)

x

y = x

y

x

Unidad IV • Lección 1 • Clase 2. Función compuesta
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Derivada del producto

Demostración (15 min)

 Ejemplo 1.4
(8 min)
Sería más rápido derivar 
después de desarrollar 
el producto. Este ejem-
plo y el ejercicio 1.4 son 
para conocer la fórmula.

 Ejercicio 1.4
(22 min) Solución 
a) (2x – 5)(4x + 1) + (x2 – 

5x) ∙ 4 = 12x2 – 38x – 5
b) 6x(x2 – x) + (3x2 + 1)

(2x – 1) = 12x3 – 9x2  
+ 2x – 1

c) (3x2 – 1)(x2 + 3) + (x3 – 
x + 1) ∙ 2x = 5x4 + 6x2 
+ 2x – 3

d) (3x2 – 2)(x3 + 1)+(x3 – 
2x) ∙ 3x2 = 6x5 – 8x3 + 
3x2 – 2

 *Ejercicio 1.5
Solución 
{f (x)g(x)h(x)}’
= [f (x){g(x)h(x)}]’
= f ’(x){g(x)h(x)} + f (x) 

{g(x)h(x)}’
= f ’(x)g(x)h(x) + f (x){g’(x)

h(x) + g(x)h’(x)}
= f ’(x)g(x)h(x) + f (x)g ’(x)

h(x) +f (x)g(x)h’(x)
   

[Hasta aquí Clase 3]
–––––––––––––––––––––

60 Unidad IV • Lección 1 • Clase 3. Derivada del producto de funciones • Clase 4. Derivada del cociente

Derivada del producto
Sean f (x)  y g (x)  funciones derivables.  

{f (x)g(x)} ’ = f ’(x)g(x) + f (x)g ’(x) 

Demostración

 {f (x)g(x)} ’ = lim ( ) ( ) ( ) ( )
h

f x h g x h f x g x
0h

+ + -
"

  = lim ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
h

f x h f x x h f x g x h g xg
0h

+ -+ + +-
"

" ", ,

  = lim ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ).h
f x h f x x h x h

x h xg f g g
0h

++ - + + -
"
& 0

  = f ’(x)g(x) + f (x)g ’(x) 

Ejemplo 1.4. Calcule: {(x2 + 3)(3x – 1)} ’ 
Solución: {(x2 + 3)(3x – 1)}’ = (x2 + 3)’ (3x – 1) + (x2 + 3) (3x – 1)’
                                                 = 2x(3x – 1) + (x2 + 3) · 3 = 9x2 – 2x + 9 

Ejercicio 1.4. Calcule u� lizando la fórmula anterior.
a) {(x2 – 5x)(4x + 1)}’   b) {(3x2 + 1)(x2 – x} ’
c) {(x3 – x + 1)(x2 + 3)} ’  d) {(x3 – 2x)(x3 + 1)} ’

* Ejercicio 1.5. Sean f,g y h derivables. Demuestre que 
 {f (x)g(x)h(x)} ’ = f ’(x)g(x)h(x) + f (x) g ’(x)h(x) + f (x)g(x)h ’(x).

  Sean f (x)   y g(x)  derivables, donde g(x) ≠ 0. Se � ene que:

                 
( )
( )
x

f x
g
' 1

’
 =                                      .                   En par� cular         

( )
1

g x& 0
’
 = – 

Demostración:

( )
1

g x& 0
’
 = lim 1

( ) ( )
11

x h g xh g0h + -
"

& 0  = lim 1
( ) ( )

( ) ( )
g x h g x

g x g x h
h0h
$ +

+-
"

                 = lim ( ) ( )
( ) ( )

1
h

g x g x
g x h g x

h
0h

$ +
+ - -

"
 = g ’(x) · 

( )
1

g x 2
-
" ,

 = –    

( )
( )
x

f x
g
' 1

’
 = ( )

( )
1x g xf $& 0

’
 = f ’(x) · ( )

1
g x  + f (x) 

( )
1

g x& 0
’
 

                 =               – f (x)               =   

Está transformación es 
a veces efi caz en el cál-
culo infi nitesimal.

Por supuesto que tam-
bién se puede calcular 
después del desarrollo.

Considere f gh como el 
producto de f y gh.

Clase 3. Derivada del producto de funciones

Clase 4. Derivada del cociente

f ’(x)g(x) – f (x)g ’(x)
{g(x)}2

f ’(x)g(x) – f (x)g ’(x)
{g(x)}2

g ’(x)
{g(x)}2

g ’(x)
{g(x)}2

f ’(x)
g(x)

g ’(x)
{g(x)}2

Objetivo: Deducir la fórmula de la derivada del producto.

Evaluación: Ejercicio 1.4

Objetivo: Deducir la fórmula de la derivada del cociente.     

Evaluación: Ejercicio 1.6

Unidad IV. Lección 1.
Clase 3

Clase 4
(Continúa en la siguiente página)

[Desde aquí Clase 4]

Fórmula de la derivada del cociente
Demostración (15 min)

Unidad IV • Lección 1 • Clase 3. Derivada del producto de funciones • Clase 4. Derivada del cociente
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 Ejemplo 1.5
(10 min)

(5 min)
Cuando el grado del nu-
merador es mayor o igual 
que el del denominador, 
es más simple derivar des-
pués de escribir la fracción 
en la forma mixta.

 Ejercicio 1.6
(15 min) Solución
a) 3 1

x x2+b l ’ = – 3
x2  – 

x
2
3

 3 2
x

x
3= +-b l

b) 1 1
2x x +- +a k ’

 = 1  –  
1

2
1

2 1x x
x x2 2

2
=

+ +
+ -

^ ^h h  

c) 
1

1 1 2
x

x x x3
2 2

2$ $-

+

+ -^
^

^h
h
h  

 = 
1

6 1
x

x x
2 2

2- +
+
+

^ h

d) – 
1

1
x x

x2
2 2
+
+ +^ h

[Hasta aquí Clase 4]
–––––––––––––––––––––

[Desde aquí Clase 5]

Derivada de la función 
compuesta (5 min)
* Explicación 
Véase “puntos de la     
Lección”

 Ejemplo 1.6
(10 min)

Objetivo: Entender la fórmula de la derivada de la función 
compuesta.

                        
Evaluación: Ejercicio 1.7

61

Ejemplo 1.5. Calcule: x
x 12 +b l

’
.

Solución: x
x 12 +b l

’
 =                                           =                              =

Nota: Otra forma es:

                   1
x

x2 +b l
’
 = 1x x+a k

’
 = (x)’+ 1

xa k
’ 

= 1 – 1
x2  x

1x
2= -2

c m  

Ejercicio 1.6. Calcule la derivada

a) 
x

3 1x
2
+                b) 1

1
x
x2

+
+                c) 

1x
x 3

2 +
-                d) 

1x x
1

2 + +

(x–n)’ = 1
xna k ’ 

          = –

          = –

          = (–n) x–n – 1

(x2 + 1)’x  – (x2 + 1)(x)’
x2

2x ·x – (x2 + 1)·1
x2

x2 – 1
x2 (xn)’ 

(xn)2

nxn – 1

x2n

Sean u = f (x)   y  y = g(x) funciones derivables donde el dominio de g con-
� ene el rango de f.
Entonces se � ene lo siguiente:

g ∘ f es derivable y {(g ∘ f )(x)}’ = g ’( f(x))f ’(x)

* Explicación: {(g ∘ f )(x)}’ = lim ( ( ) ( ))
h

g f x h xf
0h

+ -
"

                                           = lim
( ) ( )

( ( )) ( ( )) ( ) ( )
f x h f x

g f x h g f x
h

f x h f x
0h

$+
+ +

-
- -

"
 …  (1)

  Sean f(x) = u   y  f (x + h) – f(x) = l.

Una funcion derivable es con� nua (Véase Unidad III Clase 1.2).
Por lo tanto, liml

0h"
 = 0 y 

(1) =  lim ( ) ( ) lim ( ) ( )
l

g u l g
h

f x h f xu
0 0l h

$
+ - + -

" "
 = g ’(u)f ’(x) = g ’(f (x))f ’(x).

Lo anterior no es una demostración, porque l puede ser 0, por lo tanto la 

expresión ( ) ( )
l

g u l g u+ -  puede perder el sen� do.

Ejemplo 1.6. Calcule: {(2x2 + 3)4}’
Solución: Sean u = f (x) = 2x2 + 3   y   y = g(u) = u4.
Se � ene que (2x2 + 3)4 = (g ∘ f )(x). Por lo tanto
                    {(2x2 + 3)4}’ = g ’(f(x)) f ’(x) = (u4)’(2x2 + 3)’
                                         = 4u3 · 4x = 16x(2x2 + 3)3.

Ejercicio 1.7. Calcule la derivada:
a) (3x + 4)5            b) (2x2 – x)4            c) (x2 – x + 1)3            d) (5x2 – x + 1)6

Otra notación:

dx
dy

 = d
dy
u dx

du$ .

Se omite la demostra-
ción rigurosa.

Después de entender 
la fórmula, basta escri-
bir así: {(2x2 + 3)4}’
= 4(2x2 + 3)3 (2x2 + 3)’ 
= 4(2x2 + 3)3 · 4x 
= 16x(2x2 + 3)3 

Clase 5. Derivada de la función compuesta

Unidad IV • Lección 1 • Clase 5. Derivada de la función compuesta

Unidad IV. Lección 1. 
Clase 4
(Continuación)

Clase 5
(Continúa en la siguiente página)

 Ejercicio 1.7. (10 min). Solución
a) 5(3x + 4)4 (3x + 4)’= 15 (3x + 4)4

b) 4(2x2 – x)3 (2x2 – x)’ = 4(4x – 1)(2x2 – x)3

c) 3(x2 – x + 1)2 (x2 – x + 1)’ = 3(2x – 1)(x2 – x + 1)2

d) 6(5x2 – x + 1)5 (5x2 – x + 1)’ = 6(10x – 1)(5x2 – x + 1)5

Unidad IV • Lección 1 • Clase 5. Derivada de la función compuesta
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 Ejercicio 1.8
(10 min) Solución
a) y = f (ax + b) es la 

composición de u = 
ax + b y y = f (u).

 dx
d

 f (ax + b)
 = f ’(u) (ax + b)’
 = f ’(ax + b) ∙ a
 = af ’(ax + b).
b) y = {f (x)}n es la com-

posición de u = f (x) y 
y = g(u) = un

 dx
d

 {f (x)}n = g ’(u) 
f ’(x) = nun–1 f ’(x) = 
n{f (x)}n–1 f ’(x).

 Ejercicio 1.9
(10 min) Solución: 
{(h ∘ g ∘ f)(x)}’
= {(h ∘ g)(f(x))}’
= h ’(g(f(x)){g(f(x))}’
= h ’(g(f (x)))g ’(f (x))f ’(x)

[Hasta aquí Clase 5]
–––––––––––––––––––––

[Desde aquí Clase 6]

Fórmula de la derivada 
de la función inversa 
(10 min) *Explicación
La demostración no es 
difícil. Véase “Puntos de 
Lección”. Como la gráfi-
ca de y = f –1(x) es simé-
trica a la de y = f (x), se 
entenderán intuitiva-
mente con la figura.

 Ejemplo 1.7
(15 min)
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Ejercicio 1.8. Demuestre lo siguiente:

 dx
d  f (ax + b) = af ’(ax + b)      (a y b son constantes)

 dx
d  { f (x)}n = n{ f (x)}n – 1 f ’(x)     (n es un número entero)

Ejercicio 1.9. Demuestre lo siguiente.
Sean u = f (x),   v = g(u),   y = h(v)  derivables.
Si la composición h ∘ g ∘ f  está defi nida, entonces verifi que lo siguiente:

{(h ∘ g ∘ f )(x)}’ = h ’(g( f (x)))   g ’( f (x))   f ’(x) 

Son muy ú� les estas 
fórmulas.

Considere (h ∘ g)( f (x)).

Otra forma:

dx
dy

= d
dy

v du
dv

dx
du$ $

Sea f (x) una función derivable que � ene su inversa.

  Si f ’( f –1(x)) ≠ 0, entonces f –1(x) es derivable en x y { f –1(x)}’=

* Explicación: Se omite la demostración de derivabilidad. 
Si se conoce la derivabilidad, entonces derivando ambos lados de                   
f ( f –1(x)) = x por x, se � ene que f ’( f –1(x)) { f –1(x)}’ = 1.  

Luego {f –1(x)}’ =                      si f ’( f –1(x)) ≠ 0.

Ejemplo 1.7. Sea g(x) = x       (x ≥ 0). Encuentre g ’(x)   en x > 0.
Solución: Sea f (x) = x2   (x ≥ 0). Entonces g(x) = f –1(x)  y f ’( f –1(x)) ≠ 0 
cuando x > 0.
Por lo tanto, g ’(x) = {f –1(x)}’ =                   =                   =                     (x > 0)

Ejercicio 1.10. Sea h(x) = x3  en (–∞, ∞). Encuentre h ’(x) cuando x ≠ 0.

1. Encuentre la función inversa f –1(x).
 a)  f (x) = x5  b)  f (x) = log2 x  c)  f (x) = sen–1 x

2. Encuentre la composición g ∘ f  de u = f (x)  y   y = g(u).

 a)  f (x) = |x|,   g(u) = log3 u b)  f (x) = x + 1,   g(u) = 1
u

3. Calcule la derivada.
 a) (x – 1)(x3 + x2 + x + 1)    b) (x + 1)(x4 – x3 + x2 – x + 1)  

 c)   d) (x3 + 1)5         e) 

4. Sea g(x) = x-  (x ≤ 0).  Encuentre g ’(x) en x < 0.

Otra notación:

dx
dy  = 1

dx
dy

{ f –1(x)}’ = lim h
l

0h"

f ’( f –1(x)) = lim l
h

0l"
Véase Ejemplo 1.1

Clase 1

Clase 2

Clase 3

Clase 4, Clase 5

Clase 7

Clase 6. Derivada de la función inversa

Ejercicios de la lección

1
f ’(f –1(x))

1
f ’(f –1(x))

1
f ’(f –1(x))

x – 1
x3 + 1

1
(x2 + 1)3

1
2 · f –1(x)

1

2 x

Unidad IV • Lección 1 • Clase 6. Derivada de la función inversa • Ejercicios de la lección

(b,a)

(a,b)

y = f (x)

y = f –1(x)

y = xh

h

a

ab

b

l

l

Objetivo: Explicar la fórmula de la derivada de la función 
inversa.

Evaluación: Ejercicio 1.8

Unidad IV. Lección 1. 
Clase 5 (Continuación)

Clase 6

Ejercicios de la lección

 Ejercicio 1.10. (20 min) Solución 
Sea f (x) = x3. Entonces h(x) = f –1(x). Por lo tanto h’(x) = {f –1(x)}’

= 
'

1
f f x1-^ ^ hh  = 1

3 f x1 2-^ ^ hh  = 
3
1

x3 2           
3
1

x3 2=c m      (x ≠ 0)

Ejercicios de la lección. Solución en pág. 98.

Unidad IV • Lección 1 • Clase 6. Derivada de la función inversa • Ejercicios de la lección
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La derivada de seno
(10 min)

 Ejemplo 2.1
(5 min)

 Ejercicio 2.1
(10 min) Solución:
a) cos3x ⋅ (3x)’ = 3 cos3x       

b) 3 sen2x ⋅ (senx)’
     = 3sen2x cos x 

c) –
sen
sen '

x
x
2

^ h
 = –

sen
cos

x
x
2

d) 4sen3 3x ⋅ cos3x ⋅ (3x)’
     = 12sen3 3x cos3x

Derivada de coseno y 
tangente  (8 min)

 Ejemplo 2.2
(5 min)

 Ejercicio 2.2
(7 min) Solución
a) –sen3x ⋅ (3x)’ 
 = –3sen3x

b) 1
xcos 42

(4x)’ = 
cos 4x

4
2

c) – '
x

x
cos
cos

2
^ h

 = 
cos x

xsen
2

   

d) –
'

x
x

tan
tan

2
^ h

 = –
tan

1
x xcos2 2

 = – 1
xsen2

Objetivo: Encontrar la derivada de seno, coseno y tangente.
                        
Evaluación: Ejercicio 2.1 y 2.2
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[A] 

sen (a + b) 
= sena cosb + cosa senb
   (Unidad I)

cos h – 1

= cos 1
cos 1 cos 1

h
h h

+
+-^ ^h h

=
cos 1
cos 1

h
h2

+
-  = –

cos 1
sen

h
h2

+
 

lim sen
h

h
0h"

 = 1

    (Unidad II)

Forma más abreviada: 
(sen2x)’ = cos2x · (2x)’

       = 2 cos2x

cos 2x r+` j  = –sen x

(sen x)’ = cos x

Demostración: (sen x)’ = lim ( ) sensen
h

x h x
0h

+ -
"

  

 = lim 1
h0h"

 {sen x cos h + cos x sen h – sen x}

 = lim 1
h0h"

 {sen x (cos h – 1) + cos x sen h}

 = lim 1
h0h"

 {–sen x · 
cos 1

sen
h

h2

+
 + cos x sen h} 

 = lim
0h"

(–sen x · sen sen
h

h
h

h
cos 1

$
+

 + cos x · sen
h

h ) 

 = –sen x · 0 · 1 + cos x · 1 = cos x.

Ejemplo 2.1. Calcule: (sen 2x)’.
Solución: Sean u = f (x) = 2x  y  g(u) = sen u.   Se � ene que sen2x = (g ∘ f )(x). 

Por lo tanto, (sen 2x)’= g ’( f (x)) f ’(x) = (sen u)’ (2x)’ = cos u · 2

                                      = 2 cos 2x.

Ejercicio 2.1. Calcule:

a) (sen 3x)’            b)  (sen3 x)’            c)  sen
1

xa k ’            d) (sen4 3x)’  

(cos x)’ = –sen x,   (tan x)’ = 
cos

1
x2

Demostración: Como cos x = sen 2x r+` j , se � ene que:

(cos x)’ = {sen 2x r+` j }’ = cos 2x r+` j   2x r+` j ’ = –sen x

(tan x)’ = sen
x
x

cos
` j ’ =                                                    =                            =   

Ejemplo 2.2. Calcule.    a)  (cos 2x)’          b)  (tan2 x)’
Solución: a) (cos 2x)’ = –sen 2x · (2x)’ = –2 sen 2x

 b) (tan2 x)’= 2 tan x (tan x)’ = 2 tan x            =

Ejercicio 2.2. Calcule la derivada.
a) cos 3x  b) tan 4x  c) d) 

e) cos2 3x  f)   tan4 3x

Lección 2. Derivadas de las funciones trascendentales
Clase 1. Derivada de funciones trigonométricas

(sen x)’ cos x – sen x (cos x)’
cos2 x

cos2 x + sen2 x
cos2 x

2 sen x
cos3 x

1
cos2 x

1
cos x

1
tan x

1
cos2 x

Unidad IV • Lección 2 • Clase 1. Derivada de funciones trigonométricas

Unidad IV. Lección 2.
Clase 1

e) 2cos3x(–sen3x) (3x)’ = –6sen3x cos3x(= –3sen6x)

f) 4tan3 3x ∙ 
cos

1
x32

(3x)’ = 
cos 3

1 tan
x

x2 3
2

3
 (= 12(tan5 3x + tan3 3x))

Unidad IV • Lección 2 • Clase 1. Derivada de funciones trigonométricas
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[A]
Definición de la base 
del logaritmo natural. 
(10 min)

[B]
Derivada del logaritmo 
natural 
(15 min)

 Ejemplo 2.3
(5 min)

 Ejercicio 2.3
(15 min) Solución  

a) 1
x x3 +

(x3+x)’
     

   = 
x x
x3 1
3

2

+
+

b) 3 (lnx)2 1
x  = 3 ln

x
x 2^ h      

c) –
ln
ln '

x
x

2^
^
h
h

 = –
ln
1

x x 2^ h

d) Como ln 1
x  = –ln x,      

     (ln 1
x )’ = (–ln x)’

      = – 1
x     

otra manera:

1

1 '

x

xa
a
k
k

 = x 1
x2-b l  = – 1

x

64 Unidad IV • Lección 2 • Clase 2. Derivada de funciones logarítmicas

La Tabla 1.1 muestra  el valor 
de 1 h

1
h+^ h  en algunos 

valores de h. Como se parece, 

lim 1 h
1

0
h

h
+

"
^ h  existe.

Se omite demostración.

A este límite se le denomina base de logaritmo natural y se denota 
mediante e.

Como 0 < e ≠ 1, se puede usar e como base de logaritmo. Al loge x se le 
llama logaritmo natural y a veces se denota madiante ln x.

(ln x)’ = 1
x

Demostración: (ln x)’ = lim ( )
h

x h xln ln
0h

+ -
"

                                      = lim ln1 x h
h x0h

+
"

 = lim 1 1 ln 1
x
hx x

h
0h
$ +

"
a k    …(1) 

Ahora se pone x
h  = t. Entonces h → 0 ⇔ t → 0.

Por lo tanto (1) = 1
x lim ln t1

1

0
t

t
+

"
^ h  … (2)

Como lim 1 t
1

0
t

t
+

"
^ h  = e  y la función ln x es con� nua, (2) = 1

x ln e = 1
x .

Ejemplo 2.3. Calcule: {ln(x2 + 1)}’.

Solución: {ln(x2 + 1)}’ = 1
x 12 +^ h

 · (x2 + 1)’ = 2
x

x
12 +^ h

  

Ejercicio 2.3. Calcule la derivada.

a) ln (x3 + x)                   b) (ln x)3                   c) 1
xln                    d) ln 1

x     
  

[A] Base del logaritmo 
natural.

e = 2.718281… 

[B] Derivada del loga-
ritmo natural:
En la literatura más 
avanzada, se u� liza la 
notación log x.

ln a – ln b = ln b
a

(a, b > 0)

t ln a = ln at    (a > 0)

Clase 2. Derivada de funciones logarítmicas

 h 1 h
1
h+^ h   h 1 h

1
h+^ h  

 1 2  
 0.1 2.593742… – 0. 1 2.867971…
 0.01 2.704813… – 0. 01 2.731999…
 0.001 2.716923… – 0. 001 2,719642…

Tabla 1.1

lim 1 h e
1

0
h

h
+

"
=^ h

Objetivo: Encontrar la derivada del logaritmo natural. 

Evaluación: Ejercicio 2.3

Unidad IV. Lección 2.
Clase 2

Unidad IV • Lección 2 • Clase 2. Derivada de funciones logarítmicas
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[A]

 Ejemplo 2.4
(8 min)

Fórmula (5 min)

 Ejercicio 2.4
(10 min) Solución

a) 
ln3
1

x

b) 
1 ln5
2

x
x

2 +^ h

c) 3 log
ln

1x
x 2

12
1 2^ h

  = –
3

ln2
log
x

x
2
1 2^ h

                                                                                   

     ln2
3 log

x
x2 2

= -c ^ h m

d) 2log 1
1 ln 3

1
4x

x
x

3
1

4

4

3
$+

+
^

^
h

h

1 ln3

8 log 1

x

x x
4

3

3
1

4

= -
+

+

^
^
h

h
 

1 ln3
8 log 1

x
x x

4

3
3

4

= -
+

+e ^
^
h

h o

[B]

Fórmula (8 min)

 Ejemplo 2.5
(5 min)

Objetivo: [A] Resolver la derivación del logaritmo con 
cualquier base. 

 [B] Encontrar la derivada del logaritmo del valor 
absoluto.

Evaluación: [A] Ejercicio 2.4, [B] Ejercicio 2.5

65

[A]

U� lice la fórmula del 
cambio de base.

Se pone ln2 después de 
x para no confundir con 
ln (2x).

Esta fórmula no es para 
memorizar.

Cuando se trata de estas 
funciones, se en� ende 
que x no toma los valo-
res que hacen el argu-
mento 0 o nega� vo.

[B]

Ejemplo 2.4.  a) Exprese log2 x con ln x. 
                         b) Calcule: (log2 x)’.

 

Solución: a) log2 x = ln2
ln x    

  b) (log2 x)’ = ln2
ln x
a k ’ = ln

1
2 · 1

x  = ln2
1

x   

En general se � ene que 

(loga x)’ = ln
1

x a

Demostración: (loga x)’ = ln
ln x

aa k ’ = ln
1
a  · 1

x  = ln
1

x a .

Ejercicio 2.4. Calcule la derivada.
a) log3 x             b) log5 (x2 + 1)             c) (log

2
1  x)3             d) (log 1

3
 (x4 + 1))2  

(ln |x|)’= 1
x     donde x ≠ 0

Demostración: |x|= {
Caso 1:  x > 0. Entonces la fórmula es idén� ca a la de la Clase 2.

Caso 2:  x < 0. (ln |x|)’ = {ln (–x) }’ = 1
x- (–x)’

                                                              = 1
x- . (–1) = 1

x

Ejemplo 2.5. Calcule; (ln |x – 1|)’.

Solución: (ln |x – 1|)’ = 1
1

x -  · (x – 1)’ = 1
1

x -

Ejercicio 2.5. Calcule.
a) ln |x + 3|              b) ln |3x – 1|              c) ln |sen x|              d) ln |tan x|    

Nota: De la misma manera se � ene en general lo siguiente:

Si f (x) es derivable, entonces ln |f (x)| lo es también y

(ln|f (x)|)’ =           .

Clase 3. Derivada de funciones logarítmicas 2

Unidad IV • Lección 2 • Clase 3. Derivada de funciones logarítmicas 2

x           cuando  x > 0
–x         cuando  x < 0.

f ’(x)
f (x)

Unidad IV. Lección 2.
Clase 3

 Ejercicio 2.5. (9 min) Solución

a) 3
1

x +         b) 3x 1
3
-     c) cossen x

x  d) cos
tan x

x
1
2

 = cos
1

sen x x   sen x2
2=a k

Unidad IV • Lección 2 • Clase 3. Derivada de funciones logarítmicas 2
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 Fórmula (10 min)

 Ejemplo 2.6
(4 min)

 Ejercicio 2.6
(7 min) Solución:
a) e2x(2x)’ = 2e2x     
b) e–4x (–4x)’= –4e–4x    
c) ex2 – x(x2 – x)’
      = (2x – 1)ex2 – x

d) ecosx (cosx)’
       = –senxecosx

Nota (6 min)

 Ejemplo 2.7
(5 min)

Nota (3 min)

 Ejercicio 2.7
(10 min) Solución 

a) 2x ln 2     

b) 5x ln 5   

c) (ex2ln3)’
 = ex2ln3 ∙ 2x ln 3
 = x3x2 ∙ 2 ln 3  

d) (e senxln7)’
 = e senxln7 ∙ cosx ln 7
 = cosx7senxln 7

66

(e x)’ = e x  

Demostración: Sea f (x) = ln x. Entonces e x  = f –1(x).
Como f (x) es derivable, f –1(x) lo es también y se � ene que:

(e x)’ = ( f –1(x))’ =                    =               = e x  

Ejemplo 2.6. Calcule: (e3x)’.

Solución: (e3x)’= e3x (3x)’ = 3e3x

Ejercicio 2.6. Calcule la derivada.
a) e2x                b) e–4x                c) ex2 – x                d) e cos x  

Nota: De la misma manera se � ene lo siguiente:

Si f (x) es derivable, entonces e f (x) lo es y
(e f (x))’ = f ’(x) e f (x).

Ejemplo 2.7. Calcule: (3x)’.

Solución:  Como  3 = e ln 3  y 3x = ex ln 3, se � ene que:

                          (3x)’ = (ex ln 3)’ = ex ln 3 · (x ln 3)’ 

                                                   = 3x ln 3.

Nota: De la misma manera se � ene que:

(a x)’ = a x ln a         (0 < a ≠ 1)

Ejercicio 2.7. Calcule la derivada.
a)  2x                  b)  5x                  c)  3x2                  d)  7sen x 

Clase 4. Derivada de funciones exponenciales

Unidad IV • Lección 2 • Clase 2. Derivada de funciones exponenciales

1
f ’(f –1(x))

1
1 

f –1(x)

Objetivo: Explicar la fórmula de derivada de la función 
exponencial.

Evaluación: Ejercicio 2.6, 2.7

Unidad IV. Lección 2.
Clase 4

Unidad IV • Lección 2 • Clase 2. Derivada de funciones exponenciales
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Fórmula (15 min)
La condición x > 0 es 
esencial para definir xα 
únicamente y verificar-
se la ley de exponentes.

 Ejemplo 2.8
(5 min)

 Ejercicio 2.8
(10 min) Solución

a) 3
1 x 3

2-        b) x4
3

4
7

- -

c) 2x 2 1
-

- -

d) 11 'xx5 2 1 25 ++ -^ ^h h
     = 5 1x x2 2 5 1+ -^ h

 Ejemplo 2.9
(5 min)
Con esta manera no 
hay necesidad de sim-
plificar.

 Ejercicio 2.9
(10 min)
a) {(x2 + x + 1)–2}’
 = –2(x2 + x + 1)–3(x2   
        + x + 1)’ 
 = –2(2x + 1)(x2 + x + 

1)–3 
b) (x–10)’ = –10x–11

c) (sen–2 x)’
 = –2sen–3 x(sen x)’
 = –2sen–3 xcos x

 *Ejemplo 2.10 

Objetivo: Aplicar y explicar la fórmula de derivada de 
potencia de x.

                        
Evaluación: Ejercicio 2.8

67

Es la generalización de 
la fórmula (xn)’ = nxn – 1  
donde n ≥ 0 es entero.

Compare: 

– 
1

1

x
x

2 3

2 3

2
+

+
,

^

^

h

h

#

#

-

-
 

= –
1

1 13
x

x x
2 6

2 22

+

+ + ,
^

^

^h

h

h
  

= –
1x

x6
2 4+^ h

(xa)’ = axa – 1 donde x > 0, a es un número real.

Demostración:  Como x = e ln x   y  xa = ea ln x,  se � ene que:

                             (xa)’ = (ea ln x)’ = ea ln x · (a ln x)’ = xa · x
a  = axa – 1.

Ejemplo 2.8. Calcule: x 2^ h ’ , (x > 0).

Solución: x 2^ h ’ = 2 x 2 1-  

Ejercicio 2.8. Calcule la derivada, (x > 0).

a) x 3
1

                 b) x 4
3-                  c) x 2-                  d) x 12 5+^ h  

Ejemplo 2.9. Encuentre la derivada aplicando la fórmula anterior en 
lugar de la derivada del cociente en: 

1
1

x2 3+^ h

Solución: 
1

1
x2 3+^ h

' 1 ’ = {(x2 + 1)–3}’ = –3(x2 + 1)–4 (x2 + 1)’ 
   

                                           = –6x(x2 + 1)–4  
1

6x
x2 4= -
+

c
^ h

m . 

Ejercicio 2.9. Encuentre la derivada.

a) 
1

1
x x2 2+ +^ h

                   b) 1
x10                      c) 

sen
1

x2   

* Ejemplo 2.10. Calcule: (x sen x)’  donde x > 0.

Solución: Si x > 0, entoces x = e ln x  y 
  x sen x = e ln x · sen x.  Por lo tanto
          (x sen x)’ = (e ln x · sen x)’ = e ln x · sen x  (ln x · sen x)’ 

                                    = x sen x ln cosxsen
x x x+` j  

* Ejercicio 2.10. Calcule la derivada.
a) x cos x     (x > 0)          b)  (x2 + 1)tan x           c) xx   (x > 0)          d) x ln x    (x > 0)

Clase 5. Aplicación de la derivada de funciones exponenciales

Unidad IV • Lección 2 • Clase 5. Aplicación de la derivada de funciones exponenciales

Unidad IV. Lección 2.
Clase 5

 *Ejercicio 2.10. Solución
a) (xcosx)’ = (e ln x ∙ cos x)’ = e ln x ∙ cos x cos ln senx

x x x$-` j  = x cosx cos ln senx
x x x$-` j  

b) {(x2 + 1)tan x}’ = (e ln (x2 + 1) ∙ tan x)’ = (x2 + 1)tan x 
1

1
tan

cos
ln

x
x x

x
x2

2 2

2 +
+

+d ^ h n

c) (xx)’ = (ex ln x)’ = xx (lnx + 1)     d) (x l n x)’ = (e (ln x)2)’ = x ln x ∙ 2lnx
x  = 2 ∙ x ln x – 1 ∙ ln x

Unidad IV • Lección 2 • Clase 5. Aplicación de la derivada de funciones exponenciales
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Definición de la 
segunda y la tercera 
derivada (6 min)

 Ejemplo 2.11
(5 min)

 Ejercicio 2.11 
(10 min) Solución
a) f ’(x) = 3x2, f ’’(x) = 6x, 
     f ’’’(x) = 6 
b) f ’(x) = 2x, f ’’(x) = 2, 
     f ’’’(x) = 0

c) f ’(x) = f ’’(x)
             = f ’’’(x) = ex

d) f ’(x) = 1
x , f ’’(x) = – 1

x2 , 

f ’’’(x) = 
x
2
3

 
Definición de n-ésima 
derivada (6 min)

Por lo general a partir 
de la cuarta derivada se 
utiliza la notación f (n)(x).

 Ejemplo 2.12
(5 min)

 Ejercicio 2.12
(13 min) Solución
a) f ’(x) = –sen x,
 f ’’(x) = –cos x 
 f ’’’(x) = sen x,
 f (4)(x) = cos x

b) f ’(x) = (1 + x)ex,
 f ’’ (x) = (2 + x)ex

68 Unidad IV • Lección 2 • Clase 6. Derivadas de orden superior | Ejercicios de la lección

Otras notaciones:

dx
d

2

2
 f (x). Si y = f (x),

y ’’, dx
d y

2

2

.

f (1) (x) = f ’(x) 
f (2) (x) = f ’’(x) 
f (3) (x) = f ’’’(x) 

Sea f (x) una función derivable. Si f ’(x) es derivable, su derivada (f ’(x))’ 
se le denomina la segunda derivada de  f (x) y se denota mediante f ’’(x).

Es decir f ’’(x) = (f ’(x))’. De igual manera se defi ne la tercera derivada 
f ’’’(x) y así sucesivamente.

Ejemplo 2.11. Sea f (x) = x4. Encuentre f ’(x), f ’’(x)   y  f ’’’(x).
Solución: f ’(x) = (x4)’ = 4x3; f ’’(x) = (4x3)’= 12x2;  
                 f ’’’(x) = (12x 2)’ = 24x 

Ejercicio 2.11. Encuentre f ’(x), f ’’(x) y f ’’’(x)
a) f (x) = x3        b) f (x) = x2         c) f (x) = ex          d) f (x) = ln x  

Generalmente a la función obtenida después de derivar n veces la función 
f (x), se le denomina n-ésima derivada de f (x) y se denota mediante f (n)(x).

Otras notaciones: dx
d

n
n

 f (x). Si y = f (x), entonces y (n)  y dx
d y

n

n
 representan 

lo mismo. 

Ejemplo 2.12. Sea f (x) = sen x. Encuentre f (4) (x).
Solución: f ’(x) = (sen x)’ = cos x, f ’’(x) = (cos x)’ = – sen x,
f ’’’(x) = (–sen x)’ = –cos x, f (4) (x) = (–cos x)’ = sen x   (Respuesta).

Ejercicio 2.12. Encuentre la derivada del orden superior que se pide.
a) f (x) = cos x,    f (4) (x)  b) f (x) = xe x,    f (5) (x)
c) f (x) = e x sen x,    f (4) (x)

Clase 6. Derivadas de orden superior

1. Calcule la derivada.
 a) cos –2 x  b) sen x cos 2x  c) sen(cos x)

 d) ln(sen x)  e) cos(ln x)  f) ln
1x

x
2 +

  

 g) e sen2 x   h) 3ln x   i) (sen x) 3

 j) sen x ·  ln x

*2. Encuentre la derivada de orden superior indicada.
       f (x) = x(x – 1)…  (x – n + 1),    f (n)(x)
       (n es un número natural)
     

Clase 1

Clase 2, Clase 3

Clase 4, Clase 5

Clase 6

Ejercicios de la lección

Objetivo: Definir derivadas de orden superior.

Evaluación: Ejercicio 2.11, 2.12

Unidad IV. Lección 2.
Clase 6

Ejercicios de la lección

 f ’’’(x) = (3 + x)ex,
 f (4)(x) = (4 + x)ex

    f (5)(x) = (5 + x)ex

c) f ’(x) = ex (sen x + cos x)
    f ’’(x) = 2ex cos x

    f ’’’(x) = 2ex (cos x – sen x)
   f (4)(x) = –4ex sen x

Ejercicio de la Lección. 
Soluciones en pág. 98

Unidad IV • Lección 2 • Clase 6. Derivadas de orden superior | Ejercicios de la lección
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La definición de la tan-
gente y los problemas de 
encontrar la tangente se 
trataron en la Unidad III.
El único aspecto nuevo 
es que las funciones son 
trascendentales.

 Ejemplo 3.1
(15 min)

 Ejercicio 3.1
(30 min) Solución: 
a) Sea f (x) = lnx. f ’(x) = 1

x
 La pendiente: f ’(1) = 1
 La tangente: y – 0 = 1 ∙ 

(x – 1), y = x – 1
 (Respuesta)
b) Sea  f (x) = sen x.
         f ’(x) = cos x
 La pendiente:

       f ’ 6
r` j = 2

3

 La tangente:

    y – 2
1  = 2

3 x 6
r-` j ,  

   y = 2
3 x – 3

12
r  + 2

1    

 (Respuesta)
c) Sea f (x)  = tan2 x.

  f ’(x) = 
cos 2

2
x2

 La pendiente: f ’ 8
r` j = 4

 La tangente:
     y – 1 = 4 x 8

r-` j  
    y = 4x – 2

r  + 1 

    (Respuesta)

d) Sea f (x) = 
1

1
x + .

 f ’(x) = –
1

1
x 2+^ h

 La pendiente: f ’(0) = –1
 

Objetivo: Encontrar la tangente de una función.
                        
Evaluación: Ejercicio 3.1 a)

69

La recta cuya pendien-
te es m y que pasa por 
(a, b):

y – b = m(x – a)
(Mat. I Unidad IV).

Véase Ejemplo 2.2 
(Unidad III)

Ejemplo 3.1. Encuentre la tangente a la gráfi ca de y = ex en el punto 
(0, 1).

Solución: Sea f (x) = ex. Entonces
                  f ’(x) = ex y f ’(0) = e0 = 1 (pendiente de la tangente).
         Le ecuación de la tangente es:
                  y – 1 = 1 · (x – 0), y = x + 1  (Respuesta)

Ejercicio 3.1. Encuentre la tangente en el punto indicado.

a)  y = ln x,    (1, 0)  b)  y = sen x,    , 1
26

r
a k

c) y = tan 2x,    8 ,1r` j   d)  y = 1
1

x + , (0,1)

* Ejemplo 3.2. Encuentre la tangente a la gráfi ca de y = ex que pasa 
por el origen.

Solución:  Sea (a, ea) el punto de tangencia.  
 Como y ’= ex,  la pendiente de la tangente es ea.
 Como la pendiente pasa por el punto (a, ea), la ecuación es 

y – ea = ea (x – a),
 Esta recta para por el origen (0, 0).
 Luego 0 – ea = ea (0 – a), (a – 1) ea = 0,
 Como ea > 0, a = 1. La tangente es:
  y – e = e(x – 1), y = ex   (Respuesta).

* Ejercicio 3.2. Encuentre la tangente que pasa por el punto indicado.

a) y = ex, (–1, 0)       b)  y = 1
x ,    (3, –1) 

* Ejemplo 3.3. Encuentre la tangente a la gráfi ca y = ln x cuya pendien-
te es 2.

Solución: La pendiente es y ’= 1
x  = 2, por lo tanto, el punto de tangencia es  

( 1
2 , – ln 2). 

Luego la tangente es: y – (–ln 2) = 2(x – 1
2 ),  y = 2x – 1 – ln 2 (Respuesta)

 * Ejercicio 3.3. Encuentre la tangente que � ene la pendiente indicada.

a) y = 1
1

x - , pendiente – 1       b)  y = tan x (– 2
r  < x < 2

r ), pendiente 4.
 

Lección 3. Aplicación de derivada
Clase 1. Tangente

Unidad IV • Lección 3 • Clase 1. Tangente

1

y

x

y = ex

l
m

Unidad IV. Lección 3.
Clase 1

La tangente: y – 1 = –1 (x – 0), y = –x + 1            
                      (Respuesta)

 *Ejemplo 3.2

 *Ejercicio 3.2. Solución en pág. 99.

 *Ejemplo 3.3

 *Ejercicio 3.3.
Solución en pág. 99 

Unidad IV • Lección 3 • Clase 1. Tangente
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Teorema del valor 
medio (10 min)
Cuando f (x) no es cons-
tante ni función de primer 
grado, se puede tomar c el 
punto donde la siguiente 
función toma el máximo o 
el mínimo en [a, b]; 

F(x) = f (x) – 
( ) ( )
b a

f b f a
-
- x.

Teorema (10 min)

Demostración (25 min)
En el problema de la 
unidad B hay problema 
de aplicación del teorema 
del valor medio.

[Hasta aquí Clase 2]
–––––––––––––––––––––

[Desde aquí Clase 3]

En esta clase lo que se 
utiliza posteriormente es 
el segundo teorema.

Definición de convexi-
dad (10 min)
Basta que los estudiantes 
puedan reconocer la con-
vexidad intuitivamente: 

70

Ya se u� lizó este Teore-
ma en la Unidad III.

También se dice que 
f (x) es cóncava hacia 
arriba o abajo.

Teorema del valor medio
 Sea f (x) una función con� nua en [a, b] y derivable en (a, b).

Entonces existe c ∈ (a, b) tal que                      = f ’(c)

Se omite demostración.

Explicación:                      representa la pendiente de la recta AB.

f ’(c) representa la pendiente de la tangente en (c, f (c)). Dos rectas son 
paralelas. 

Aplicando este teorema, se � ene que:

Teorema 3.1 
Si f (x) es con� nua en [a, b] y derivable en (a, b)  y f ’(x) > 0 (respec-
� vamente f ’(x) < 0) en (a, b), entonces f (x) es creciente (respec� va-
mente decreciente) en [a, b].

Demostración: Sean a ≤ a < b ≤ b. Aplicando el Teorema del valor medio 

en [α, b], se � ene que                      = f ’(c) donde a < c < b.

Si f ’(c) > 0 (respec� vamente f ’(c) < 0), entonces f (a) < f (b) (respec� va-
mente  f (a) > f (b)).

Defi nición 3.1 Convexidad
Sea f (x) una función con� nua en [a, b]. Se dice que la gráfi ca C de y = 
f (x) es convexa hacia abajo (convexa hacia arriba) cuando C cumple 
la siguiente condición:
Para cualquier [a, b] ⊂ [a, b], se toman P(a, f (a))  y  Q(b, f (b)) en C. 
La parte de C comprendida entre x = a y x = b excluidos P y Q está 
abajo (respec� vamente arriba) de la recta PQ, es decir para cual-
quier c ∈ (a, b), f (c) < d (respec� vamente f (c) > d), 

(d = f (a) + 
c
b a

b
-
-

  (f (b) – f (a)) es la coordenada y del punto R).

Clase 2. Teorema del valor medio

Clase 3. Convexidad de la gráfi ca

f (b) – f (a)
b – a

f (b) – f (a)
b – a

f (b) – f (a)
b – a

B

A

a c b x

y
y = f (x)

Convexo hacia abajo Convexo hacia arriba
y

S(c, f(c))

P(a, f(a))

R(c, d) Q(b, f(b))

Q(b, f(b))

S(c, f(c))

R(c, d)

R(a, f(a))

a b

y

x xx = ca bx = c

Unidad IV • Lección 3 • Clase 2. Teorema del valor medio • Clase 3. Convexidad de la gráfi ca

Objetivo: Aplicar el teorema del valor medio a la variación de 
función 

Evaluación: Ser capaz de reproducir la demostración del segundo teorema.

Objetivo: Entender la definición de convexidad y su criterio 
por f ’’(x).

Evaluación: Ejemplo 3.4 y ser capaz de reproducir el segundo teorema.

Unidad IV. Lección 3. 
Clase 2

Clase 3
(Continúa en la siguiente página)

convexo                                                    convexo
hacia abajo                                              hacia arriba

x = c

x = a x = b

x = c

x = a x = b

Unidad IV • Lección 3 • Clase 2. Teorema del valor medio • Clase 3. Convexidad de la gráfica
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 Ejemplo 3.4 
(10 min)

No es necesario com-
probar la definición 
con el cálculo como lo 
siguiente:
a) La recta pasa por
 P(a, a2) y Q(b, b2):
 y = (a + b)x – ab.
 Sean a < r <β,
 R(r, (a + b)r – ab) y 
 Q(r, r2). Entonces 
 {(a + b)r – aβ} – r2 
 = –(r – a)(r – b) > 0.

Teorema (5 min)
Sería una manera de 
explicar el teorema con 
el Ejemplo 3.5

 Ejemplo 3.5
(10 min)
Basta la comprensión 
intuitiva.

Teorema (10 min)
71

Ejemplo 3.4. Inves� gue la convexividad.
a) y = x2            b) y = –x2            c) y = sen x      (0 ≤ x ≤ 2r)

Solución: 
a)                                        b)                                       c) 

Teorema 3.2 
Sea f (x) una función con� nua en [a, b] y derivable en (a, b).
f (x) es convexa hacia abajo   ⇔   f ’(x) es creciente
(respec� vamente arriba)              (respec� vamente decreciente)
en [a, b]                                             en (a, b)

Ejemplo 3.5. Confi rme el Teorema con las funciones del Ejemplo 3.4.
Solución:
a) y ’= 2x es creciente      b) y ’ = –2x es decreciente    c) y ’ = cos x
    en (–∞, ∞)                        en (–∞, ∞)                            decreciente [0, r]
                                                                                                  creciente [r, 2r] 

Teorema 3.3
Sea f (x) una función con� nua en [a, b] y derivable hasta dos veces 
en (a, b). Entonces
      f ’’(x) > 0 en (a, b)  ⇒  f (x) es convexa hacia abajo.
        f ’’< 0 en (a, b)  ⇒  f (x) es convexa hacia arriba.

Demostración: 
f ’’(x) > 0  en  (a, b) ⇒  f ’(x) es creciente en (a, b)
 ⇔  f (x) es convexo hacia abajo
f ’’(x) < 0  en (a, b) ⇒  f ’(x) es decreciente en (a, b)
 ⇔  f (x) es convexo hacia arriba.

Convexo hacia abajo en [r, 2r]
Convexo hacia arriba en [0, r]

Convexo hacia abajo
en (–∞, ∞)

a b
a b

a b

r 2r
x

y

y = sen x

y = x2 a b

y

x

y = –x2

Convexo hacia arriba
en [–∞, ∞]

Convexo hacia arriba
en (–∞, ∞)

x

y

y ’ representa la pen-
diente de la tangente.

a b
a b

a b

a b

x

y
y y

x

x

Unidad IV • Lección 3 • Clase 3. Convexidad de la gráfi ca

Clase 3
(Continuación)

Unidad IV • Lección 3 • Clase 3. Convexidad de la gráfica
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Definición (5 min)

 Ejemplo 3.6
(20 min)
Lo importante es la condi-
ción necesaria del punto 
de inflexión.
Que f ’’(c) = 0 no nece-
sariamente significa que    
(c, f (c)) es el punto de in-
flexión como muestra el 
ejemplo f (x) = x4   

 Ejercicio 3.4
(20 min) Solución
a) y ’ = 3x2 – 6x = 0,  x = 0, 2 
   y ’’= 6x – 6 = 0,  x = 1.

 x  0  1  2
 y ’ + 0 – – – 0 +
 y ’’ – – – 0 + + +
 y  0  –2  –4 
   Máx.     punt.     min.
               rel.       infl.       rel.

72

Del úl� mo Teorema de 
la Clase 3 se sabe que:
f ’’(x) cambia de signo 
en  x = c ⇒ (c, f (c)) es 
punto de infl exión.

Crece y convexa 
hacia arriba.

Decrece y convexa 
hacia arriba.

Decrece y convexa 
hacia abajo.

Crece y convexa 
hacia abajo.

Unidad II Clase 1.7

Defi nición 3.2 PUNTOS DE INFLEXIÓN
Sea f (x) una función con� nua. Al punto P(c, f (c)) de la gráfi ca de y = 
f (x) se le denomina punto de infl exión, si existen intervalos [a, c]  y 
[c, b] tales que 
  f (x) es convexa hacia abajo (respec� vamente arriba) en [a, c]  y
  f (x) es convexa hacia arriba (respec� vamente abajo) en [c, b].

Ejemplo 3.6. Inves� gue los extremos rela� vos y convexidad de                
y = x3 – 3x y haga la gráfi ca.

Solución:  y ’ = 3x2 – 3 = 3(x + 1)(x – 1)
                  y ’ = 0  ⇔  x = ±1.                             y ’’ = 6x.     y ’’= 0  ⇔  x = 0

 x  –1  0  1 
 y ’ + 0 – – – 0 +
 y ’’ – – – 0 + + +
 y  2  0  – 2
   Máx.  Punto  Mín.
   rel.  infl .  rel. 

Ejercicio 3.4. Inves� gue los extremos rela� vos y convexidad y haga 
la gráfi ca.

a) y = x3 – 3x2                          b) y = –x3 – 3x2          

c) y = x3                                    d) y = tan x,    (– 2
r  < x < 2

r )  

Ejemplo 3.7. Inves� gue los extremos rela� vos, la convexidad y las 
asíntotas de     y = e – x2 y haga la gráfi ca. 

Solución: y ’ = –2xe – x2,   y’ = 0  ⇔  x = 0

           y ’’ = –2e – x2 + 4x2 e – x2,   y ’’= 0  ⇔  x = ±
2

1 .

 x  –
2

1    0  
2

1   

 y ’ + + + 0  – – –

 y ’’ + 0 – – – 0 +

 y  1
e

   1  1
e

  

   Punto  Máx.   Punto
   infl .  rel.  infl . 

Clase 4. Punto de infl exión

Clase 5. Gráfi ca 1 (Funciones exponenciales)

lim
h"3

y = lim
h" 3-

y = 0,

por lo tanto la recta 
y = 0 es la asíntota.

–2

2

–1 1

y

x

y

x1
2

1

1
2

–

(c, f (c))

(c, f (c))

Unidad IV • Lección 3 • Clase 4. Punto de infl exión • Clase 5. Gráfi ca 1 (Funciones exponenciales)

Objetivo: Definir el concepto del punto de inflexión y aplicarlo 
en la gráfica.

Evaluación: Ejercicio 3.4

Objetivo: Hacer gráficas de funciones exponenciales.

Evaluación: Ejercicio 3.5 a)

Unidad IV. Lección 3.
Clase 4

Clase 5
(Continúa en la siguiente página)

Incisos b, c y d solución en pág. 
99.

[Hasta aquí Clase 4]
–––––––––––––––––––––

1

–1

–1 1 2 3 4

–2

–3

–4

2

x

y

[Desde aquí Clase 5]

 Ejemplo 3.7. (20 min)

x

y

Unidad IV • Lección 3 • Clase 4. Punto de inflexión • Clase 5. Gráfica 1 (Funciones exponenciales)
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 Ejercicio 3.5 
(25 min) Solución 
a) y ’ = (1 + x) ex = 0, x =  –1
    y ’’ = (2 + x) ex = 0, x = –2
 

 x  –2  –1 
 y ’ – – – 0 +
 y ’’ – 0 + + +
 y  

e
2

2-   1
e-   

 

   punt.   min.
   infl.  rel.

limx" 3- xex = 0,
            y = 0 es la asíntota.
limx"3 xex = ∞

Inciso b) solución en pág. 
100.

[Hasta aquí Clase 5]
–––––––––––––––––––––

[Desde aquí Clase 6]

 Ejemplo 3.8
(20 min)

 Ejercicio 3.6
(25 min)
Solución en pág. 100

[Hasta aquí Clase 6]
–––––––––––––––––––––

[Desde aquí Clase 7]

 Ejemplo 3.9 
(20 min)

Objetivo: Hacer gráficas de funciones racionales.

Evaluación: Ejercicio 3.6

Objetivo: Encontrar el número de distintas soluciones reales 
utilizando la gráfica.

Evaluación: Ejercicio 3.7

73

Ejercicio 3.5. Haga la gráfi ca inves� gando los extremos rela� vos, la 
convexidad y las asíntotas.

a) y = xe x                                b) y = xe – x2

Cuando f (x) = g (x) + ( )
( )
x
x

l
h

 

donde g (x), h (x) y l (x) 
son polinomios tal que 
deg h(x) < deg l(x), en-
tonces

lim
h"3

{f (x) – g (x)} =

lim
h" 3-

{f (x) – g (x)} = 0.

Véase Unidad III Clase 
2.9

y = 2x y x = 0  son las 
asíntotas.

Ejemplo 3.8. Inves� gue los extremos rela� vos, la convexidad y las    

asíntotas de  y = 1
x

x2 +  y haga la gráfi ca.

Solución: y = x + 1
x ,  y ’ = 1 – 1

x2 ,  y ’ = 0  ⇔  x = ±1 

                     y ’’= x
2

3    

 x  –1   0  1 
 y ’ + 0 – / – 0 +
 y ’’ – – – / + + +
 y  –2  /  2  
   Máx    Mín.
   rel.    rel. 

limx"3 (y – x) = limx" 3- (y – x) = 0, por lo tanto  la recta y = x es una asíntota.

La otra  es x = 0, y lim
0x" +

y = ∞, y lim
0x" -

y = –∞. 

Ejercicio 3.6. Haga la gráfi ca inves� gando los extremos rela� vos, con-
vexidad y las asíntotas.

a) y = 1
x

x2 -              b) y = x2 – 1
x   

Ejemplo 3.9. Sea 2x3 – ax2 + 1 = 0     …(1)  una ecuación en x donde 
a es un número real. Inves� gue el número de dis� ntas soluciones reales 
en (1).
Solución: x = 0 no es una solución de (1).

Por lo tanto (1) equivale a 1
x

x2
2

3 +  = a   …. (2).

Sea y = 1
x

x2
2

3 + ,   y = 2x + 1
x2 ,    y ’ = 2 – 2

x3 .

y ’ = 0  ⇔  x = 1 cuando x toma el valor real.
 x  0   1 
 y ’ + / – 0   +
 y ↗ / ↘ 3 ↗

limx" 3- y = –∞, limx"3 y = ∞,  lim
0x" -

y = lim
0x" +

y = ∞

Clase 6. Gráfi ca 2 (Funciones racionales)

Clase 7. Aplicación a la ecuación

2

–2

–1
1

y

y = x

x

y = 2x

y = a

1

3

–1

y

x

Unidad IV • Lección 3 • Clase 6. Gráfi ca 2 (Funciones racionales) • Clase 7. Aplicación a la ecuación

Unidad IV. Lección 3. 
Clase 5 (Continuación)

Clase 6
Clase 7
(Continúa en la siguiente página)

x

y

2
e2–

1
e–

–2 –1

Unidad IV • Lección 3 • Clase 6. Gráfica 2 (Funciones racionales) • Clase 7. Aplicación a la ecuación
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 Ejercicio 3.7
(25 min) Solución
a) 4x3 – ax2 – 1 = 0 ⟺ 

4x – 1
x2  = a

 Sea y = 4x – 
1
x2 .  

 y ’ = 4 + 
x
2
3  = 0,

 x = – 2
1

3

 x  –
2
1

3   0 

 y ’ + 0 – / +
 y ↗  p  ↘ / ↗
 

p = – 433  

limx" 3- y = –∞,  limx"3 y = ∞
lim

0x" -
y = lim

0x" +
y = –∞

 a a < p a = p p < a
 # de 3 2 1
 sol.

Inciso b) solución en 
pág. 101

[Hasta aquí Clase 7]
–––––––––––––––––––––

[Desde aquí Clase 8]

Definición: la velocidad 
y la aceleración.
(10 min)

74

(El número de dis� ntas soluciones reales de (1)) = (El de (2)) = (El número 

de dis� ntos puntos comunes de dos gráfi cas y = 1
x

x2
2

3 +     y    y = a)
Luego,

 a a < 3 a = 3 3 < a
 Número sol. 1 2 3

Ejercicio 3.7. Inves� ge el número de las dis� ntas soluciones reales de 
la ecuación, donde a es es un número real.
a) 4x3 – ax2 – 1 = 0                 b) ae  x – x = 0

Cuando no hay cambio 
de velocidad, velocidad 
= (diferencia de coode-
nadas) / (diferencia del 
� empo).
Cuando hay cambio se 
toma límite.

t = 0        2 m/s hacia arriba 
            5 m 
     0

         x

Que la velocidad hacia 
arriba es 2 m/s es que la 
velocidad hacia el eje x 
(hacia abajo) es –2 m/s.

 

Defi nición 3. 3
Sea P un punto que se mueve en una recta numérica. Se supone 
que la coordenada x de P está dada como una función derivable del 
� empo t : x = f(t).
Entonces la velocidad de P es d

dx
t  y si f(x) posee f ’’,  entonces la 

aceleración de  P es x
dt
d

2

2
.

Ejemplo 3.10. Cuando un objeto cae por la gravedad, su aceleración 
es alrededor de 9.8 m/s2, si se ignora la resistencia del aire.
a) Si la velocidad en el � empo t = 0 fue 2 m/s hacia arriba, ¿cuánto es la 

velocidad hacia abajo en el � empo t (segundos)?
b) Si la posición en el � empo t = 0 fue 5 m del punto 0 hacia arriba, ¿cuál 

es la posición en el � empo t (segundos) midiendo desde 0 hacia abajo?

Solución: Sea x(t) m la coordenada del punto en el � empo t (el origen es 0 
y la orientacion es hacia abajo). Sea y m/s la velocidad.

a)   x
dt
d

2

2
 = 9.8, por lo tanto

 y = d
dx

t  = ∫ 0
t 9.8 dt – 2 = 9.8 t – 2 (Respuesta)

b)   x = ∫ 0
t y dt – 5 = 4.9 t2 – 2t  – 5 (Respuesta)

Ejercicio 3.8
a) Si se cae un objeto del techo del edifi cio de 19.6 m de altura,  
 ¿cuántos segundos tarda en llegar a la � erra?
b) Un coche está acelerando la velocidad con 2 m/s2 de aceleración. Ahora 

la velocidad es 5 m/s. 
 ¿Cuántos metros va a correr en 4 segundos a par� r de ahora. Se supo-

ne que el coche corre en línea. 

Clase 8. Velocidad y aceleración en la recta

Unidad IV • Lección 3 • Clase 8. Velocidad y aceleración en la recta

Objetivo: Explicar la definición de la velocidad y la aceleración 
en la dimensión uno.

Evaluación: Ejercicio 3.8

Unidad IV. Lección 3. 
Clase 7
(Continuación)

Clase 8

 Ejemplo 3.10 (20 min) 
Es la situación en que se lanzó un objeto hacia arriba

 Ejercicio 3.8 (15 min). Solución en pág. 101

1
23–

p

x

y

Unidad IV • Lección 3 • Clase 8. Velocidad y aceleración en la recta
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Definición de la velo-
cidad y la aceleración  
en el plano (5 min)

 Ejemplo 3.11
(20 min)

 Ejercicio 3.9
(10 min) Solución
OP = (rcosωt, rsenωt) 
a) p ∙ y = rcosωt ∙              
 (–rωsenωt) + rsenωt 

∙ rωcosωt = 0. Como 
p ≠ 0  y  y ≠ 0, p ⊥ y.

 |y|=
sen cosr t r t2 2~ ~ ~~- +^ ^h h  

= r2 2~  = r|ω|      
 |p| = r, por lo tanto
 |y| = |ω||p|

b) a = –ω2(rcosωt, 
rsenωt) = –ω2p,    
|a| = rω2

 Ejercicio 3.10
(10 min) Solución 
Sea t el tiempo.
Se toma el centro como 
origen y el eje x de 
modo que el objeto está 
en (5, 0) cuando t = 0.
Sea ω la velocidad an-

gular. ω  = 10
2r  = 5

r .
Las coordenadas del ob-
jeto son p = (5cos 5

r t, 
5sen 5

r t), 

Objetivo: Explicar la velocidad y la aceleración del movimiento 
circular uniforme a través de derivada.

Evaluación: Ejercicio 3.9, 3.10

75

Se supone que son de-
rivables.

a = dt
d y 

A ω se le llama veloci-
dad angular.

Defi nición 3.4 Velocidad y aceleración en el plano
Sea P un punto que se mueve en el plano y sean (x(t), y(t)) las coor-
denadas de P en el � empo t. 

La velocidad de P es el vector       y = ,d
dx

d
d

t t
y

a k .

La aceleración de P es el vector a = ,d
d x

d
d y

t t2

2

2

2

d n .

Ejemplo 3.11. Un punto P está rotando en la circunferencia con el 
centro (0, 0) y el radio r. Sus coordenadas están dadas por (r cos ωt, r sen 
ωt), donde ω es un número real y t representa el � empo. 
 Encuentre la velocidad y de  P.
 Encuentre la aceleración a  de   P.

Solución:

 a)  y = dt
d   (r cos ωt, r sen ωt)

                     = (– r ω sen ωt, rω cos ωt) 

 b)  a = dt
d   y = (–rω2  cos ωt, –rω2 sen ωt) = –rω2(cos ωt, sen ωt).

Ejercicio 3.9. En el Ejemplo 3.11, sea p el vector OP. Demuestre los 
siguientes:
a)  p ⊥ y  y   |y|=|ω||p|             b) a = – ω2 p   y   |a|= r ω2.

Ejercicio 3.10. Un objeto gira en la circunferencia del radio 5 m, tar-
dando 10 segundos en dar una vuelta. Encuentre las magnitdes de su ve-
locidad en m/s y su aceleración en m/s2.

Clase 9. Movimiento circular uniforme

Unidad IV • Lección 3 • Clase 9. Movimiento circular uniforme

y

P
a

O

Unidad IV. Lección 3.
Clase 9

Velocidad y = (– πsen 5
r t, πcos 5

r t),   |y| = π  (m/s)

Aceleración a = (– 5
2r  cos 5

r t, – 5
2r  sen 5

r t),   |a| = 5
2r   (m/s)

Unidad IV • Lección 3 • Clase 9. Movimiento circular uniforme
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1. Sea f (x) = y
 a) f ’(x) = –sen x,

  f ’ 3
2
ra k  = – 2

3

  y – 2
1-a k  = – 2

3

  x 3
2
r-a k , y = – 2

3

  x + 
3
r  – 2

1

b) f ’(x) = 3e3x, f ’(0) = 3                        
 y – 1 = 3x, y = 3x + 1

c) f ’(x) = cos
1

y ,

 f ’ 2
3c m  = 1

cos 3
r  = 2

 y – 3
r  = 2 x 2

3
-c m ,                   

 y = 2x – 3  + 3
r

Inciso 2a solución en pág. 
101. Incisos 2b, 3 en pág. 
102 y 4 solución en pág. 103.

[Hasta aquí Ejercicios de 
la lección]

–––––––––––––––––––––
[Desde aquí problemas 

de la unidad]

Problemas de la Uni-
dad  “A”
1. f ’(x) = cos x,
 f ’’(x) = –sen x,
 f ’’’(x) = –cos x
   f (4)(x) = sen x = f (x), 

por lo tanto
 f (4n)(x) = f (x) = sen x,     
 f (4n+1)(x) = f ’(x) = cos x,
 f (4n+2)(x) = f ’’(x)
           = –sen x
 f (4n+3)(x) = f ’’’(x)
                               = –cos x.

76

1. Encuentre la tangente en el punto indicado.

 a) y = cos x, ( 3
2
r, – 2

1 )  b) y = e3x, (0, 1)

 c) y = sen–1 x, ( 3
2 , 3
r )    (–1 ≤ x ≤ 1, – 2

r  ≤ y ≤ 2
r )

2. Haga la grafi ca inves� gando los extremos rela� vos, la convexidad y las 
asíntotas.

 a) y = x2 ex     b) y = 4x + 1
x 1-

3. Inves� gue el número de dis� ntas soluciones reales con respecto al nú-
mero real a.

 a) x3 – ax2 – x + 1 = 0  b)  ln x – x
a

2  = 0   (x > 0)

4. La coordenada del punto P, que se mueve en la recta numérica, está 
dada por x(t) = t3 – 9t2 + 4t – 5     (t: � empo).

 a) Encuentre la velocidad (y) y la aceleración (a) en el � empo t = 1.

 b) Encuentre la velocidad mínima  (t  ∈  (–∞, ∞))

1. Sea f (x) = sen x. Encuentre f (4n) (x), f (4n + 1) (x), f (4n + 2) (x) y  f (4n + 2) (x) 
donde n es un número entero no nega� vo.

2. a)  Calcule {(ax + b)n}’ donde a ≠ 0 y n es un número natural.

b)  Encuentre ∫ (ax + b)n dx donde n es un número entero no nega� vo 
y a ≠ 0.

Clase 1

Clase 5, Clase 6

Clase 7
En b) u� lice
          lim

0h" +
x2  ln x = 0

(véase Unidad II Clase 1.7)

Clase 8

f (0) (x) signifi ca f (x).

Ejercicios de la lección

Problemas de la Unidad A

Unidad IV • Lección 3 • Ejercicios de la lección • Problemas de la Unidad A

Unidad IV. Lección 3.
Ejercicios de la lección

Problemas de unidad
(Continúa en la siguiente página)

2. a) n(ax + b)n – 1 (ax + b)’ = an(ax + b)n – 1   

 b) De a) {(ax + b)n + 1}’ = a(n + 1) (ax + b)n,

          por lo tanto ∫ (ax + b)n dx = 1
1

a n +^ h  (ax + b)n + 1 + C 

       (C: constante)

Unidad IV • Lección 3 • Ejercicios de la lección • Problemas de la Unidad A
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Soluciones:
1.
a) La aceleración del mo-

vimiento circular uni-
forme es rω2 (Clase 9 
Ejercicio 3.8).

 Sea g ’ (m/s2) la acele-
ración de gravedad en 
la posición del satélite. 
Se tiene que:

 g:g ’ = 1
R2  : 1r2 ,

 g ’ = R
r2

2
g

 Luego rω2 = R
r2

2
g,   

 r = R g2
23

~
 (Respuesta)

b) La velocidad angular de 
la tierra es 2

x x60 60 24
r  

= 
3 x 4 x 53 3 2

r (rad/s), lo 

que es igual a ω. Por lo 
tanto,

 r = 3 x 4 x 5 R g2

6 6
23 4

r
 

 = 32 x 42 x 5 5 R g2
23

r
 (Respuesta)
 Sustituyendo los valores 

indicados, se tiene que:
 r = 32 x 42 x 5 x 104 x

3.14
5 x 6.378 x 9.8

2
3 2

 ≈ 4.2 x 107 (m)
 Respuesta: 42000 km.

2. Sea t (segundos) el 
tiempo.

 Sea x(t) (cm) el radio 
de la superficie del 
agua. Sea V(t)  (cm3) la 
cantidad del agua.

77

1. Hay un satélite que rota alrededor de la � erra en una órbita circular. La 
propulsión viene de la fuerza de gravedad, es decir, la aceleración del 
movimiento circular uniforme es igual a la aceleración de gravedad, 
que está en razón inversa al cuadrado de la distancia desde el centro 
de la � erra. 

a. Exprese el radio r (metros) de la órbita con los datos siguientes:
 R (metros): el radio de la � erra.
 ω(radianes/segundo): la velocidad angular del satélite.
 g(metros/segundo2): la aceleración de gravedad en la superfi cie te-

rrestre.

b. Suponga que esto es un satélite geoestacionario, es decir, su veloci-
dad angular es igual a la de la � erra.

 Exprese r con R, g y r.
 Luego sus� tuye las siguientes valores y calcule r con la calculadora:
 R = 6.378 x 106 (m),  g = 9.8 (m/s2), r = 3.14

2. Hay un recipiente de forma de cono cuyo radio y profundidad miden 15 
cm. Se vierte 100 cm3 de agua por segundo en éste. Cuando la profun-
didad del agua es 10 cm, encuentre la velocidad (cm/s) del aumento 
del radio de la superfi cie del agua.

3. Sean a, b y c números reales tales que 0 < a < b < c. Demuestre la si-
guiente inecuación:

 ac ba cb < ab bc ca.

4. Sea f (x)  convexo hacia abajo en [a, b]. Sean A(a, f (a))  y  B(b, f (b)) dos 
puntos en la gráfi ca. Tome cualquier c ∈ (a, b) y ponga C(c, f (c)). De-
muestre lo siguiente:

a) pen (A, C) < pen (A, B) < pen (C, B), donde pen (A, B)  etc.  represen-
tan la pendiente de la recta AB, etc. respec� vamente.

b) Sea f(x) derivable en (a, b). Sea c ∈ (a, b). Sea l: y = f ’(c) x + n  la tan-
gente a la gráfi ca y = f (x) en  C(c, f (c)). 

 Entonces en [a, b] excepto c, l queda debajo de y = f (x), es decir,    
f ’(c)d + n < f (d) para cualquier d ∈ [a, b], d ≠ c. 

Clase 9

Tome el logarítmo y 
aplique el Teorema del 
valor medio.

* Problemas de la Unidad B

Unidad IV • Lección 3 • Problemas de la Unidad B

15 cm

A

B

C

A

B

C

l

15 cm15 cm

Unidad IV. Lección 3. 
Problemas de la unidad 
Soluciones

 Como la profundidad del agua es x cm, se tiene que V(t) = 3
r

{x(t)}3. Derivando 

ambos lados por t, V’ = π {x(t)}2  x ’(t). Como V’ = 100,  x ’(t) = 100
x t 2r ^ h" , .  

 Cuando t = t0, donde x(t0) = 10, x ’(t0) = 
10
100

2r^ h  = 1
r  (cm/s)  (Respuesta)

Incisos 3 y 4 solución en página 103.

Unidad IV • Lección 3 • Problemas de la Unidad B
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Unidad IV. Lección 1. Ejercicios de la lección.      Pág. 82.     Soluciones 

Unidad IV. Lección 2. Ejercicios de la lección.      Pág. 88.     Soluciones 

1. a) f –1(x) = x5                           b) f –1(x) = 2x                          c) f –1(x) = senx

2. a) (g ∘ f )(x) = log3 |x|           b) (g ∘ f )(x) = 1
1

x +

3. a) (x – 1)(x3 + x2 + x + 1) = x4 – 1, por lo tanto {(x – 1)(x3 + x2 + x + 1)}’ = 4x3

 b) (x + 1)(x4 – x3 + x2 – x + 1) = x5 + 1, por lo tanto {(x + 1)(x4 – x3 + x2 – x + 1)}’ = 5x4

 c) 
1
1

x
x
3 +
-b l ’ = 

1
1 1 1 3

x
x x x

3 2

3 2$ $-

+

+ -^
^

^h
h
h

 = 
1
3 1

x
x x2

3 2

3 2

+
- + +
^ h 

 d) {(x3 + 1)5}’ = 5(x3 + 1)4 ∙ 3x2 = 15x2(x3 + 1)4

 e) 
1

1
x2 3+

c ^ h m ’ = –
1
1

x
x x3 22

2 6

2

+
$+^

^
h
h  = –

1x
x6

2 4+^ h
4. Sea f (x) = –x2 (x ≥ 0). Entonces g(x) = f –1(x). Por lo tanto en x < 0,

     g ’(x) = {f –1(x)}’ = 1
´f f x1-^ ^ hh  = 1

f x2 1- - ^ h  = –
2
1

x-

1. a) –2cos–3 x(cos x)’ = 2sen x cos –3x 

 b) cos x ∙ cos 2x + senx(–2sen 2x) = cosxcos2x – 2senxsen2x            

 c) cos (cos x) ∙ (cos x)’= –sen x ∙ cos (cos x)

 d) sen x
1 (sen x)’ = sen

cos
x
x  

 e) –sen(ln x) ∙ (ln x)’= –
sen ln

x
x^ h

 f) ln
1

'x
x

2 +
d n  = (ln|x| – ln(x2 + 1))’ = 1

x  – 
1
1 '

x
x
2

2

+
+^ h

 = 
1

1 2
x x

x x
2

2 2

+
+ -^
^
h
h  = 

1
1

x x
x
2

2

+
- +
^ h

 g) e sen2 x (sen2 x)’ = 2sen x cos xe sen2 x = sen 2xe sen2 x

 h) (3ln x)’ = (e ln 3 ∙ ln x)’ = e ln 3 ∙ ln x (ln 3 ln x)’ = ln3 3
x

ln x$

 i) 3  sen x 3 1-  (sen x)’ = 3  cos x sen x 3 1-

 j) cos x ln x + senx
x

2. f (x) = xn + a1 xn – 1+...+ an   a1,..,an  constantes. Como (xm)(n) = 0       (m < n),  f (n)(x) = (xn)(n) = n!

Unidad IV • Lección 3 • Soluciones
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Unidad IV. Lección 3. Ejercicio 3.2.      Pág. 89.     Solución 

Unidad IV. Lección 3. Ejercicio 3.3.      Pág. 89.     Solución 

Unidad IV. Lección 3. Ejercicio 3.4.      Pág. 92.     Incisos b, c y d. Solución 

a) Sea (a, ea) punto de tangencia.
 La tangente: y – ea = ea (x – a).
 Sustituyendo (–1, 0),    –ea = ea (–1 – a),    a = 0.  y = x + 1  (Respuesta)

b) Sea , 1a aa k  punto de tangencia.

 La tangente: y – 1
a  = – 1

a2 (x – a). Sustituyendo (3, –1),   –1 – 1
a  = – 1

a2  (3 – a),   a2 + 2a – 3 = 0,   a = –3, 1

  y = – 1
9  x – 3

2 ,   y = –x + 2(Respuesta)

a) La pendiente: –
1

1
x 2-^ h  = –1.  x = 0, 2.  y = –1, 1  respectivamente 

 y = –x – 1, y = –x + 3   (Respuesta)

b) La pendiente: 
cos x
1
2  = 4,   x = ± 3

r ,     y = ± 3  respectivamente,

                                  y = 4x – 3
4
r  + 3  ,    y = 4x + 3

4
r  – 3    (Respuesta)

b) y ’ = –3x2 – 6x = 0,  x = 0, –2    
    y ’’= –6x – 6 = 0   x = –1.

 x  –2  –1  0
 y ’ – 0 + + + 0 –
 y ’’ + + + 0 – – –
 y  –4  –2  0 
   min.  punt.  máx. 
               rel.        infl.       rel.

c) y ’ = 3x2 = 0,  x = 0    
    y ’’= 6x = 0   x = 0.

 x  0  
 y ’ + 0 + 
 y ’’ – 0 +
 y  0 
        punt.
        infl.

d) y ’ = 
cos x
1
2  = 0,  no tiene solución    

    y ’’= –2cos–3x(–senx) = 0   x = 0.

 x  0  
 y ’ + 0 + 
 y ’’ – 0 +
 y  0 
        punt.
        infl.

y

x–1–2–3 1

1

–1

–2

–3

–4

y

x

Unidad IV • Lección 3 • Soluciones

x

y

–r rr
2

r
2–
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Unidad IV. Lección 3. Ejercicio 3.5.      Pág. 93.     Inciso b. Solución 

Unidad IV. Lección 3. Ejercicio 3.6.      Pág. 93.     Solución 

b) y ’ = (1 – 2x2) e–x2 = 0,   x = ± 1
2

               y ’’ = (4x3 – 6x) e–x2 = 0,   x = 0, ± 2
3

 x  – 2
3    – 1

2
  0  

1
2   2

3  

 y ’ – – – 0 + + + 0 – – –

 y ’’ – 0 + + + 0 – – – 0 +

 y  –
2
3
e3   –

2e
1   0  2e

1
   2

3
e3  

   punt.  min.  punt.  máx  punt.
   infl.  rel.  infl.  rel.  infl.

a) y = x – 1
x         y ’ = 1 + 1

x2  > 0.        y ’’ = –
x
2
3

 x  0  
 y ’ + / + 
 y ’’ + / –
 y  / 

limx"3 (y – x) = limx" 3- (y – x) = 0,

lim
x 0" +

y = –∞,  lim
x 0" -

y = ∞,       y = x  y x = 0 son las asíntotas.

b)  y ’ = 2x  + 1
x2  = 0,    x  = –

2
1

3       y ’’ = 2 – x
2
3  = 0      x  = 1

 x  –
2
1

3    0  1   

 y ’ – 0 + / + + + 

 y ’’ + + + / – 0 + 

 y  
4
3

3   /  0   

   min.    punt.
   rel.     infl. 

limx"3 (y  – x2) = limx" 3- (y  – x2) = 0,

lim
x 0" -

y = ∞,  lim
x 0" +

y = –∞.          x = 0,  y = x2 son las asíntotas  

limx" 3- xe–x2 = limx"3  xe–x2 = 0,

y = 0 es la asíntota.

y
y = x

x1–1

3
43

1
23– 1

y

y = x2 

x

x

y1
2e

1
2

– 1
2

2e
3

3

2e
3

3

3
2–

1
2e–

3
2–

Unidad IV • Lección 3 • Soluciones
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Unidad IV. Lección 3. Ejercicio 3.7.      Pág. 94.     Inciso b. Solución 

Unidad IV. Lección 3. Ejercicio 3.8.      Pág. 94.  Solución

Unidad IV. Lección 3. Ejercicios de la lección      Pág. 96 Inciso 2 a). Solución

b) aex – x = 0 ⇔ xe–x = a.    Sea y = xe–x.  y ’ = (1 – x)e–x = 0,     x = 1

 x  1  
 y ’ + 0 – 

 y ↗ 1
e  ↘

limx" 3- y = –∞,  limx"3 y = 0

 a a ≤ 0 0 < a < 1
e  a = 1

e  1
e  < a

 # de sol. 1 2 1 0

a) Se toma el eje x hacia el centro de la tierra y con origen en el techo del edificio.  Sea t el tiempo y 
cuando t = 0, el objetivo está en el origen.

 
dt
d x

2

2
 = 9.8, dt

dx  = 9.8t + C1. Como la velocidad en t = 0 es 0, C1 = 0.  x = 4.9t 2 + C2. Como x = 0 en t = 0, 

C2 = 0. Ahora 4.9t 2 =19.6, t 2 = 4. Como t > 0, t = 2.
 Respuesta: 2 segundos

b) Se toma el eje x hacia donde corre el coche. Sea t el tiempo.

 dt
d x

2

2
 = 2,        dt

dx  = 2t + C1, 

 Como dt
dx  = 5 en t = 0,  C1 = 5.  x = t 2 + 5t + C2   

 Como x = 0 en t = 0, C2 = 0 entonces x = t 2 + 5t . Cuando t  = 4, x = (4)2 + 5(4) = 36

 Respuesta: 32 m

2. a) y ’ = (2x + x2)ex = 0,                    x = 0, –2
         y ’’ = (2 + 4x + x2)ex = 0,           x = –2 ± 2

 x  –2– 2   –2  –2+ 2   0 

 y ’ + + + 0 – – – 0 +

 y ’’ + 0 – – – 0 + + +

 y  a  b  c  0  
   punt.  máx.  punt.  mín
   infl.  rel.  infl.  rel.

a = 
4

e
6 2

2 2
+
+ ,          b = e

4
2 ,       c = 

4
e

6 2
2 2
-
-  

limx"3  y = ∞,    limx" 3-  y = 0

y = 0  es la asíntota 2–2+2–2 – –2

a
b

c

y

x

Unidad IV • Lección 3 • Soluciones

1e
1 x

y
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Unidad IV. Lección 3. Ejercicios de la lección      Pág. 96 Incisos 2b y 3. Soluciones

2. b) y ’ = 4 – 
1x

1
2-^ h  = 0,           x = 2

3 , 2
1             y ’’ = 

1
2

x 3-^ h  

 x  2
1   1  2

3  

 y ’ + 0 – / – 0 +

 y ’’ – – – / + + +

 y  0  /  8  
    máx    mín

                        rel.    rel. 
 limx"3 (y – 4x) = limx" 3- (y – 4x) = 0,   lim

x 1" -
y = –∞,  lim

x 1" +
y = ∞.   

 y = 4x  y  x = 1 son las asíntotas.

3. a) x3 – ax2 – x + 1 = 0 ⇔ x – 1
x  + 1

x2  = a

 Sea y = x – 1
x  + 1

x2 ,  y ’ = 1 + 1
x2  – 

x
2
3  = 0,   x = 1

 x  0  1   

 y ’ + / – 0 +  

 y ↗ / ↘ 1 ↗

limx"3 y = ∞,         limx" 3- y = –∞    lim
0x" - y = lim

0x" +
y = ∞

 a a < 1 a = 1 1 < a
 # de sol. 1 2 3

b) ln x –
x
a

2  = 0 ⇔ x2 ln x = a.   Sea y = x2 ln x

 y ’= x(2ln x + 1) = 0,       x = 1
e

.        limx"3 y = ∞,    lim
0x" +

y = 0

 x 0  1
e

 

 y ’ / – 0 +

 y / ↘ – 1
e2  ↗

 a a < – 1
e2  a = – 1

e2   – 1
e2  < a < 0 0 ≤ a

 # de sol. 0 1 2 1

25
9

y

x1

1

3

y

x1

1
2e–

1
e
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1

y = 4x

1
2

3
2

x

y
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Unidad IV. Lección 3. Ejercicios de la lección      Pág. 96 Inciso 4. Solución

* Unidad IV. Problemas de la Unidad B      Pág. 97 Inciso 3 y 4. Solución

4. a) y(t) = dt
dx  = 3t2 – 18t + 4,    a(t) = dt

d x
2

2
 = 6t – 18

  En el tiempo t = 1, la velocidad es v(1) = –11 y la aceleración es a(1) = –12.

    b) t  3 

 y’(t) – 0 +

 y(t) ↘ –23 ↗

      La velocidad mínima es –23.

3. Como lnx es una función creciente, ac ba cb < ab bc ca

 ⇔ ln(ac ba cb) < ln(ab bc ca) ⇔ clna + alnb + blnc < blna + clnb + alnc
                                                                         ⇔ (b – a)(lnc – lnb) < (c – b)(lnb – lna) ⇔ ln ln

c b
c b
-
-  < ln ln

b a
ab

-
- …(1)

 Por el teorema del valor medio, considerando f (x) = lnx , entonces f ’(x) = x
1 , existen a y b tales que a < a < b < b < 

c y que ln ln
b a

ab
-
-  = 1

a  y ln ln
c b
c b
-
-  = 1

b

 Como 1
b

 < 1
a , la relación (1) está demostrada.

4. a) Sea P(c, p) el punto de intersección de dos rectas AB y x = c.

  Como f (x) es convexo hacia abajo f (c) < p. Por lo tanto

  
f f
c
c

a
a

-
-^ ^h h

 < 
f

c a
p a
-
- ^ h

 y 
f p
b c
b
-
-^ h

 < 
f f
b c
b c
-
-^ ^h h

  
f

c a
p a
-
- ^ h

 = pen (A, P), 
f p
b c
b
-
-^ h

 = pen(P, B) y pen (A, P) = pen(P, B) = pen(A, B).

  Luego pen(A, C) < pen(A, B) < pen(C, B)

 b) Tome d ∈ (a,c). Sean D y E los puntos de intersección
  de la recta x = d con la gráfica y la tangente.

Tome S(s, f (s))  (d < s < c).  f ’(c) es el límite de pen(S, C) 
cuando s → c–. De a) se sabe que pen(D,C) < pen(S, C) y 
que pen(S, C) aumenta cuando s → c–.
Por tanto pen(D, C) < f ’(c). Luego f ’(c)d + n < f (d), por-
que n =  f (c) – cf ’(c).
Se puede tratar el caso donde d ∈ (c, b) de la misma 
manera.

Unidad IV • Problemas de la unidad B. Soluciones

A
C

P

B

x = d

D
S C

E

A

B
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